Glava 1

Diferencijalne jednacine

Jednacine u kojima se pojavljuju nepoznate funkcije, njihovi argumenti i izvodi
zovu se diferencijalne jednacine. U slu¢aju kada nepoznate funkcije zavise samo od
jednog argumenta, te jednacine se zovu obi¢ne diferencijalne jednacine, dok se u
slucaju kada su nepoznate funkcije, funkcije vise promenljivih, one zovu parcijalne
diferencijalne jednacine.

Red diferencijalne jednacine (obicne ili parcijalne) je red najviseg izvoda koji se
pojavljuje u toj jednagini.

Tako se jednacina oblika

F(m,y,y’,...,y(")) =0 (1.1)

gde je x nezavisno promenljiva, y nepoznata funkcija i ¢/, ...,y njeni izvodi zove
obiéna diferencijalna jednacina opsteg oblika i to n-tog reda.
Za jednacinu oblika
y™ = fa,y,ys ) (12)

kazemo da je obicna diferencijalna jednacina n-tog reda, normalnog oblika.
Primer 1.1. Jednacina

y = -
X

je diferencijalna jednacina prvog reda. Jednacina
y'—y=0
je diferenicjalna jednacina drugog reda, a jednacina
y" + 3z(y)* —sinz =0
je diferencijalna jednacina treéeg reda.

Definicija 1.2. Funkcija y = ¢(x), € S je resenje diferencijalne jednacine (1.1)
((1.2)) na intervalu S ako je ona n-puta diferencijabilna na S i zamenjena u jedna¢inu
(1.1) ((1.2)) zajedno sa svojim izvodima svodi jednac¢inu (1.1) ((1.2)) na identitet
na intervalu S.
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Resiti ili integraliti diferencijalnu jednacinu znaci naéi sva njena resenja.

Primer 1.3. Resiti jednacinu:
/

Yy ==
T

Resenje: Integracijom funkcije v’ dobijamo

2
y:/y'(ac)dm:/xdx:2ln|x|+c.

Funkcija y = 21n |z| 4 ¢ je reSenje date jednacine na S = R\ {0} za svako ¢ € R.

1.1 Diferencijalne jednacine prvog reda

Opsti oblik diferencijalne jednacine prvog reda je
F(z,y,y") = 0.

Normalni oblik diferencijalne jednacine prvog reda je

y = f(z,y).

Definicija 1.4. Familija funkcija y = ¢(z,c¢), gde je ¢ konstanta naziva se opste
resenje diferencijalne jednacine 3y’ = f(z,y) u oblasti S x T, gde su S i T intervali
na R, ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

1° te funkcije zadovoljavaju jednacinu y' = f(x,y);

2° za svaku tacku (zg,yo) € S x T jednatina yo = ¢(zo,c) po ¢ ima jedinstveno
reSenje cg tako da je funkcija y = p(x,c) resenje jednacine y' = f(x,y) koje
zadovoljava pocetni uslov y(xg) = yo.

Definicija 1.5. Svako reSenje jednacine y = f(x,y) dobijeno iz opsteg resenja tako
Sto se parametru ¢ daje konkretna (dopustiva) vrednost! ¢y naziva se partikularno
resenje.

Primer 1.6. Za jednacinu
y=uzy

odrediti opste resenje i partikularno resenje koje zadovoljava pocetni uslov y(—3) =
1

Resenje: Primetino da je y = 0 jedno reSenje jednacine. Pod pretpostavkom zy # 0
jednacinu transfomisemo u oblik

@_dm

)

Yy T

!Na primer, ako je opste resenje familija funkcija y = v/c — 22, tada vrednost konstante ¢ mora
biti pozitivna.
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1.1
odakle nalazenjem primitivnih funkcija za funkcije — i — dobijamo
Yy T

In|y| =In|z|+1nlc|, c€ R\ {0}
In|y| = In|cz|
y=cx

gde je c proizvoljna konstanta. Jednacina

1
— =c(-3
s =c(-3)
. . .. 1 . 5 . ..
ima jedinstveno reSenje ¢ = —3 pa je trazeno partikularno reSenje y = -9

1.1.1 Diferencijalna jednacina sa razdvajanjem promenljivih

Definicija 1.7. Diferencijalna jednacina koja se moze napisati u obliku

gde su f i g neprekidne funkcije respektivno od z i od y na intervaima [a, b] i [c, d]
je diferencijalna jednacina sa razdvajanjem promenljivih?.

Ako je g(y) # 0, onda je jednacina ekvivalentna sa

pa je opste reSenje te jednacine

1
odakle nalazenjem primitivnih funkcija za o) i f(z) redom G(y) i F(z) dobijamo
g\y

G(y) = F(z) +c¢

gde je ¢ proizvoljna realna konstanta. Ako postoje realna resenja jednacine g(y) = 0,
recimo by, bo,...,bk, onda su pored resenja G(y) = F(z) + ¢ i funkcije

y:bla y:bZa"'a y:bk‘

reSenja jednacine, Sto je ocigledno.

2Koristi se i naziv diferencijalna jednagina koja razdvaja promenljive ili diferencijalna jednaéina
u kojoj su promenljive razdvojene.
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Primer 1.8. Resiti jednacinu:

y = az(l+y?)
Resenje: Jednacina 1 + y? = 0 nema realna resenja.

dy 2
= — 2(1
. r(1+y°)

_dy
1492

dy
/1+y2_/xdx

2
arctgy:?—i-c, ceR

= xdx

drugih reSenja nema, pa su to sva reSenja jednacine. Ako je %2 +c# §+km, ke,
onda se dobijeno reSenje poze pisati u obliku

2
x
y = tg (? +c).
Primer 1.9. Nadi ono od resenja diferencijalne jednacine
2xy
/
_ -0
2 —1
koje zadovoljava uslov y(v/2) = 1.
Resengje:
d7y 2
de _ z2-17Y

Ako je y # 0, onda je jednac¢ina ekvivalnetna sa

d 2
Y T dzx

y a*-1
dy 2x
/y‘/x?—ldx

Inly| =1Injz? — 1|+ ¢

’y| _ eln\a:Q—lH-c’ — GCI|IL‘2 o 1’

Za ¢ = ¢ imamo
ly| = cla® — 1]

= y=clz*-1)iliy=—c(@®-1), ceRT

Ako dozvolimo da proizvoljna konstanta ¢ moze uzeti bilo koju vrednost iz R\ {0},
dobijene dve relacije mozemo objediniti u

y=c(z®>—1), ce R\ {0}.
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Jednacina y = 0 ima jedinstverno resenje by = 0. Stoga je y = 0 reSenje jednacine.
Uocavamo da se ono moze dobiti ako se u formuli za opSte resenje izostavi zahtev
da proizvoljna konstanta mora biti razli¢ita od nule. Dakle, sva reSenja posmatrane
jednacine su data formulom

y=c(z®—1), ceR.

Iz pocetnog uslova

y(vV2) =1

dobijamo
1=¢(2-1),

=c=1.
Trazeno partikularno redenje je y = 22 — 1.

Jednacina oblika
F(x)G(y)dx + f(x)g(y)dy = 0

ades F(x) . g(y)

u i

f(x)  G(y)

Ako su a i b resenja jednacina f(z) = 01 G(y) = 0 respektivno, tada je y = b
reSenje jednacine i x = a je reSenje date jednacine.

F
/ (fﬂ)dx:_/g(y)'
f(x) ()
Primer 1.10. Resiti jednacinu:
Resengje:

funkcije jedne promenljive je jednacina koja razdvaja promenljive.

tgx sin? ydx + cos® x ctgydy =0
Kako je sinycosx # 0 jednacina je ekvivalentna sa

ctgy tgx

sin?y

ctgy tgx
JECOEay
sin“y COs” T

ctg?y =tg?x +c¢, ceR.

dx.

dy = —
y cos? x

Dalje je

pa je opsSte reSenje

Primer 1.11. Resiti jednacinu:
y=l-z—y+uay

Resenge:
y=(0-2)(1-y)
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Ako je y # 1, tada je jednacina ekvivalentna sa

d

1_yy:(1—:n)dw

d

1_yy:/(1—:1:)da:

dy
— (- 1)d

S 1 /(:c )dx

12 2

ln|y—1|:(x 5 ) +c’:%—m+c', deRrR

2

ly—1]=¢" ez % ¢ eR
22
>y—1l=c-e2 % ceR

z2
y=1l4+c-e2"% ceR
Ako je y = 1, tada je ¥/ = 0 pa je y = 1 takode resenje date jednacine. Dakle,
2

y=14c- e%_x, ¢ € R je proizvoljno resenje jednacine.

Diferencijalna jednacina oblika
y' = flaz + by +c)

se smenom u = ax + by + ¢ svodi na jednacinu koja razdvaja promenljive. Iz ove
smene je

v =a+by,
pa je

1
y = E(u —a).

Zamenom u pocetnoj jednacini dobijamo

Lo

(U —a) = f(u)
' —a=0bf(u)
u =bf(u)+a
du
= bf(u)+a

du = dux.
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Primer 1.12. Resiti jednac¢inu:

y =cos(x—y—1)

Resenje: Uvodimo smenu
u=z—y—1,

odakle je
/ /

Zamenom u pocetnoj jednacini dobijamo

!/
1 —u = cosu,

du 1

— =1—rcosu

dx ’
d

7“:%,

1 —cosu

d
/-um:/df'f'
2sin 5

Smenom ¢t = 5 dobijamo

/d“ / dt tgt+ tg= +c, ceR
= = —C cC= —¢C - C, C
2sin? % ) sint & 3

U
=x—c ceR

U
ctgizc—x, ceR

:>E:arcctgc—x+k:7r, keZ, ceR
u=2arcctgc—x+2kn, k€Z, ceR
x—y—1=2arcctgc—x+2kmw, k€Z, ceR
y=x—1—2arcctgc—x+2km, k€Z, ceR

Primer 1.13. Resiti jednac¢inu:
y = (dx +y)?
Resenje:
u=4x+y
u=4+y = ¢y =4 -4

u =u?+4
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du
/u2+4—/dx
1

te - — 4
— arc — =X C
g ACE Y

ty

=2r+c

Primer 1.14. Resiti jednacinu:
(x+3y—1)de+ 2z + 6y —5)dy =0
Resenje: Uvodenjem smene u = x + 3y — 1 dobijamo
u=1+3y,

,u =1
y_ 3 ’

pa se pocetna jednac¢ina svodi na
L,
u—1+(2u—5)§(u -1)-0

3u—3+ (2u—>5)(u —1)=0

3u—3+ (2u—5)u —2u+5=0

;o u+2
5 —2u
dfui U+ 2
dx  bu—2

ou — 2
/ 4 du:/d:c
U+ 2
r=—-2u+ylnlu+2-3c, ceR

3lnjz+3y+2/=x+2y+c, ceR
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1.1.2 Homogena diferencijalna jednacina

Definicija 1.15. Funkciju f(z,y) (dve realne promenljive z i y) nazivamo ho-
mogenom funkcijom n-tog stepena homogenosti promenljivih x i y ako za svako
t > 0 vazi jednakost

[tz ty) = " f(z,y).

Primer 1.16. Funkcija f(x,y) = 2% +zy —y? je homogena funkcija drugog stepena
homogenosti, jer je

fltm ty) = (t)? + (tz)(ty) — (ty)* = 2 (2* + zy — y*) = 2 f(2,y),
CCZ + 2
2 +x

dok je funkcija f(z,y) = homogena funkcija nultog stepena homogenosti

jer je
(tx)” + (ty)* _ 2°+y® _
(tx)? +toty 22 +ay

f(tm7ty>: f(wvy)

Funkcija nultog stepena homogenosti, kod koje je f(z,y) = f(tx,ty), moze se,
uzimajuéi t = L napisati u obliku f(z,y) = f(1,%) §to prakti¢no znaéi da je ova

funkcija oblika

flz,y) = (=)

SHES

Definicija 1.17. Difererencijalna jednacina
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0

je homogena diferencijalna jednacina ako su P i Q homogene funkcije istog stepena
homogenosti.

Tada je
y = _P(:E,y)
Qz,y)

gde je R homogena funkcija nultog stepena homogenosti. Ova jednacina se moze
zapisati u obliku

= R(z,y)

Pomocu smene 2 = u (gde je u nova funkcija promenljive x) iz koje je y = ux,
T

Yy’ = u/x+u, jednacina se svodi na diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive

'z +u= f(u)

du

dr = f(u) —u
du dx
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odakle pod pretpostavkom f(u) # u sledi

du 1
/f(u)—u =Inx +c.

Ako jednacina f(u) = w ima reSenje, npr. wui, ug,..., ug, tada je u = u; (i =
1,2,...,k) reSenje transformisane, a funkcije y = w;z, i = 1,2,...,k, reSenje date
jednacine.

Primer 1.18. Resiti jednacinu:
20%dy — (2 + y?)dx = 0.

Resenje:

de 222 _§+§

dy _ 2’ +y* 1 1(y>2
T

Pomoéu smene 2 = u (gde je u nova funkcija promenljive x) iz koje je y = uz,
T

Yy = v/ + u, jednacina se svodi na

1
u’x—i—u:f—i-qu
2
wr =4 v —u=—(u—1)>
du 1
= Z(u—1)2
dxx 2(u )

Pod uslovom da je u — 1 # 0 imamo

5 du  dx
(u—1)2 =z

2
. =In|z|+1Inc, ¢>0

u —_—
—2
u =
In c|z|
y =2
x ~ Inclx|
—2z
= r —
4 In c|z|

Funkcija u(z) = 1 je ocigledno resenje transfomisane jednacine, pa je y = x
reSenje polazne jednacine.
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Primer 1.19. Resiti jednacinu:

11

Resgenje: Pomocu smene LAy (gde je u nova funkcija promenljive x) iz koje je
x

y = ux, y = u'x + u, jednacina se svodi na

—e “=Inlz|+Inc=Inclz|, ¢>0

vr4+u=e"+u

/
ur = e
du dx
ev x

d
/e_“du = [
x

1
e=In—, c>0
clz|

1
—u=Inln—, ¢>0

c|z|

u = —lnhai7 c>0
clz|

SHES

= —lnlni, c>0
c|z|

1
y=—xlnln—, ¢>0

clx|

Diferencijalne jednacine koje se svode na homogenu diferencijalnu

jednacinu

Posmatrajmo jednacinu oblika

AkojeA:‘

Ay
Ay

By
Bo

/ <A1$+Bly+01>
y=1rf :

Agx + Boy + c2

= 0, uvodimo smene

r = X+a,
= Y+5.

gde je X nova nezavisno promenljiva, a Y nova funkcija. « i 8 su konstante koje

¢emo odrediti tako da se ova jednacina transfovmise u homogenu.
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dr =dX
dy =dY

, _dy dY f<A1(X+a)+B1(Y+ﬁ)+Cl>
Y A(X +0)+ Ba(Y + B) + 2

T dr  dX
; dy o dy . <A1X+31Y+A104+Blﬂ—|—01>

T dX  dzx ' \AsX + BoY + Asa+ Baf3 + Oy

Ova jednacina ¢e biti homogena ako su « i 3 reSenja sistema

A1a+B1ﬁ+01:0

Asa+ B+ Cy =0

Kako je A # 0, ovaj sistem ima jedinsveno resenje @ = «p, § = fg. Smenom
r=X+ap, y =Y + By transformiSsemo datu jednac¢inu u

A1 X + BY Yy
vy = (S22 ) o (Y))
/ <A2X +BQY> 4 (m)

Primer 1.20. Resiti jednacinu:

, dr—y-—1
Y="""">5

y—xr—2
. . 4 -1 .
Resenje: Kako je 101 |7 3 # 0 uvodimo smene
r = X+a,
= Y +5.
Odavde je
dY dy 4 X+a)-Y-p-1 4X-Y +4a—-p3-1 (13)
dX dz Y+pB-X-a-2 —X+Y-a+p-2" '
Ova jednacina Ce biti homogena ako je
da—F = 1,
—a+p = 2.
Resenje sistema je « = 1, § = 3. Zamenjujuéi ovo u jedna¢inu (1.3) dobijamo
homogenu jednacinu
dy 4X-Y 4-%
dX -X+Y 14X

X
Smenom v
u:Y:Y:uX:Y’:u’X—Fu
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dobijamo
WX +u= —
—1+4u
v 4w 4 —u?
C—l+u  u-—1
du 4 —u?
der  u—1
u—1 dX
du = 22
1—2™T X
/ U d / du dX
-2 e T X
1 1 2
—21n]4—u2]—41n’2tz —In|X|+Inec, ¢>0
2
—2In}4 —u?| —In 2“‘ = 4In¢/X| = In (cX)".
Kako je
2
—1In|4 — u?? ztu —In |2 — ul|2 + u?
sledi

—In|2 — ]2+ u|® =In(cX)*

12— |2+ ufp = —
(cX)?

2- 24 2P = —
XX T ex)

ARX —Y|2X +Y]P =1
2@ -1~ (=32 -1)+y-3°=1
t2r—y+1)2zr+y-5°>=1, ceR\{0}.

Primer 1.21. Resiti jednacinu

(2z 4+ 4y + 1)dy = (x + 2y + 3)dx.

Resenje: Jednacina se moze transformisati u oblik

. x+2y+3
v= 2v+4y +1
. . . / u/_l v
Kako je 9 4 = 0 uvodimo smenu v = = + 2y. Odavde je ¢y’ = . Jednacina
se svodi na
u'—1  u+3
2 2u+1
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, Au4T
u =
2u+1

1 )
iu:§ln|4u+7|:a:+c, ceR

8y—>blnldr +8y+ 7| —4x =¢, c€R.

1.1.3 Linearna diferencijalna jednacina

Diferencijalna jednacina
Y +p(a)y = q(z)

gde su p i ¢ neprekidno funkcije nezavisno promenljive z, zove se linearna diferen-
cijalna jednacina prvog reda.
Potrazimo resenje u obliku proizvoda

y = u(z)v(x).

Odavde je
Y = (z)v(z) + u(z)v'(z).

Zamenom u jednacinu dobijamo

u' (z)v(z) + u(z)v'(z) + p(r)u(z)v(z) = q(z)
tj.
Funkciju u(x) biramo tako da bude

u'(z) + p(z)u(z) =0,

pa je
du
% - —p(ﬂ?),
du
e d
" p(x)dz,

du
In |u| = —/p(:c)dx +c1, a1 €R,

lu| = e~ S P@dzeer o) e R,
u = ce*fp(z)d‘”, ceR.

Uzimajuéi ¢ = 1 dobijamo
u(z) = e JP@)dz
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Zamenom u (1.4) dobijamo

e~ IP@dy (1) = g(),

Odavde je

pa je reSenje jednacine

Primer 1.22. Nadi opste resenje jednacine

2y
= = 1)3 ~1.
Resenje: Kako je
-2
pa) = — i g(a) = (@ +1)°

opsSte resenje je

621n|a:+1| <C—|— (l’—i— 1)36—21n|a:+1|dx>

= @ty (c + /(a: + 1)36_21n e dx)

= (z+1)? <c+/(a:+ 1)d3:>

= (z+1)? <c+(x+21)2>, ceR.

Primer 1.23. Odrediti opste reSenje jednacine
(ysinz — 1)dz + cos xdy = 0.
Resenje: Jednacinu transformiSemo u oblik
coszy’ +ysinx — 1 =0,

tj.
,  sinx 1
+

Yy = .
COsT COsT
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Kako je

opste reSenje je

y = ey / of Batde g,
Cos T
_ eln\cosx| <C—|—/ 1 e—lncosx|d$)
coS T
1 1
= |cosz| <c+/ d:z:)
cos z | cos x|
1 1
= :tcosm(ci/ d:c>
COS T COS T
1
= :l:cosx(c:l:/ 3 dm)
cos? x

= Zcosz(cttgx)
= cosz (C+tgz) C eR.

Primer 1.24. Resiti jednacinu

(1+ ) dz = (/14 y2cosy — zy)dy.

Resenje: Data jednacina je linearna po funkciji x = z(y).
9, dx 3
(1+y )aTy =1+ y?cosy —zy

z :;cosy—xi
1492

N

LY cosy
x, 5T =
1+ 92 sqrtl + y2

Resenje ove linearne jednacine je

z(y) = eff#dy c+ _S8Y ef#dydy
VI1+y?

= oA <c+ oy e;muwy)

Vi

1
= 71—1—?;2 (c—l—/cosydy)

1
= ———(c+siny), ceR.

VI
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1.1.4 Bernulijeva diferencijalna jednacina
Diferencijalna jednacina oblika

Y +p(@)y = q(x)y”
gde su p i g date neprekidne funkcije, a a realan parametar razli¢it od 0 i 1 je
Bernulijeva diferencijalna jednacina. (Ako je a = 0 tada je ovo linearna diferen-
cijalna jednacina prvog reda, a ako je a = 1 onda je to jednacina koja razdvaja
promenljive.)

Resava se smenom

gde je z nova funkcija. Odavde je

N
= —Zl—a —_—
y 1—a 1—a

—1_7
o =

odakle zamenom u pocetnoj jedna¢ni dobijamo

a

2T 4 p(a)zTe = g(a)zT,

1—a

a a

2+ (1 - a)p(a:)zlfla*ﬁ =(1—-a)g(x)zT-a T-a,
2+ (1— a)p(a)s = (1 — a)q(a),

a to je linearna diferencijalna jednacina prvog reda po funkciji z.

Primer 1.25. Resiti jednacinu
oy +y=y’lnz, z>0.

Resenje: Kako je a = 3 uvodimo smenu

Odavde je
1
z=—
Y2
: 1 1
/ —1_1 -2
= ——2z 2 ===z 2z,
Y77 2
odakle zamenom u pocetnoj jednacini dobijamo
1 3, 1 _1 _slnx
——2 22 4+ —z 2=z 2 ,
x
, —l(-2) Inx
Z ——z"2 2) = —2——
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2 — gz = _2111737.
T

Opéste resenje ove linearne jednacine je

Kako je
Inz 'dz}:d‘?:yz de _ _ 1

:d 22
u:lnxidu:%

= _1lnx+1/6lx
212 2 ) x3
1 1
222 7 42

+c
to je
z = z? c—kilnaz—t—li
N x? 2 2
2 1

= cx +1nx+§, ceR.
tj.
1
Y2
2_ 2
= , C

2cx? +2Inz +1

1
:cx2—|—lnx+§, ceR,

Y e R.

1.2 Linearne diferencijalne jednacine drugog reda
Definicija 1.26. Jednacina oblika

y'+ P(a)y + Qz)y = f(x) (1.5)
naziva se linearna diferencijalna jednacina drugog reda.

Akosu P(x), Q(x) i f(z) neprekidne funkcije na nekom intervalu S C R, u teoriji
diferencijalnih jednacina se dokazuje da jednacina (1.5) ima jedinstveno resenje koje
zadovoljava pocetni uslov

y(z0) = vo, Y (z0) = Yo,
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gde zg € S'iyo, yp € R.

Familija funkcija y = ¢(z1,Cy,Co), x € S, gde su C7, Cy konstante naziva se
opstim resenjem jednacine (1.5) ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

(i) te funkcije zadovoljavaju jednacinu (1.5);

(ii) sistem algebarskih jednacina

o(x0,C1,C2) = yo
¢ (19,C1,Ca) =y,

ima za sve z9 € S, yo, Yy € R jedinstveno resenje (CY,CY) tako da je funkcija
y = ¢(z,CY,CY) resenje jednacine (1.5) koje zadovoljava pocetni uslov y(xg) =

Yo, ¥'(z0) = vp-
Specijalno ako je f(x) =0, jednacina

y' 4+ P(x)y +Q(x)y =0

naziva se linearna homogena diferencijalna jednacina drugog reda.

1.2.1 Homogena linearna diferencijalna jednac¢ina drugog reda
y'+ P(x)y' + Q(z)y =0 (1.6)
Teorema 1.27. Ako su y; i yo redenja jednacine (1.6), tada je y = Cry; + Coys

gde su C1 i Cy proizvoljne konstante, takodje njeno resenje.

Dokaz. Ako se funkcija y = Cyy1 + Caya 1 njen prvi i drugi izvod smene u (1.6),
dobija se identitet

Cryl (x) + Cayy () + P(x)(Cryi (z) + Cayy(x) + Q@) (Cryr(x) + Caya(x)) =
= C1 (! (%) + P(2)yi(2) + Q(@)y1(2)) + C2 (y5(x) + P(x)ys(x) + Q(z)y2(x))

Definicija 1.28. Za realne funkcije fi(x), fo(x),..., fu(x), definisane na nekom in-
tervalu S C R kaZemo da su linearno nezavisne na intervalu S ako za Ay, Ao, ..., A\ €
R iz

Afi(x) + Aafa(z) + -+ A fa(z) =0, za svako x € S,

sledi A1 = A9 = -+ = N\, = 0. Funkcije koje nisu linearno nezavisne nazivaju se
linearno zavisnim.

Primer 1.29. Funkcije
1, z, z%,...,2", x € R

su linearno nezavisne na R, jer iz
)\1-1+)\2~x+)\3-x2+-~-+)\n+1x":0 za svako x € R

sledi \y = g =---= X\, =0. O
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Primer 1.30. Funkcije

1, sin? x, cos? x, x€R

su linearno zavisne na R, jer vazi
—1-1+41-sin?z+1-cos?z=0 zasvako z € R.O

Da bi se utvrdila linearna zavisnost funkcija f1 i fo koristi se takozvana deter-
minanta Vronskog (ili vronskijan):

| A @)
W“)“ () fé(w)‘

Teorema 1.31. Funkcije fi(z) i fo(x) su linearno zavisna funkcije na intervalu
S C R ako i samo ako je W(x) =0 za svako x € S.

Dokaz. Neka su fi(z) i fa(x) linearno zavisne funkcije na intervalu S C R, tj. neka
postoje realni brojevi A1 i A9 takvi da je bar jedan od njih razli¢it od 0 i da je

A
A fi(x) + Aafa(x) = 0 za svako x € S. Neka je A\ # 0. Tada je fi(z) = —)\—?fg(x),

tj. fi(x) =k fo(x) za k = —% iz e S. Stoga je
1
‘ fi(@)  fa(x) ‘
fi(@)  fa(x)

za svako x € S.
Obrnuto, pretpostavimo da je W(z) = 0 za svako = € S. Sledi

fi(z)  fa(z)
fiz)  fy(x)

tj. fi(z)f(z) — fi(z) f2(z) = 0 za svako x € S. Prema tome,

:‘ kfa(x)  fa(x) ’:k‘ fo(@)  fa(x)
kfa(x)  fa(x) fa(x)  fa(x)

‘—O za svako x € S,

fz)' fi(@) f3(x) — fi(@) f2(x)

= (x) = =0 zasvakozx €S,

(%)@ f2()

te je funkcija ?Ex; konstantna na intervalu S. Dakle postoji A € R tako da je
1\x

fa(z)
fi(z)

i funkcije fi(x) i fo(x) su linearno zavisne na intervalu S. O

= X za svako x € S. Prema tome, A- f1(z) + (—1) - fa(z) = 0 za svako z € S

Teorema 1.32. Neka je S interval na R. Sledeca tvrdjenja su ekvivalentna:
(i) Resenja fix) i fo(x), x € S jednacine (1.6) su linearno nezavisna;
(11)(3zg € S) W (x9) # 0;

(111) (Vz € S) W (x) # 0.
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Teorema 1.33. Neka su fi(z) i fo(x) linearno nezavisna resenja jednacine (1.6)
na intervalu S C R. Tada je opste reSenje ove jednacine na intervalu S

y = C1fi(z) + Cafa(x),
gde su C1 i Cy proizvoljne konstante.

Dokaz. 1z Teoreme 1.27 sledi da je funkcija y = C f1(z) + Ca fo(z) reSenje jednacine
(1.6) na intervalu S za sve vrednosti konstanti C; i Cs. Ostaje da se dokaze da
se konstante C7 i C3 mogu na jedinstven nac¢in odrediti tako da bude zadovoljen
pocetni uslov

y(zo) =yo, ¥'(x0) =yp. Z0€S, vo, yp €R.

Iz y(x¢) = yo dobijamo C1fi(zo) + Cafa(x0) = yo, a iz vy = C1fi(z) + Cafs(z) i
y'(x0) =y, dobijamo C fi(xg) + Cafy(z0) = y{. Uocimo sistem od dve jenacine sa
dve nepoznate C7 i Co:

Cifi(zo) + Cafa(zo) = wo
Cifi(wo) + Cafy(xo) = o (1.7)

Kako su fi i fo linearno nezavisna reSenja na intervalu S, to je na osnovu Teoreme
1.32 vronsijan
fi(zo)  fa(zo)
w o) = 7& 0
(@) fi(o)  f5(xo)
To znaéi da je determinanta sistema (1.7) razlicita od 0, te na osnovu Kramerovog
pravila ovaj sistem ima jedinstveno resenje (C?,C9). O

1.2.2 Homogena linearna diferencijalna jednacina drugog reda sa
konstantnim koeficijentima

Jednacina oblika
' +py +qy=0 (1.8)

naziva se homogena linearna diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim
koeficijentima.

Na osnovu Teoreme 1.33, da bi nasli opfe reénje jednacine (1.8) dovoljno je naéi
dva linearno nezavisna reSenja ove jednacne.

Potrazi¢emo ova resenja u obliku y = €**, gde je k € R konstanta. Kako je
Y = ke*® 1y’ = k?e*®, smenom u jednac¢inu dobijamo

(k:2 + pk + q)ekx =0,

odakle sledi
k? + pk +q = 0. (1.9)

Jednacina (1.9) se zove karakteristiéna jednacina jednac¢ine (1.8).
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Razlikova¢emo tri slucaja.
1. Ako je p? — 4q > 0, onda jednacina (1.9) ima dva razli¢ita realna resenja ki i
ko i funkcije y; = €M1 i yp = €*?® regenja jednacine (1.8). Primetimo da su funkcije

]{31 eklx k2€k2x

kiz
e
y1 = €M% i yy = eF? linearno nezavisne jer r = eF1=k2)z o4 const (k1 # ko),
e
drugim rec¢ima, jer je vronskijan
kix kox
W(m) _ } yl(x) yQ(x) ‘ — ‘ e € — e(k1+k2)$(k2 _ kl) 7& 0.

Na osnovu Teoreme 1.33, opste resenje jednacine (1.8) je
y = Cleklx + 6126162:07

gde su C i Cy proizvoljne konstante.

2. Ako je p? — 4q = 0, onda su resenja karakteristi¢ne jednacine ki i ko realna i
jednaka. Prema tome, jedno resenje jednacine (1.8) je y; = e¥1*. Pokazaéemo da je
yo = xeM? takode resenje jednacine (1.8). Kako je

yh = T 4 ke = (14 kyz)eh,
yh = kief® 4 ki(1+ km)eklx =ki(2+ k1x)eklz,
zamenom u jednac¢inu (1.8) dobijamo
k1(2 4 k1z)e® 4+ p(1 4 kyz)ef'® + qreM® = M2k + p + z(k? + pky +q)). (1.10)
Kako je ki refenje karakteristicne jednacine, to je k? + pky +q = 0, a iz k1 =

—p+Vp*—4¢ _ —p+0 _ —
; - -

—b sledi 2k; + p = 0. Prema tome, desna strana

2 2
jednakosti u (1.10) je jednaka 0 i time smo dokazali da je ya = 2€** regenje jednagine
(1.8).
Resenja y; = €M% 1y, = xeF17 su linearno nezavisna, pa je opste resenje jednacine
(1.8)

y = C1eM® + Cyzefr® = ek”(C’l + Cox).

3. Ako je p?> — 4¢q < 0, onda karakteristi¢na jednacina ima par konjugovano
kompleksnih resenja k1 = a+i8 i ke = a —1i8, a,5 € R. Na osnovu Ojlerove
formule je

elatiB)e — e (cos B + isin fx) = e** cos fx + " sin Sz,
Sto nam sugerise da su funkcije y; = e cos Bz 1 y2 = €** sin Sz reSenja jednacine
(1.8). Nije tesko proveriti da to zaista jeste tako, i kako su ove funkcije linearno
nezavisne, sledi da je

y = C1€%% cos Bz + Coe™ sin fx = e**(C cos fx + Cy sin fx)

opste resenje jednacine (1.8), gde su C; i Cy proizvoljne konstante.
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Primer 1.34. Resiti jednacinu

y' ' — 1y —2y =0.
Resenje: Karakteristicna jednacina ove jednacine je

k2 —k—2=0.

Njena resenja su k1 = —1 i ko = 2, pa je opste reénje jednacine (1.11)

y = Cre " 4 Cye™,
gde su C1 i Co proizvoljne konstante.
Primer 1.35. Resiti jednacinu

y'—4y +4y=0.
Resenje: Karakteristiéna jednacina ove jednacine je

k> —2k+4=0, tj. (k—2)*=0.
Njeno reSenje je ki1 = 2, pa je opste resenje jednacine (1.12)
y = C1e®® + Coze®® = 62:(:(01 + Chx),

gde su C1 i Cy proizvoljne konstante.
Primer 1.36. Naci ono reSenje jednacine

y' =2y +2y=0

koje zadovoljava uslov
y(0) =0, y'(0)=1

Resenje: Karakteristiéna jednacina ove jednacine je

k2 —2k+2=0.

Njena reSenja su ki =1+ i ke =1 — i, pa je opste resenje jednacine (1.13)

y = Cre” cosz + Cae”sinz = €*(C} cosx + Cysinz),

gde su C1 i Cy proizvoljne konstante.

23

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Nadimo sada resenje jednacine (1.13) koje zadovoljava pocetni uslov (1.14).

Iz (1.15) sledi
y(0) =0 = C, =0,

y'(O):1:>Cl+02:12>02:1—01:1.

Trazeno reSenje je y, = e*sinx.
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Primer 1.37. Resiti jednacinu
y' — 4y +13y =0. (1.16)
Resenje: Karakteristicna jednacina ove jednacine je
k* — 4k +13 = 0.
Njena resenja su k1 = 2+ 3i i ko = 2 — 3i, pa je opste resenje jednacine (1.16)
y = C1€2 cos 3z 4+ Cre*® sin 3z = 62:6(01 cos 3x + Co sin 3z),

gde su C1 1 Cy proizvoljne konstante.

1.2.3 Linearna nehomogena jednacina drugog reda sa konstantnim
koeficijentima

Jednaéina oblika

v +py +qy=f(2) (1.17)
naziva se linearna nehomogena diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim
koeficijentima.

Ako je funkcija f neprekidna na nekom intervalu S C R, onda ova jednacina
kao specijalan slucaj jednacine (1.5) ima jedinstveno resenje koje zadovoljava uslov
y(zo) = yo, ¥'(x0) = yj, za svako zg € S 1yo,y, € R. Sledeca teorema pokazuje da je
opste resenje jednacine (1.17) jednako zbiru opsteg resenja odgovarajuée homogene
jednacine i jednog posebnog resenja jednacine (1.17).

Teorema 1.38. Neka je y = yp(z) = Cryi(z) + Coya(x), x € S, opste resenje
homogene jednacine (1.8), gde suyy iya dva linearno nezavisna reSenja te jednacine.
Ako je y = yp(z), x € S, bilo koje resenje nehomogene jednacine (1.17), tada je

y = yn(x) + yp(z) = Cry1(x) + Coya() + yp(2), = €5, (1.18)
opste resenje jednacine (1.17), gde su C1 i Cy su proizvoljne konstante.

Dokaz. 1z (1.18) sledi

/

Y =yn(x) +u,(x), ¥ =yy(x) 4y, (),
te je
Y +py +ay = yp(x)+ oy (@) +pyn@) +y (@) + g (yn(2) + yp(x))
= (n+pyn+aun)+ Wy +py,+qyy) =0+ flx) = f(x),

jer je izraz u prvoj zagradi jednak 0 (yp je reSenje homogene jednacine (1.8)), a
izraz u drugoj zagradi je jednak f(z) bududi da je y, reSenje nehomogene jednacine
(1.17). Prema tome, y = yx(z) + yp(z) je reSenje jednacine (1.17).
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Pokazimo sada da se za zadate pocetne uslove y(xo) = yo, ¥'(x0) = ¥, o € S,
Y0, Yo € R mogu jednoznacéno odrediti konstante CY¥ i CY tako da je funkcija y =
CY%1(z) + Cya(x) + yp(z) resenje jednacine (1.17) koje zadovoljava date pocetne
uslove.

Zaista sistem

yn(zo0) + Yp(20) = Yo,
Yn(20) + yp(20) = Yo,
tj.
Cry1(wo) + Caya(xo) + Yp(20) = Yo,
Cryy (o) + Cays(o) + Yy (20) = Yo,
od dve linearne jednacine sa dve nepoznate C7 i C5 ima jedinstveno reSenje jer je

determinanta sistema

W) =| % (wo) y;(wo)
Yi(zo) ya(o)
na osnovu Teoreme 1.32 razli¢ita od 0. [J
Za neke posebne oblike funkcije f moguce je jednostavno odrediti partikularno
resenje jednacine (1.17).
1. Neka je
f(x) = (anz™ + ap_12" 1+ - 4 ag)e®®.

Ako « nije koren karakteristiéne jednacine k? + pk + ¢ = 0, partikularno resenje
jednacine (1.17) trazimo u obliku

yp(z) = (Apa™ + Ap 2™ P4 4 Ap)e*®,
ako je a jednostruki koren karakteristicne jednacine u obliku

Yp(x) = 2(Apz™ + Ap12™ 4+ Ag)e®®,
a ako je a dvostruki koren karakteristi¢ne jednacine u obliku

Yp(x) = 22 (Apa™ + Ap_1z™ 4 -+ Ag)e®.
Primer 1.39. Resiti jednacinu

y'+y +y=2"+2. (1.19)
Resenje: Karakteristicna jednacina je
K +k+1=0.

Njena resenja su ki = —1 + z§ iky = —1 — i@,

3 pa je opste resenje homogene
jednacine y" +y' +y =0

3 3
Yh = e*%x(Cl cos \2[96 + Cysin 73:),
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gde su C1 i Cy proizvoljne konstante.

Desna strana jednacine (1.19) je oblika f(x) = Py(x)e”*, gde je Py(x) poli-
nom drugog stepena, i buduéi da @ = 0 nije koren karakteristicne jednacine, to se
partikularno reSenje jednacine (1.19) trazi u obliku

yp(r) = A2? + Bx + C,

gde su A, B i C konstante koje treba odrediti.
Kako je y, = 2Ax + B, a y, = 24, zamenom u jednacinu (1.19) dobijamo
2A 4242+ B+ Az* + Bx +C =2 42
Az’ + (2A+ B)x +2A+ B+ C = 2% + 2.
Odavde sledi
A=1, 2A4+B=0, 2A+B+C =2,

ti. A=1, B= -2, C =2, te je yp(z) = 2% — 2z + 2.
Prema tome, opste resenje jednacine (1.19) je

Y= e*%x(C’l cos \gga: + Cysin \éga;) + 2% — 2z + 2.
Primer 1.40. Resiti jednacinu
Y — 4y = e*. (1.20)
Resenje: Karakteristiéna jednacina je
k*—4=0,

1 njena refenja su k1 = 2 i ko = —2, pa je opSte reSenje homogene jednacine
y// _ 4y — 0
yp = C1e* + Core™?,
gde su C1 i Cy proizvoljne konstante.
Desna strana jednacine (1.20) je oblika f(x) = Po(x)e?®, gde je Py(x) polinom
nultog stepena, i kako je o = 2 jednostruki koren karakteristicne jednacine, to par-
tikularno reSenje jednacine (1.20) trazimo u obliku

yp(z) = Azre®®,

gde je A konstanta koju treba odrediti.
Sada je y, = Ae* + 2Axe* = A(1 + 2x)e** iy = 4A(1 + x)e**, i zamenom u
jednacinu (1.20) dobijamo
4A(1 + 2)e*® — 4Aze™ =
AA(1 +2) — 4Az = 1
4A=1

1
A_Z'
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2x

1
Sledi y,(x) = 2%¢ i opSte redenje jednacine (1.20) je

y = Ce® + Coe 2" 4 %aze%.
Primer 1.41. Resiti jednacinu
y' =Ty + 6y = (z — 2)e”. (1.21)
Uputstvo: Karakteristicna jednacina je
k% — 7Tk +6 =0,
1 njena reSenja su k1 =1 i ko = 6. Opéste re§enje homogene jednacine je
yp = Cre” + Cseb®.

Desna strana jednacine (1.21) je oblika f(x) = Pi(x)e”, gde je Pi(x) polinom prvog
stepena, i kako je o = 1 jednostruki koren karakteristicne jednacine, to partikularno
resenje jednacine (1.20) trazimo u obliku

yp(z) = x(Az + B)e”.

Primer 1.42. Resiti jednacinu
y' =2y +y=(x—2)e". (1.22)
Uputstvo: Karakteristicna jednacina je
k2 —2k+1=0,
1 k1 =1 je dvostruki koren ove jednacine. Opste reSenje homogene jednacine je
yp = €*(C1 + Cax).

Partikularno resenje jednacine (1.22) se trazi u obliku

yp(2) = 2*(Az + B)e”.

2. Neka je
f(z) = Pp(x)e™ cos fx + Qm(x)e*” sin Sz,

gde su P,(x) i Q,(x) polinomi.
Ako « + if3 nije koren karakteristi¢cne jednacine k% + pk + ¢ = 0, partikularno
reSenje jednacine (1.17) trazimo u obliku

yp(x) = Ry (x)e cos fx + Sy (z)e*” sin Bz,

a ako je a+if koren karakteristi¢ne jednacine, partikularno resenje jednacine (1.17)
trazimo u obliku

yp(x) = z(Ry(x)e*” cos B + Sy (x)e™” sin fx),
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gde je r = max{m,n}, a R, i S, su polinomi stepena r sa neodredenim koeficijen-
tima.
Jedan vazan oblik funkcije f(z) je

f(x) = M cos fx + N sin Bz,

gde su M i N konstante.
Ako (37 nije koren karakteristicne jednacine, partikularno resenje se trazi u obliku

yp(x) = Acos fz + Bsin fz,

a ako je (i koren karakteristi¢ne jednacine, onda se partikularno reSenje trazi u
obliku
yp(z) = x(Acos fx + Bsin fz),

gde su A i B nepoznate konstante.

Primer 1.43. Resiti jednacinu
y" + 4y = cos 2x. (1.23)
Resenje: Karakteristiéna jednacina je
k*+4=0,

i njena resenja su ki = —2i 1 ko = 2i, pa je opste resenje homogene jednacine
y// _|_ 4y — 0
yp = Cq cos 2z + Co sin 2z,

gde su C1 i Cy proizvoljne konstante.

Desna strana jednacine (1.23) je oblika f(x) = M cos Sz + Nsinfx, gde je
M =1, N =010 = 2, i kako je Bi = 2i koren karakteristicne jednacine, to
partikularno resenje jednacine (1.23) trazimo u obliku

yp(z) = x(Acos 2z + Bsin2x),

gde su A i B konstante koje treba odrediti.
Sada je y,, = 2x(—Asin 22+ B cos 2z)+(A cos 2z+Bsin 2x) iy, = —4z(—Acos 2x—
Bsin2x) + 4(—Asin 2z + B cos2x). Smenom y, iy, u jednacinu (1.28) dobijamo

—4x(Acos 2z 4 Bsin2x) —4Asin 2z + 4B cos 2z + 4x(A cos 2z 4+ Bsin 2x) = cos 2z.
Izjednacavanjem koeficijenata uz cos2x i sin2x dobija se sistem jednacina

—4A =0,
AB =1.

1 1
Sledi A=01B = T te je yp(x) = 1% sin 2z i opste reSenge jednacine (1.23) je

1
y = Cqcos2x + Cysin 2z + Zm sin 2.
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Primer 1.44. Resiti jednacinu
y" — 4y = e"sinw. (1.24)
Resenje: Karakteristicna jednacina je
k*—4=0,

1 njena resenja su ki = —2 i kg = 2, pa je opste reSenje homogene jednacine
y// _ 4y — 0
yn = Cre”* + Che™",

gde su C1 i Co proizvoljne konstante.

Desna strana jednacine (1.24) je oblika f(x) = Me™* cos Bz + Ne** sin Sz, gde
jeM =1, N=0,a=11i8=2,ikako je a+ i =141 nije koren karakteristicne
jednacine, to partikularno reSenje jednacine (1.24) trazimo u obliku

yp(x) = Ae® cosx + Be®sinx = e*(Acosx + Bsinx),
gde su A i B konstante koje treba odrediti.

Sada je y, = e*(Acosx + Bsinz) +e®(—Asinx + Bcosx) = e*((A+ B) cosx +
(B—A)sinz) iy, =e*((A+ B)cosx + (B — A)sinz) + e*(—(A+ B)sinx + (B —
A)cosx) = e*(2Bcosx — 2Asinx). Smenom y, iy, u jednacinu (1.24) dobijamo

e*(2Bcosx —2Asinz) — 4e”(Acosx + Bsinx) = e” sinx.
1 delenjem jednacine sa e® dobijamo

2Bcosz —2Asinx — 4(Acosz + Bsinz) = sinx.

Izjednacavanjem koeficijenata uz cosx i sinx dobija se sistem jednacina

94 —4B =1,
—4A+2B = 0.

‘ 1 . 1 . 1. . -
Sledi A = 10 ° B = — te je yp(z) = ex(—l—o cosT — 38111:1)) 1 opste resenje
jednacine (1.24) je

2x —2z T 1 1.
y = C1e** + Coe™ " + e*(——cosx — —sinx).
10 )
Primer 1.45. Resiti jednacinu
" / _ 2z
y' — 4y + 13y = e“* cos 3. (1.25)

Resenje: Karakteristicna jednacina je

k* — 4k +13 =0,
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i njena resenja su ky =2 — 3¢ 1 ko = 24 3i, pa je opste resenje homogene jednacine
y' — 4y +13y =0
yn = €**(C} cos 3z + Cysin 32),

gde su C1 i Cy proizvoljne konstante.

Desna strana jednacine (1.25) je oblika f(x) = Po(z)e™* cos fx+Qo(x)e*” sin fz,
gde je Po(x) =1, Qo(z) =0, a =2 i =3, i kako je o+ i = 2+ 3i koren karak-
teristicne jednacine, to partikularno reSenje jednacine (1.25) trazimo u obliku

yp(2) = 2(Ae®” cos 3z + Be?* sin 3x) = xe” (A cos 2x + Bsin 2z),

gde su A i B konstante koje treba odrediti.
Kada se yp, y, iy, smene u jednacinu (1.25) dobija se

(—6Asin 3z 4 6B cos 3x)e*® = e** cos 3.

Odavde delenjem jednacine sa €** i izjednacavanjem koeficijenata uz cos 3z i sin 3z
dobijamo
1
A=0, B=-.
6

2

1
Prema tome, y,(x) = ge Tsin 3z 1 opste reSenje jednacine (1.25) je

y = **(C cos 3z + Cysin3z) + éxeh sin 3z.
Ako je data diferencijalna jednacina oblika
y' +py +ay = filz) + folz) + -+ ful2),
onda je njeno partikularno resenje
Yp = Yp1 T Ypo T+ Yp,,
gde su y,, partikularno resenje jednacine
v +py +qy=filz), i=1,2,...,n.
Primer 1.46. Resiti jednacinu
y" — 3y + 2y = 4x + €”. (1.26)
Resenje: Karakteristicna jednacina je
K2 —3k+2=0,
i njena resenja su ky = 1 1 ko = 2, pa je opste resenje homogene jednacine y" —

3y +2y=0
yn = Cre” + Cae™,
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gde su C1 © Cy proizvoljne konstante.
Partikularno rev senje koje odgovara funkciji f(x) = 4z, tj. partikularno rev
senje jednacine
y' =3y + 2y =4z (1.27)

trazimo u obliku yp, (x) = Az + B. Smenom y, (z) = A iy, (v) = 0 u jednacinu
(1.27) dobijamo
—3A+2Az +2B =4z

odakle sledi sistem

24 = 4
—3A+2B=0,

te je A=2 1 B =3. Prema tome, yp, () = 2x + 3.
Partikularno rev senje jednacine

y' =3y +2y=¢€" (1.28)

trazimo u obliku y,,(r) = Aze®. Kako je y,,(x) = Ae® + Aze® = Ae®(1 + ) i
Yp, (7) = Ae™(1 4+ z) + Ae® = Ae®(2 + x), smenom u jednacinu (1.28) dobijamo

Ae®(2+ ) — 3Ae” (1 + x) + 2Aze” = €”
A2+2)—-3A(1+2)+ 24z =1

—A=1
A=-1
Prema tome, yp, () = —xe” i opste resenje jednacine (1.26) je

y = C1e” + Cre®® + 2z + 3 — ze®.

1.2.4 Lagranzov metod varijacije konstanata za nehomogenu lin-
earnu diferencijalnu jednac¢inu drugog reda sa konstantnim
koeficijentima

Neka je data jednacina

y'(x) +py(x) + qy(z) = f(z), (1.29)

gde su p, ¢ € R1i f(x) neprekidna funkcija na nekom intervalu S C R.
Neka su z1(x) i z2(x) linearno nezavisna resenja homogene jednacine y”(z) +
py'(z) + qy(xz) = 0. Prema tome,

A (@) +pa(@) +qn(r) =0, 25(2) +p2) +qza) =0 (1.30)
z1(x)  zo(x)
(@) ) ‘ =# 0 za svako z € S.
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Opste resenje jednacine (1.29) trazi¢emo u obliku
y(x) = Ci(z)z1(x) + Co2) 22(),
gde su C1(x) i Cy(x) nepoznate funkcije. Odavde je
y'(z) = C1(z)z1(2) + Cy(w)22(2) + C1(2)21(2) + Co (@) 25(2).

Uzeé¢emo da je
Ci(x)z1(x) + Ch(x)22(z) = 0, (1.31)

pa je
y'(z) = Ci(2)#1(2) + Ca(x)23(),
y'(x) = Ci(z)z1(2) + Ca(x)25(x) + C1(2)2] (x) + Ca(2)25 (@)

Zamenom y(z), y'(z) 1 y”(x) u jednac¢inu (1.29) dobijamo

Ci(z)21(z) + Co(z)25(7) + Co(2)2] (2) + Ca() 25 (x)
+p (C1(2)21(2) + Ca(2)25(2)) + ¢ (Cr(x)21(2) + Co(w)22(2)) = f(2),

tj.
Ci(z)21 (2) + Cy(x)23(z) + Cr(x) (27 () + p 21 (2) + g 21(2)) +
+Ca(x) (2 (x) + p 25(2)) + ¢ 22(2)) = f (),
i s obzirom na (1.30) sledi

Ci(z)71(x) + Cy(2)25(x) = f (). (1.32)

Jednacne (1.31) i (1.32) ¢ine sistem

Ci(z)z1(x) + Cy(x)z2(z) =0,

C1(x)z1(z) + Cy(x)z5(x) = f(x),

iz koga ¢emo odrediti funkcije C1(z) i C4(z).
Determinanta ovog sistema je

(1.33)

# 0 za svako z € S,

o 40
Lo x) zh(x —f(x)22(7)
Ci(z) = () =  2(2)2h(x) — 2 (7)22(7)




1.2. LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE DRUGOG REDA 33

e @)

N 1€ x) | z1(z) f(x)

Colx) = z21(z)  z2(x) ‘ - zi(@) 2y () — 2 (@) z2(x)
#(x) z(x)

Odavde je

o f@mE) o
O e r et L C Rl oo e ey

pa je Ci(z) = g1(x) + D1 1 Ca2(x) = g2(z) + Ds.

Opste resenje jednacine (1.29) je
y = C1(x)z1(x) + Ca(x)22(x) = Diz1(x) + Daozo(x) + g1(x)z1(x) + go(x)22(x).

Primer 1.47. Nadéi opste reSenje jednacine

1 T
eag= L e (-1, 131
vty cos 2x . 4" 4 ( )
Karakteristicna jednacina je
K +4=0,
i njena resenja su ki = —2i i ko = 2i, pa se opste reSenje jednacine (1.84) trazi u

obliku
y = C1(z) cos 2z + Ca(z) sin 2z.

Odgovarajuci sistem je

C}(z) cos 2z + Ch(z) sin 2z = 0,

1
! 2 / ! s 2 —
Ci(z)(cos2x) 4+ C4(z)(sin 2z) 5o
t.
C}(z) cos 2z + Ch(z) sin 2z = 0,
1
/ —2sin 2 ! 2 2x) = .
C1(z)(—2sin2z) + C5(z)(2 cos 2z) .

Prema tome,

0 sin 2x
1
cos 2x
cos 2x sin 2x
—sin2z 2cos2x

sin 2x

2 2
cosar Ccos 2x _ —lth:U

= 2cos2 2 + 2sin? 22 2

Ci(z) = ’
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cos 2x 0
1
—2sin 2z 1
Ch(z) = cos2x | _ =
cos 2x sin 2z 2
—sin2x 2cos2x
Odavde
1 1 in 2
Ci(z) = —/tg2wda:— —/ SN2 e = |smena cos2x =t, —2sin2zdr = dt|
2 2 cos 2x
1 1 dt 1 1

1 1
Cy(z) = 2/dac— §x+D2.

Opste resenje jednacine (1.34) je
: 1 .
y = Dj cos 2z + Dy sin 2x + 708 2x1In| cos2x| + esin 2x.

Primetimo da se ovde za interval promenljive x moZe uzeti bilo koji interval na kome
je cos 2z # 0.



