Glava 1

Odredeni integral

1.1 Definicija odredenog integrala.
Ogranicenost integrabilnih funkcija

Neka je f nenegativna neprekidna funkcija na segmentu [a,b] (to znaci da se tacke
njenog grafika nalaze na z-osi ili iznad x-ose). Ravna figura, ogranic¢ena intervalom
[a,b] na z-osi, pravama x = a, = b i grafikom funkcije f nad segmentom |[a,b],
naziva se krivolinijski trapez nad [a, b].

Problem odredivanja povrsine krivolinijskog trapeza je doveo do definicije pojma
odredenog integrala koji je jedan od najvaznijih pojmova matematicke analize. Osim
povrsine dela ravni ograni¢enog nekom krivom linijom, pomoc¢u odredenog integrala
se racuna i duzina luka krive, zapremina tela, koristi se u fizici za ra¢unanje duzine
puta, rada sile, momenta inercije, i td. Moze se re¢i da odredeni integral spada u
osnovnu aparaturu ne samo raznih matematickih disciplina, veé i fizike, mehanike i
raznih tehnickih nauka.

Ova metoda se javila mnogo pre diferencijalnog racuna. Problem povrsine ravne
figure je bio aktuelan jo§ u doba Arhimeda, velikog grékog matematicara i fizicara iz
tre¢eg veka pre nase ere, koji je u sustini koristio odredeni intgral za resavanje prob-
lema ”kvadrature parabole” !. Nezavisno jedan od drugog, nemacki matematicar i
filozof Lajbnic (1646-1716) i engleski matematicar i fizicar Njutn (1642-1727) dosli
su do ove metode u savremenom obliku. Riman, nemacki matematicar 19. veka, je
dao definiciju odredenog integrala kakvu ¢emo upoznati u narednom tekstu, dok je
samu oznaku uveo Furije, francuski matematic¢ar 19. veka.

U cilju odredivanja povrsine krivolinijskog trapeza, uvedimo najpre pojam podele
segmenta [a, b].

Definicija 1.1. Pod podelom segmenta [a, b] podrazumevamo konacan skup tacaka
P ={xg,x1,...,2,} takav da je

a=xg<x1 < <z =b.

!Problem kvadrature parabole: Neka je data parabola y = z? i pravougaonik sa temenima
A(0,0), B(a,0), C(a,a?), D(0,a?), a > 0. Tada parabola deli pravougaonik na dve figure &ije se
povrsine odnose kao 1 : 2.
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Podelom P segment [a, ] je podeljen na n podsegmenata:
[3}0, .%'1], [1'1, :L'Q], ey [:L'n_l, xn].

Oznac¢imo sa Ax; duzinu i-tog podsegmenta: Ax; = x; — x;-1, 1 = 1,...,n. Di-
jametar podele P, u oznaci d(P), je
d(P) = max Az;.
1<i<n
Skup svih podela segmenta [a,b] oznacavamo sa Pla,b]. Ako P;, P, € Pla,b] i

P C P, onda kazemo da je podela P; grublja od podele P, a podela P, finija od
podele P;. O

Jasno, ako je podela P, finija od podele Pj, onda je d(Ps) < d(P).

U svakom podsegmentu [x;_1,x;], 7 = 1,...,n, izaberimo na proizvoljan na¢in po
jednu tacku ;. Izabrane tacke {1, ..., &, formiraju uredenu n-torku & = (&1,...,&p).
Pravougaonik II;, ¢ija je osnova segment [x;_1,x;], a visina f(&), ima povrsinu
p(Il;) = f(&)Ax;. 7Stepenasta figura” S koju ¢ine svi pravougaonici II;, i =

1,...,n, ima povrsinu koju je jednaka zbiru povrsina svih pravougaonika:
n
p(S) =Y f(&)Ax;. (1.1)
i=1

Primeéujemo da stepenasta figura S zavisi od podele P segmenta [a,b], kao i od
izbora tacaka & = (&1,...,&n), & € [zim1,24], 1 =1,...,n. Ako podemo od podele P;
koja je finija od podele P dobi¢emo stepenastu figuru koja se jo§ manje razlikuje od
krivolinijskog trapeza. Prema tome, ako se dijametar podele sve vise i vise smanjuje,
onda se odgovarajuca stepenasta figura sve manje i manje razlikuje od krivolinijskog
trapeza, pa Ce se i povrSina stepenaste figura ¢e se sve manje i manje razlikovati
od povrsine krivolinijskog trapeza. Intuitivno je jasno da za povrSinu krivolinijskog
trapeza treba uzeti grani¢nu vrednost suma (1.1) kad dijametar podele tezi 0.

Ovakva razmatranja su dovela do sledeée definicije integralne sume i odredenog
integrala.

Definicija 1.2. Neka je data funkcija f : [a,b] — R, podela P = {xq,...,x,}
(a =z < 21 < -++ < xy, = b) segmenta [a,b] i izbor £ = (&,...,&,) tacaka
& € xi—1,x), 1 =1,...,n. Suma

o(f,P,) = f(&)Am;
=1

zove se Rimanova integralna suma funkcije f za datu podelu P i izbor tacaka & =

(&1,...,&,). O

Ocigledno, u slucaju kada je funkcija f nenegativna na segmentu [a, b], Rimanova
integralna suma funkcije f je jednaka povrsini odgovarajuce stepenaste figure.
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Definicija 1.3. Neka je f : [a,b] — R. Funkcija f je Riman integrabilna (inte-
grabilna u Rimanovom smislu, ili krace, integrabilna) na segmentu |a,b] ako postoji
realan broj I takav da za svako ¢ > 0 postoji § > 0 tako da za svaku podelu
P ={xg,...,zn} (a=x0 < x1 <--- <z =b) segmenta [a,b] za koju je d(P) < ¢
i za proizvoljan izbor & = (&1,...,&,) tacaka & € [x;—1,x;], i = 1,...,n vazi nejed-
nakost

‘O—(f7P7€> _I‘ <¢,

tj.

< €.

D fE)Am — 1

i=1

Broj I se zove Rimanov integral ili odredeni integral funkcije f na segmentu [a,b] i
pise se

. / " fw)de.

Oznaka fab f(z)dz se ¢ita: "integral od a do b f(z)dz”. Broj a se zove donja granica
integrala, dok se broj b zove gornja granica integrala. Funkcija f se zove podintegralna
funkcija, izraz f(x)dx podintegralni izraz, a promenljiva = integraciona promenljiva
(slovo = se moze zameniti i nekim drugim slovom).

Skup svih Riman integrabilnih funkcija na segmentu [a, b] oznac¢avamo sa R[a, b].
O

Ako je broj I odredeni integral funkcije f na segmentu [a, b] govori¢emo jos i da
je I grani¢na vrednost integralnih suma o(f, P, ¢) funkcije f kad d(P) — 0 i pisati

I—d(%l)rri\oa(f,P,f). (1.2)

Kao sto smo pojam grani¢ne vrednosti funkcije definisali na jeziku € — §-okolina,

a takode i na ekvivalentan nacin preko grani¢ne vrednosti nizova, tako i odredeni

integral mozemo definisati preko grani¢ne vrednosti nizova integralnih suma. Sledeéa

definicija odredenog integrala je ekvivalentna Definiciji 1.3 (ostavljamo ¢itaocu za
vezbu da dokaze ekvivalentnost ovih dveju definicija?).

Definicija 1.4. Neka je f : [a,b] — R. Reéi ¢emo da je realan broj I odredeni ili
Rimanov integral funkcije f na segmentu [a,b], a funkcija f (Riman) integrabilna
na segmentu [a, b], ako za svaki niz podela

P, = {:U(()n),...,xé:)}, a:x(()n) << ZL‘EC”) =0,

n

2Jednakost u (1.2) znagi upravo ono §to je re¢eno u Definiciji 1.3, da za proizvoljno € > 0 postoji
0 > 0 tako da za svaku podelu P = {zo,...,zn} (a = 20 < 21 < --- < =, = b) segmenta [a, D]
za koju je d(P) < § i za proizvoljan izbor £ = (&1,...,&,) tacaka & € [zi—1,2s], ¢ = 1,...,n vazi
nejednakost |o(f, P,§) —I| < e. Limes u (1.2) treba shvatiti kao novu vrstu limesa, koja se razlikuje
od limesa niza i limesa funkcije.

3Uputstvo: postupiti analogno dokazu ekvivalentnosti Kosijeve i Hajneove definicije grani¢ne
vrednosti funkcije.
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segmenta [a, b] za koji vazi da je

lim d(P,) =0

n—oo

1 za svaki izbor tacaka
€ = (e, e, € e @M i =1 ke n=1,2,

postoji grani¢na vrednost niza integralnih suma (o (f, P, & (”)))n i jednaka je broju
I

- (n) (n)
lim o(f, P, &) = nhm El f(& ) Az, =1,

n—oo
: (n) _ (n) (n)
gde je Az, =2, —x, .
Ovo krace simbolicki zapisujemo:

1= d(%goa(f,P,f). O

U slucaju kada je funkcija f nenegativna na segmentu [a,b], onda je odredeni
integral limes niza povrsina odgovarajucih stepenastih figura kada niz dijametara
podela tezi 0 i stoga je jednak povrsini krivolinijskog trapeza ograni¢enog grafikom
funkcije f, x-osom i pravama z =a i x = b.

U Definicijama 1.3 i 1.4 sreemo se sa pojmom grani¢ne vrednosti integralnih
suma, koji je, mada slican sa pojmom grani¢ne vrednosti funkcije i pojmom grani¢ne
vrednosti niza, ipak novi pojam. Shvatimo ovo kao jo$ jednu vrstu limesa, koja, opet,
ima sli¢nosti sa ranije uvedenim pojmovima limesa funkcije i limesa niza. Osim toga,
s obzirom da se pojam odredenog integrala, tj. limesa integralnih suma, definiSe
preko limesa nizova, to za ovu vrstu limesa vaze mnoga svojstva slicna onima koja
vaze za grani¢ne vrednosti nizova, odnosno funkcija, §to ¢emo videti u narednim
sekcijama.

Primer 1.5. Neka je f(x) = ¢, x € [a,b] i neka je P = {zg,...,2n} (a =20 < x1 <
- < x, = b) proizvoljna podela segmenta [a,b] i £ = (&1,...,&,) proizvoljan izbor
tacaka & € [zi—1,2;],7=1,...,n. Kako je f(&) =czasvakoi=1,...,n, to je

a(f, P€) = Zf & A:c@_z c(xi — 1) = c(b— a).
i=1
Prema tome, za svaki niz podela P, = {x(()n), e ,x,(;)}, a = xé") << :c,(gl) = b,
segmenta [a,b] za koji vazi da je li_}rn d(P,) = 0 i za svaki izbor tacaka &M =
(fln),--~7§ ), 6 €[z Z(n)l, (n)] 1=1,...,k,, n=1,2,..., niz integralnih suma

(o(f, Pn,f(" ))n je konstantan niz: o(f, Py, &™) = ¢(b — a), za svako n € N. Stoga
je broj ¢(b — a) grani¢na vrednost ovog niza. Na osnovu definicije 1.4 sledi

/abf(a:)da: = /abcd:r =c(b—a).
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Primer 1.6. Dirihleova funkcija je definisana sa

1, z € Q,
f(x)_{ 0, zeR\Q.

Pokazimo da ova funkcija nije integrabilna na segmentu [0, 1]. Pretpostavimo suprotno,
da je f integrabilna na segmentu [0, 1] i da je realan broj I odredeni integral funkcije

f na na segmentu [0, 1]. S oobzirom na Definiciju 1.3 za ¢ = — sledi da postoji d > 0
tako da za svaku podelu P = {zq,...,2,} (0 =29 < 1 < --- < z, = 1) dijametra
manjeg od 0 i svaki izbor tacaka & = (&1,...,&), &, & € [wim1, ], i =1,...,n, vazi
1
o/ PO~ 1< (13)
Pri tome, ako su tacke §; racionalne, onda je f(&)=1,i=1,...,n,1ivaz

o(f,P&) = f&)Ar; =) Aw=1,
i=1 i=1

1
pa iz (1.3) sledi |1 — I] < 2 tj.

Iec <;,Z> . (1.4)

Ako su pak tacke &; iracionalne, onda je f(&) =0,i=1,...,n,ivazio(f, P,§) =

1
Yoy f(&)Az; =0, paiz (1.3) sledi |0—1| < 5 tj. I € < , 8to je u suprotnosti

11
22
sa (1.4). Dobijena protivurecnost dokazuje da Dirihleova funkcija nije integrabilna
na segmentu [0, 1]. Sli¢no se dokazuje da nije integrabilna na bilo kom segmentu
[a,b], a,b € R, a <b.

Mozemo koristiti i Definiciju 1.4 da bismo dokazali da ova funkcija nije integra-
bilna na segmentu [a, b]. Neka je (P,) niz podela segmenta [a, b],

P, = {m((]n),...,:véz)}, a:x(()n) < e < :L’,(CZ) =,

za koji vazi da je lim d(P,) =0 i neka je
n—oo

€ = ("6, & el aMInQ
1
e = (™ e, €™ e M 2 €M e R\Q i= 1, ke = 1,2,
Tada je

kn

kn
o(f, Pn, ™) = Z f(§i("))(x§n)—x§ﬁ)1) = Z 1~(a:z(»n)—xl(ﬁ)1) =b—a, za svako n € N,
i=1 i=1
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dok je
/ . . .
o(f, Pa €M) =3 F(e") @ ™) = 370 (2 — ™)) = 0, za svako n € N.
i=1 i=1
Stoga je
lim o(f, P, ™) =b—aq,
n—oo
dok je

lim o(f, P, &™) =o0.

n—o0

Prema tome, ne postoji jedinstven realan broj I takav da, za proizvoljan niz podela
(P,) ¢iji dijametar tezi 0 i za proizvoljan izbor tacaka &) = (dn), . ,51(62)) iz
podeonih segmenata, vazi da niz integralnih suma (o (f, Py, &)), konvergira ka I.
Na osnovu Definicije 1.4 zaklju¢ujemo da Dirihleova funkcija nije integrabilna na
segmentu [a,b]. o

Sledeéa teorema nam govori da je ogranicenost funkcije na nekom segmentu
neophodan uslov da njenu untegrabilnost na tom segmentu.

Teorema 1.7. Ako je funkcija integrabilna na nekom segmentu, onda je ona ograniéena
na tom segmentu.

Dokaz. Neka je f € Rla,b]. Pretpostavimo da funkcija f nije ograni¢ena na seg-
mentu [a,b]. Iz integrabilnosti funkcije sledi da za € = 1 postoji § > 0 tako da za
svaku podelu P = {zg,...,zn} (a =20 < 21 < -+ < 2, = b) dijametra manjeg od
0 i svaki izbor tacaka & = (&1,...,&m), & € [Tim1, i), i =1,...,m, vazi

o(f P.&) T <e=1. (L5)

Fiksirajmo jednu podelu Py = {xo,...,z,} segmenta [a,b] takvu da je d(Pp) < 9.
Tada za proizvoljan izbor tacaka & = (&1,...,&), & € [ri—1,xi], i = 1,...,n, na
osnovu (1.5) zakljuéujemo da vazi nejednakost:

Kako je funkcija neograni¢ena na [a,b] sledi da postoji & € {1,...,n} tako da
funkcija nije ograni¢ena na segmentu [zp_1,2x|. U svakom od segmenata [x;_1,z;],
1 # k, izaberimo na proizvoljan na¢in tacku &; i uo¢imo zbir:

i1#£k

Buduéi da je funkcija neograni¢ena na segmentu [xp_1,zx|, postoji tacka & €
[zk_1, x| takva da je

lo®| + 1+ |1
|f (k)| > BN
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Odavde za & = (&1,...,&,) vazi:t

lo(f, P, €)| = = |o* + f(&) Az >

k
> fE)A
=1

|f (&) Amy| — 0] = | f(&)| Azy, — |0
lok| + 1+ |1]
Axy, A

v

> xk_|0k|:1+|l|7

Sto protivureci nejednakosti (1.6). Dobijena protivureénost dokazuje da je funkcija
f ograni¢ena na segmentu [a,b]. B

Da je ogranicenost funkcije na segmentu potreban ali ne i dovoljan uslov inte-
grabilnosti funkcije, pokazuje Primer 1.6. Naime, Dirihleova funkcija je ograni¢ena
na segmentu [a, b], a,b € R, a < b, ali nije integrabilna na njemu.

1.2 Gornje i donje Darbuove sume. Osnovna teorema

Neka je funkcija f : [a,b] — R ograni¢ena na segmentu [a,b] i neka je P =
{zo,21,...,2n} (a = 290 < 21 < -+ < Typ—1 < m, = b) podela segmenta [a,b].
Neka je

m = inf f(x), M =sup f(x)
[a,0] [a,b]

m; = inf f(x), M;= sup f(x).

[2—1,24] [zi_1,2:]
Sume
n n
Sp = ZmlA.’El, Sp == ZM1A$Z
i=1 i=1
zovemo donjom i gornjom Darbuovom sumom funkcije f za podelu P, respektivno.

U narednim tvrdenjima dajemo neke osnovne osobine Darbuovih suma i to na-
jpre njihov odnos sa integralnim sumama.

Tvrdenje 1.8. Neka je funkcija f : [a,b] — R ogranicena na segmentu [a,b] i neka

je P ={xo,21,...,2n} (a=20 <21 < -+ < Xp_1 < Ty, = b) podela segmenta [a, b)].
Tada je
m(b—a) <sp<o(f,P,&) <Sp<M(b-a), (1.7)
za svaki izbor € = (&1,...,&y) tacaka & € [xi—1,x;], i=1,...,n.
Osim toga,
8p:iI£1fU(f,P,f), Sp:sgpa(f,P,f). (1.8)

“Koristimo nejednakost: |a + b| > ||a| — |b|| > |a| — |b], a,b € R.
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y
v
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Z
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a:xO xl x2 x3 x4 xS X3 xn—2 xn—l xn =b
Silka 1.3: Donja Darbuova suma
y

Silka 1.4: Gornja Darbuova suma
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Dokaz. Za svaki izbor & = (&1, ...,&,) tacaka & € [x;—1,24], i =1,...,n, vazi:
m <m; < f(&) < M; <M,

odakle mnozenjem sa Ax; i sabiranjem dobijamo

Zn:mﬁwi < zn:miAl’i < Zn:f(&)ﬁwi < zn:Mz‘Awi < zn:MAl’u
=1 =1 =1 =1 =1

.
mZAazi =m(b—a) <sp<o(f,P,§) <Sp< MZA% =M(b-a).
i=1 =1
Neka je € > 0 proizvoljno. Kako je M; = sup f(z), to postoji & € [zi—1,z;] tako
[Ti—1,2]

da je f(&) > M; — ,i=1,...,n. Mnozeéi sa Azx; i sabirajuéi dobijamo:

_c
b—a
n . n ¢ n

=1 =1 =1

= Sp———(b—a)

b—a
= Sp—c¢,

tj. o(f, P,£*) > Sp —e.

S obzirom da je na osnovu treée nejednakosti u (1.7) Sp gornja granica skupa
{o(f,P§) : £ = (&1,...,&n), & € [xi—1,mi], ¢ = 1,...,n} i buduéi da za svako
e > 0 postoji izbor & = (&7,...,&}) tacaka £ € [z;—1,2;], ¢ = 1,...,n, tako da je
o(f,P,&*) > Sp — ¢, zakljuéujemo da je Sp najmanja gornja granica ovog skupa, tj.
Sp = sgpa(f, P¢).

Sli¢no se dokazuje da je sp = iIEIfO'(f, P¢). N

Tvrdenje 1.9. Neka je funkcija f : [a,b] — R ogranicena na segmentu [a,b] i neka
su P i P’ podele segmenta [a,b]. Tada vazi implikacija:

PCP/:>SPSSPISSPISSP.

Dokaz Dovoljno je dokazati tvdenje za slucaj kada se P i P’ razlikuju za jednu
tacku. Neka je P = {zg,21,...,zp} (a = 290 < 21 < -+ < Tp—1 < xp = b) i
P'=PuU{a'} gde je xx_1 < 2’ < xp zaneko k € {1,...,n}. Tada je

n n
i=1 ik

= Y MiAz; + My(z), — 1) (1.9)
ik
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n
Sp/ = ZMlez + M]/g(.%'/ _ xk—l) + M]/g,(.%k o $/), (110)
i#£k
gde je M{ = sup f(z)i M| = sup f(x).

[zk—1,2] [z, 2]
Kako je [zx_1,2'] C [wr_1, zk] 1 [2, 2%] C [xk—1,2K], tO je

{f(2) 2 € [mp—1, 2]} C{f(2) : 2 € [wpr, ma]}

{f(@):x € ),z ]} C{f(2): @ € [wp—1, 2]}
Otuda
sup{f(z) : x € [zp_1,2']} <sup{f(x):z € [xp_1,7x]}

sup{f(z) : x € [2/, 2x]} <sup{f(z): 2 € [xp_1,71]},
t.
My, < My, i M < M.

Zbog toga je
M (2 —zp—1)+ M} (zp—2") < Mp(2'—zp—1)+My(zp—2') = My(zp—zk-1). (1.11)
Sada iz (1.10), (1.11) i (1.9) sledi
Spr < Sp.
Sliéno se dokazuje da je sp < sp,. B

Tvrdenje 1.10. Neka je funkcija f : [a,b] — R ogranic¢ena na segmentu [a,b] i
neka su P i P’ dve proizvoljne podele segmenta [a,b]. Tada je

sp < Spr.
Dokaz. Neka je P" = PUP'. Iz P C P"i P’ C P” na osnovu Tvrdenja 1.9 sledi
sp<spr < Spr < Sp.. A
Neka je funkcija f : [a,b] — R ogranicena i neka je

I =supsp, I =infSp.
P P

Iz Tvrdenja 1.10 sledi da je skup {sp : P € P} ograni¢en odozgo ma kojom gornjom
Darbuovom sumom, pa je supremum ovog skupa, I, konac¢an broj i vazi

I =sup{sp: P € P} < Sp/, za svaku podelu P’
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Odavde sledi da je {Sp: : P! € P} ograni¢en odozdo sa I, pa je infimum ovog skupa,
1, takode konacan broj i vazi nejednakost

I <inf{Sp : P' e P} =1.
Prema tome, za svaku podelu P segmenta [a, b] vazi nejednakost:
sp<I<I<Sp.
Definicija 1.11. Neka je f: X - Ri E C X. Oscilacija funkcije f na skupu E je

wp(f) =sup{|f(2) = f(a")| s z,2" € E} = sup [f(z) - f(a")|.00

z,x'€R

Primetimo da je

wp(f) = sup [f(z) = f(a) = sup (f(z)— f(z)). (1.12)

r,x'€R z,x'€F
Lema 1.12. Neka je f: X — R ogranicena funkcija. Tada je
wx(f) =M —m, (1.13)

gde je M = sup f(z) i m = sup f(z).
zeX zeX

Dokaz. Pokazacemo da vazi jednakost

sup (f(z) — f(a')) = M —m, (1.14)
r,x'eX

Sto ¢e zajedno sa (1.12) implicirati (1.13). Za svako x,2’ € X vazi f(z) < M i
f(z") > m i prema tome, —f(z') < —m. Stoga je

f(x) — f(z') < M —m, zasve z,2” € X. (1.15)
Neka je € > 0 proizvoljno. Tada postoji z1 € X tako da je

Flay) > M — % (1.16)

i postoji g € X tako da je f(z2) < m + %’ tj.

—flaa) > —m — g (1.17)
Iz (1.16) i (1.17), sabiranjem, dobijamo
f(z1) — flxe) > M —m —e. (1.18)

S obzirom na proizvoljnost € > 0, (1.18) zajedno sa (1.15) povlaci (1.14). B
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Tvrdenje 1.13. Neka je funkcija f : [a,b] — R ogranicena na segmentu [a,b] i
neka je P = {xp,x1,...,2p} (a =20 <11 < -+ < Tp_1 <z, = b) podela segmenta
la,b]. Tada vaZi

Sp—sp =Y wif)Ax, (1.19)
i=1
gde je w;(f) oscilacija funkcije f na segmentu [x;—1,x;], i =1,...,n.

Dokaz. Kako je Sp — Sp = Z?:l M,sz - Z?:l m,Aa:z = Z?:l(Mi — mz)sz,

gde je M; = sup f(z)im; = inf  f(x), i kako je na osnovu Leme 1.12,
Z‘E[xifl,xi] r€[Ti—1,74]

M; —m; = Wiy, | 21(f) = wi(f), i = 1,...,n, to zakljucujemo da vazi jednakost

(1.19). m

Teorema 1.14. (Osnovna teorema) Neka je funkcija f : [a,b] — R ogranicena.
Slededi iskazi su ekvivalentni:

(i) f € Rla,b];
(ii)> Za svako € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svaku podelu P segmenta [a,b] za koju
je d(P) < 6 vazi

Sp—sp <e€

(iii) Za svako € > 0 postoji podela P segmenta |a,b] tako da je

SP—SP < €
(iv) [ =1.
Pri tome je f:f(ac)dx =I=1.

Dokaz. (i) = (ii): Neka je funkcija f Riman integrabilna na segmentu [a, b] i neka
jel = fff(:c)dx. Tada za proizvoljno € > 0 postoji d > 0 tako da za svaku podelu
P = {xg,x1,...,2,} segmenta [a,b] (a =zg < x1 < -+ < Tp—1 < T, = b) za koju
je d(P) < ¢ i svaki izbor tacaka & = (&1,...,&n), & € [Tim1, 2], i = 1,...,n, vazi

€ .
’O-(fvpvé.)_‘“ < §7tJ
€ €
I— - P I+ —.
Odavde sledi . .
1_5 SlIng'(f,P,f) Ssupa(f,P,f) SI+§
13

Kako je na osnovu (1.8) sp = irgfa(f, P,&) i Sp=supo(f,P,§), dobijamo
§

I—§§5pgsp§1+§. (1.20)

SUslov (ii) simbolicki zapisujemo: lim (Sp —sp) = 0.
d(P)—0
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Prema tome, za svaku podelu P takvu da je d(P) < § vazi Sp — s, < €. ©

(i) = (i): Neka je funkcija f ogranicena i neka vazi uslov (ii). Neka je € > 0
proizvoljno. Tada postoji § > 0 tako da za svaku podelu P = {xg,x1,...,25}
segmenta [a,b] (a =xg <1 < -+ < Tp_1 < T, =b), za koju je d(P) < 9, vazi

Sp—sp <e. (1.21)

Kako je
sp<I<I<Sp, (1.22)

to je
i prema tome,

S obzirom na proizvoljnost € > 0, zaklju¢ujemo da je I — I = 0 i stoga, I = I. Neka
je I =1=1. Sada iz (1.22) dobijamo

sp < 1 < Sp. (123)

Kako je
sSp S J(f, P, {) S SP (1.24)

za svaki izbor tataka £ = (£1,...,&), & € [wim1, @3], i =1,...,n, to iz (1.23) i (1.24)
sledi
lo(f,P,§) —I| < Sp—sp <e.

Prema tome, za svako € > 0 na8li smo § > 0 tako da za svaku podelu P =
{zo,z1,..., 25} segmenta [a,b] (a = 29 < 21 < -+ < Tp—1 < zp, = b), za koju
je d(P) < 0 1 za svaki izbor tacaka & = (&1,...,&n), & € [xi—1, 2], 1 = 1,...,n, vazi
lo(f, P,&) — I| < e. To znaci da je funkcija f Riman integrabilna na segmentu [a, b]
i da je fabf(a:)dx =1

(ii) = (iii): Ocigledno.

(iii) = (ii): Neka je € > 0ineka je P* podela segmenta [a,b], P* = {z{, z],...,z}},
a=xy<x] <---<xy =b,zakojuvazi Sp —sp- < e. Funkcija f je ogranicena na
segmentu [a, b], pa postoji K € R, K > 0, tako da je |f(z)| < K za svako z € [a, b].

€

. ) Lo . ) )
Izaberimo § > 0 tako da je § < 5(:16z -z ), t=12...,n,i0 < e Neka je

5Na osnovu (1.20) zakljuéujemo da smo dokazali jos i da za proizvoljno € > 0 postoji 6 > 0 tako
da za svaku podelu P za koju je d(P) < § vazi

I—e<sp<I+e tj |sp—1I|<e

I—e<Sp<I+e tj |Sp—1I|<eg,

§to krace zapisujemo:

Iim sp= lim Sp=1.
d(P)—0 d(P)—0
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P ={zp,x1,...,2m}, a =29 < 21 < -+ < Ty, = b, podela segmenta [a, b] takva da
m

je d(P) < 6. Pokaza¢emo da je Sp —sp = Y (M; —mj)Ax; < 2e.
j=1

Sumu Sp — sp prikazimo u obliku

/ "
1Sp —sp = Z (Mj — mj)Aa:j + Z (Mj — mj)Aa:j,
J

j
. . / .. . ..
pri ¢emu su u sumi ) ' nalaze sabirci (oblika (M; —m;)Ax;) koji se odnose na one

J
podsegmente podele P svaki od kojih sadrzi jednu od tacaka podele P*, dok se suma

Z” odnosi na ostale podsegmente podele P.
J

Ty Ty .- Ty, o Tpy T,
_oE % & * * —prFt_ .
U=Ty=1, X Ty T3 =1, L b=z;=z,

Crno - bela varijanta slike:

X, T --- Ty, €T

CL::L‘Z)‘:xO xik 'CC; xS*:xlo x;il b:ﬂ;*:!E

S e = (D) 4 ()

J J

U sumi Y nema vise od 2n sabiraka. Naime, jedan podsegment sadrzi tacku a,

J
jedan tacku b, a preostalih n — 1 tacaka podele P*, z7,...,z;_; pripadaju jednom
ili dvoma podsegmentima podele P. Kako je —K < f(x) < K za svako = € [a, ], to
je—K <m; < M; <K,paje Mj—mj <K —(-K)=2K,j=1,...,m. Prema
tome,
!/ /
> (M —mj)Ax; <> 2K6 < 2m2K6 = 4nK§ < e.
J J
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n . .
Sumu 2" zapigimo u obliku 32" = 3 37 gde se 3" odnosi na one sabirke oblika
j i =
(M; —mj)Az; koji odgovaraju onim podsegmentima podele P, [x;_1,z;], od kojih

je svaki podskup jednog istog podsegmenta [z} ,,z}] stare podele P*:

i—17 g

n . n .
Z//(Mj —mj)Az; = ZZZ(MJ' —mj)Az; <Y (M —mi)) Az,
J i=1 i=1

Z(Ml* —m;)Ax; = Sp — sp» < €.

i=1

IN

Prema tome, Sp — sp < 2¢ za bilo koju podelu P segmenta [a, b] dijametra manjeg
od 9.

IT nacin za (iii) = (ii):

Neka je € > 0 i neka je P* podela segmenta [a,b], P* = {z{,z},..., 25}, a =
xy < ] < --- < xy = b, za koju vazi Sp» — sp= < €. Funkcija f je ogranicena
na segmentu [a,b], pa postoji K € R, K > 0, tako da je |f(x)] < K za svako
x € [a,b]. Izaberimo 6 > 0 tako da je d < ﬁ Neka je P = {xo,Z1,...,Tm},

a =x0 < x1 < -+ < Ty = b, podela segmenta [a,b] takva da je d(P) < J.
m

Pokazac¢emo da je Sp —sp = > (M; — mj)Axj < 2e.
j=1

Sumu Sp — sp prikazimo u obliku

/ Vi
Sp—sp= Z (Mj —mj)Az; + Z (M — m;)Az;,
J J

pri ¢emu su u sumi Y’ nalaze sabirci (oblika (M; — m;)Az;) koji se odnose na
J
one podsegmente podele P koji sadrze neku od tacaka podele P*, dok se suma 3"
J
odnosi na ostale podsegmente podele P (moze se desiti da svi podsegmenti podele
P imaju neprazan presek sa podelom P*, pa da u sumi Y. nema nijednog sabirka).
J
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Ty Ty - Z; Ly T
1. IT 1. T 1. 1. 1. T 1. 1 T T| 1. T SN
_L i) 'lJ_ i) J_'l i) i) l & r J_ J_l‘ ) _L 7
a=Ty=z, X T Ty=r, x5 b=x'=z

Sp — sp = Z/ + Z//
J

Crno - bela varijanta slike:

N Lo ., b-zi-a
S = (D) 4 (D)
J J

U sumi Y nema vise od 2n sabiraka. Naime, jedan podsegment sadrzi tacku a,

jedan tacku ]b, a preostalih n — 1 tacaka podele P*, z7,...,z)_; pripadaju najvise
dvoma podsegmentima podele P. Kako je —K < f(z) < K za svako x € [a,b], to
je—K <m; < M; <K,paje Mj—mj <K—-(-K)=2K,j=1,...,m. Prema
tome,
/ /
Z (M; —mj)Az; < Z 2K < 2n2K6 = 4nKd < e.
J j
n
Sumu 3" zapisimo u obliku 32" = 37 3 gde se 3. odnosi na one sabirke oblika
' ‘ i=1

j j
(M; —mj)Az; koji odgovaraju onim podsegmentima podele P, [x;_1,z;], od kojih

je svaki podskup jednog istog podsegmenta [x}_;, x| stare podele P* (moze se desiti
da u sumi " za neko i € {1,...,n} nema nijednog sabirka):

Z”(Mj —mj)Az; = Y Zi(Mj —my)Az; <Y (M] - m?)zimfj
j i=1 i=1
Z(Ml* —m])Ax] = Spx — sp= < €.

=1

IN
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= . . iy y - e . 7
(Cak i ako je neka od suma >_' "prazna’, i € {1,2,...,n}, vaziée da je Z (M; —
j
n
mj)Ax; < S (M} —m})Azf = Spr — sp« < e. Ako i cela suma >” nema nijedan
i=1 j
sabirak, opet je Sp —sp =Y.' (Mj —m;)Az; < € < 2¢.) Prema tome, Sp — sp < 2¢

J
za bilo koju podelu P segmenta [a, b] dijametra manjeg od 0.

(ili) = (iv): Neka je € > 0 i neka je P podela segmenta [a,b] za koju vazi
Sp—sp <e Kakojesp <I<ITI<Sp,tojel—1< Sp—sp,iprema tome,
0 < I—1 < e. Sobzirom da poslednja nejednakost vazi za svako € > 0, zaklju¢ujemo
dajel —I=0,tj. I=1.

(iv) = (iii): Pretpostavimo da je I = I. Neka je € > 0 proizvoljno. Kako je
I = 51113p sp, postoji podela P; tako da je I — % < sp,, a kako je I = ir}gf Sp, postoji

podela P za koju je Sp, < I+ % Tada za podelu P = P; U P, na osnovu Tvrdenja
1.9 vazi . .
l—§<8p1§SPSSP§Sp2<7+*.

[\

Odavde, s obzirom da je I = I, sledi Sp — sp <e. B

Posledica 1.15. Neka je funkcija f : [a,b] — R ogranicena. Sledeéi iskazi su
ekvivalentni:

(i) | € Rla, b];
(ii) Za svako € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svaku podelu P = {xo,z1,...,Tpn}
segmenta [a,b] (a =29 < x1 < -+ < Xp_1 < Ty, =b) za koju je d(P) < § vazi

n

sz(f)Aa;, <€,

i=1
gde je wi(f) oscilacija funkcije f na segmentu [x; 1,7, =1,...,n;7
(iii) Za svako € > 0 postoji podela P = {xg,x1,...,z,} segmenta [a,b] (a = x¢ <
21 < < Xpo1 < xp, =b) tako da je

Zwi(f)Ami < €.
i=1

Dokaz. Sledi iz ekvivalencija (i)<=>(ii)<=>(iii) u Teoremi 1.14 i Tvrdenja 1.13. W

Teorema 1.16. Neka je funkcija f : [a,b] — R ogranicena i neka je (P,) niz podela
segmenta |a,b], P, = {l‘(()n),...,l'l(;)}, a = :E(()n) < e < ZL‘](CZ)

ILm d(Py,) = 0. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

= b, takav da je

"Ovaj uslov kraée zapisujemo:
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(i) f € Rla,b], tj. postoji I = fabf(a:)dx;

(i) lim Sp, = lim sp, =1;
n—oo n—oo

(ifi) lim (Sp, — sp,) = 0.
n—oo

Dokaz. (i)==(ii): Pretpostavimo da je f € R[a,b] i neka je I = fabf(w)d:c Tada

na osnovu Definicije 1.4, za proizvoljan izbor tacaka (™ = (§§n), .. ,§,(€:)), §§n) €
2 2™, i =1,k n=1,2,..., vaz
gnaUJ%fWU:I. (1.25)

Neka je € > 0. Iz (1.25) sledi da postoji ng € N tako da za sve n € N, n > ng, vazi
I—e<o(f,P,M™)<I+e
Odavde sledi

I—e<info(f Po, €M) <supo(f, P, €M) < I+, zan>ny,
g £m)

t.
I —e<sp, <Sp, <I+e€, zan>ny.
Prema tome, lim Sp, = lim sp, =1 .
n—oo n—oo
(ii)==(iii): Pretpostavimo da je lim Sp, = lim sp, = I. Bududi da je raz-
n—0o0 n—o0

lika dva konvergentna niza (Sp,) i (sp,) takode konvergentan niz ¢ija je grani¢na
vrednost jednaka razlici grani¢nih vrednosti nizova (Sp,) i (sp,), dobijamo

lim (Sp, —sp,) = lim Sp, — lim sp, =1 —1=0.
n—oo n—oo n—oo

(ili))=(i): Pretpostavimo da je nli_)r{.lo(Spn —sp,) = 0. Tada za svako ¢ > 0
postoji ng € N tako da za sve n > ng vazi Sp, — sp, < €. Buduéi da je ispunjen
uslov (iii) Teoreme 1.14 zaklju¢ujemo da je f € Ra,b]. B

Iz Teoreme 1.16 sledi da je dovoljno da bismo pokazali da je funkcija f integra-
bilna na segmentu [a, b] naéi jedan niz podela (P,,) segmenta |[a, b] za koji d(P,,) — 0,
n — 00, 1 pokazati da vazi (ii) ili (iii). Na primer, moze se uzeti da P, bude podela

_ h—
"na n jednakih delova”, preciznije, P, = {a,a + a,a + 2 a’ coa+ (n—
n n
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Za proizvoljnu podelu P = {xg,z1,...,2,} segmenta [0,1] (0 = 29 < 21 < -+ <
Tp—1 < Tp = 1) imamo da je

Sp = ilmzAa:z = i(—l) Az = —iAaji =-1

i=1

n n n
Sp = ZMZAa}z = Zl cAx; = ZAQ?Z =1,
i=1 i=1 i=1
pa je
I=supsp=-11i I=infSp=1.
P P

Iz I # I, na osnovu Teoreme 1.14 (ekvivalencija (i) <= (iv)), sledi da funkcija f
nije integrabilna.

Sli¢no, za Dirihleovu funkciju na segmentu [0,1] imamo daje I =0 < 1 =1, pa
je ovo jo$ jedan nacin da se pokaze da ova funkcija nije integrabilna. e

1.3 Integrabilnost neprekidnih i monotonih funkcija

Da bismo dokazali integrabilnost neprekidnih funkcija bi¢e nam potreban pojam
ravnomerno neprekidnih funkcija.

Definicija 1.18. Funkcija f : X — R je ravnomerno neprekidna na skupu X ako
za svako € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svake dve tacke x € X, 2/ € X, takve da je
|#" — x| < §, vazi nejednakost |f(z') — f(z)| < e.

Uslov ravnomerne neprekidnosti funkcije f na skupu X zapisujemo:
(Ve > 0)(36 > 0)(Vo,2' € X) (|2’ —z| < §d = |f(2) — f(z)| < e). (1.26)

Ako je funkcija f ravnomerno neprekidna na skupu X, onda je ocigledno ona
ravnomerno neprekidna na svakom podskupu skupa X.

Primetimo da ako je funkcija f ravnomerno neprekidna na skupu X, onda je
ona neprekidna na skupu X, tj. neprekidna je u svakoj tacki skupa X. Obrnuto u
opstem slucaju ne vazi kao §to ¢emo videti u narednim Primerima 1.23 i 1.24.

Ako je funkcija f neprekidna u svakoj tacki x € X, onda za svako € > 0 postoji
5 > 0 koje zavisi od tog € ali i od tacke x skupa X, tako da za sve 2’ € X takve
da je |2/ — x| < § vazi |f(2’) — f(z)| < e. Napominjemo da u slu¢aju ravnomerno
neprekidne funkcije f, izbor broja § zavisi samo od €, a ne i od tacke x skupa X.
Da bismo jo$ jasnije uvideli razliku uslova neprekidnosti funkcije f na skupu X i
uslova ravnomerne neprekidnosti (1.26), zapisimo uslov neprekidnosti funkcije f na
skupu X logickim simbolima:

(Ve > 0)(Vz € X)(3§ > 0)(Va' € X)(|2' — 2| <6 = |f(2) — f(x)| <e€). (1.27)
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Primer 1.19. Funkcija f(z) = x je ravnomerno neprekidna na skupu R, jer je
za proizvoljno € > 0 dovoljno izabrati § = e, te ¢e za sve x,7’ € R takve da je
|z — /| < 0 vaziti |f(z) — f(2/)| =]z —2/|<d=ec. o

Primer 1.20. Funkcija f(x) = cosx je ravnomerno neprekidna na skupu R. Zaista,
buduéi da je

x+
2

T — /|

<ot

sin < 5 =|z—2'|, z,2 €R,

|cosx — cos x| = ‘—ZSin

za proizvoljno € > 0 treba uzeti § = ¢, pa ¢e za sve x, 2’ € R takve da je [z — /| < §
vaziti
|f(x) — f(2)| = |cosx —cosa!| < |z —2/|<F=¢.®

Za funkciju f : X — R kazemo da zadovoljava Lipsicov uslov na skupu X ako
postoji konstanta L > 0, tako da za sve z,2’ € X vazi

() = f@)] < Lz —a'].

Tvrdenje 1.21. Ako funkcija f : X — R zadovoljava LipSicov uslov na skupu X,
onda je ona ravnomerno neprekidna na skupu X .

Dokaz. Neka funkcija f zadovoljava Lipsicov uslov sa konstantom L na skupu X.
€
Tada je za proizvoljno € > 0 dovoljno uzeti § = i pa ¢e za sve x,7’ € X takve da

je |x — 2’| < § vaziti
|f(x) — f(@)|<Llzx—2'|<Li=c W

Neka je I jedan od intervala oblika [a,b], [a,b), (a,b], (a,b), (a,+00), [a,+00),
(—00,b), (—00,b], (—00,+0), gde su a,b € R.

Tvrdenje 1.22. Neka je funkcija f : I — R neprekidna na intervalu I i neka
ma ogranicen izvod u svim unutra$ngim tackama intervala I. Tada je funkcija f
ravnomerno neprekidna na intervalu I.

Dokaz. Odredenosti radi neka je I = [a,b), a,b € R. Postoji L > 0 tako da je
|f/(x)] < L za svaku unutrasnju tacku x intervala I. Neka su x; i x9 proizvoljne
tacke iz intervala I i neka je z1 < zo. Tada je a < 1 < 9 < b i s obzirom da
je funkcija neprekidna na segmentu [z1,x9] 1 diferencijabilna u intervalu (z1,x2)
ona ispunjava uslove Lagranzove teoreme na segmentu [z1, z2], odakle onda sledi da
postoji tacka £ € (x1,x2) tako da je

flx2) = flz1) = f1(€)(z2 — 21). (1.28)

Bududi da je & unutrasnja tacka intervala I, sledi |f/(€)| < L. Sada iz (1.28) dobi-
jamo

|f(x2) = f(@1)| = |f/(E)llze — 21| < Llzg — x1].
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Prema tome, funkcija f zadovoljava LipSicov uslov na intervalu I, pa je ravnomerno
neprekidna na intervalu I na osnovu Tvrdenja 1.21.

Za ostale tipove intervala tvrdenje se dokazuje analogno. B

Primetimo da funkcija iz Primera 1.19, kao i funkcija iz Primera 1.20, ima
ogranicen izvod na skupu R.

1
Primer 1.23. Funkcija f(z) = cos — nije ravnomerno neprekidna na intervalu (0, 1].
x

1
Zaista, za € = 2 i svako § > 0 postoje tacke v, = — i a2}, = ——— n €N,
POStO) "o T @Gt )

takve da je |z, — ]| < ¢ za dovoljno veliko n € N i
|f(xn) — f(2))] = | cos2nm — cos(2n + )| = |1 — (=1)]| =2 > e.

Napomenimo da je ova funkcija, kao elementarna, neprekidna u svakoj tacki svog
domena. e

1
Primer 1.24. Funkcija f(z) = — je ravnomerno neprekidna na intervalu [1, 4+00).
x

Zaista, za proizvolno € > 0 dovoljno je uzeti § = €, pa ¢e za sve z,2’ € [1,+00)
takve da je |x — 2’| < ¢ vaziti nejednakost:

1 1 |z’ — x|
/ /
5@ = £ = |5 = 5| = Ty <k~ <=
Ravnomernu neprekidnost ove funkcije na intervalu [1, +00) smo mogli dobiti i na
osnovu Tvrdenja 1.22 jer je izvodna funkcija f'(z) = —— ogranicena na intervalu
x
1 1
1 S =|-—=|=— <1
1409) : 170 = | 2| = 32 <

Medutim ova funkcija nije ravnomerno neprekidna na intervalu (0, 1]. Zaista, za
1
e = 11isvako 6 > 0 postoje brojevi x,, = — i x|, = o takvi da je |z, — ]| < d za
n n

dovoljno veliko n € N i
|f(zn) — f(z))=|n—2n|=n>1=¢co

Primeéujemo da ukoliko na malim po duzini intervalima dolazi do relativno
velikih promena (oscilacija) funkcje, onda funkcija nije ravnomerno neprekidna.

Videli smo da neprekidnost funkcije na skupu X potreban ali ne i dovoljan uslov
za njenu ravnomernu neprekidnost na skupu X. Medutim u slu¢aju kada je skup X
segment, ova dva uslova su ekvivalentna, $to pokazuje sledeca teorema.

Teorema 1.25. (Kantorova teorema) Neprekidna funkcija na segmentu je ravnomerno
neprekidna.

Dokaz. Dokaz izvodimo metodom svodenja na apsurd. Neka je funkcija f : [a,b] — R
neprekidna i pretpostavimo da nije ravnomerno neprekidna. Tada postoji g > 0
tako da za svako & > 0 postoje tacke zf, 2] € [a,b] ® takve da je |af — 2] < 6 i

8Indeks & oznacava da ove tacke zavise od izbora é.
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1
|f(xf) — f(2§)] > €o. Prema tome, za §, = - postoje tacke x;, = x5 , ¥, = r§ €
[a, b] takve da je
1
|z, — x| < - (1.29)
i
|f(2n) — f2)] = eo. (1.30)

Niz (), je ogranicen i na osnovu Bolcano-Vajestrasove teoreme postoji konver-
gentan podniz (z, )r niza (27,)n. Neka je zg = klg)(r)lo Zp,. Naravno, zg € [a,D].

Dokazimo da i odgovaraju¢i podniz (7, ) niza (z

osnovu 1.29 imamo da za svako k£ € N vazi:

/"

" )n konvergira ka tacki xp. Na

1
0 < |z, —zo| = |(z5, =2, )+ (20, —20)| < |23, =25, [+]2h, — 20| < nfk+|"v%k—$o\v
| . / o
a kako je lim — =01 lim |z], — 29| = 0, to na osnovu teoreme o dva policajca
k—o0 N, k—o0 k

zakljuCujemo da je
kll_{](r)lo |2, — xo| =0,

tj. klim a:;;k = x¢. Sada na osnovu neprekidnosti funkcije f u tacki z¢ € [a, b] sledi
— 00

Jim flan,) = f(zo) 1 lim f(ay,) = f(xo),

k—oo

i prema tome,
lim (f(al,,) — f(al),) = 0. (1.31)

k—o0

Medutim, na osnovu (1.30) imamo da vazi nejednakost

|f(x,,) — f(2p,)] > €0, zasvako k € N,

ng
sto protivureci uslovu (1.31). W

Sada smo spremni da dokazemo da je svaka neprekidna funkcija na segmentu
integrabilna.

Teorema 1.26. Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b]. Tada
je f integrabilna na [a,b].

Dokaz. Buduéi da je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b], ona je ograni¢ena
na osnovu Vajerstraove teoreme i ravnomerno neprekidna na osnovu Kantorove teo-
reme. Neka je € > 0 proizvoljno. Zbog ravnomerne neprekidnosti funkcije f na
segmentu [a,b] postoji § > 0 tako da za svake dve tacke 2, 2" € [a,b] vazi

€
b—a

|2' — 2| < § = |f(a) — f(a")] < (1.32)
Neka je P = {xg,21,...,2n} (@ = 20 < 71 < -+ < xp—1 < x, = b) podela
segmenta [a,b] dijametra d(P) < §. Neka je M; = sup f(z), m; = inf f(x),

[zi—1,24] i-1,i]
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Azx; = x; — x;—1. Kako je funkcija f neprekidna na segmentu [x;—1,z;], i =1,...,n,
to opet na osnovu Vajerstrasove teoreme ona dostize svoj supremum i svoj infimum
na tom segmentu, tj. postoje tacke A\;, u; € [r;—1,x;] takve da je f(\;) = M; i
f(ps) = my. Kako A\;, i € [xi—1, 2], to je

|/\i—ui| SAJZZ Sd(P) <6

i stoga na osnovu (1.32) sledi
€ .
Mi —m; = f(A) = fa) = [fQa) = f(mi)| < g—, i= 1.0,
Otuda

n

€ " €
SP—SP = Z(Mz_mz)sz < EZA.%Q = b—a(b_a) = €.
i=1 =1

Prema tome, funkcija f je ograni¢ena na segmentu [a, b] i za proizvoljno € > 0 nasli
smo § > 0 tako da za svaku podelu P = {zg,z1,...,x,} segmenta [a,b] za koju
je d(P) < 6 vazi Sp — sp < €, $to na osnovu Teoreme 1.14 znaci da je funkcija f
integrabilna na segmentu [a,b]. W

Teorema 1.27. Monotona funkcija na segmentu je integrabilna.

Dokaz. Neka je funkcija f : [a,b] — R monotono rastuéa na segmentu [a,b]. Tada
za svako = € [a,b] (a < z < b) vazi nejednakost f(a) < f(x) < f(b), pa je funkcija
f ograniCena na segmentu [a,b]. Ako je f(a) = f(b), onda je f(z) = f(a) = f(b)
za svako x € [a,b], tj. funkcija je konstantna, pa je integrabilna. Pretpostavimo
da je f(a) # f(b). Tada je f(b) — f(a) > 0. Neka je ¢ > 0 proizvoljno i neka je

§=-——5  Tada je 0 > 0 i za svaku podelu P = {xg,z1,...,2z,} segmenta

70— 1) |
[a, b] za koju je d(P) < ¢ vazi

m; = inf f(x)= f(zi1), M;j= sup f(x)= f(x;)

[i—1,24] [i—1,24]
Sp—sp = > (Mi—mi)Ax; =Y (f(w:) — f(wi))Aw;
i=1 i=1
< d(P)) (f(mi) = flwi)) = d(P)(f(b) - f(a))
=1

< 0(f(b) = fla)) =€

Prema tome, funkcija f je ograni¢ena na segmentu [a,b] i za proizvoljno € > 0
postoji 0 > 0 tako da za svaku podelu P = {zg, z1, ..., z,} segmenta [a, b] dijametra
d(P) < 6 vazi Sp — sp < €, te iz Teoreme 1.14 sledi da je funkcija f integrabilna na
segmentu |[a, b].

Sli¢no se dokazuje integrabilnost monotono opadajuée funkcije. * W

9Za slucaj monotone opadajuée funkcije moze se iskoristiti ve¢ dokazani deo tvrdenja. Naime,
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1.4 Osobine odredenog integrala

Tvrdenje 1.28. Neka je f € Rla,b] i neka [c,d] C [a,b]. Tada je f € Rc,d].

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljno. Iz f € R]a,b], na osnovu Teoreme 1.7 sledi da
je funkcija f ograni¢ena na segmentu [a,b], pa je ograni¢ena i na segmentu [c,d],
dok na osnovu Teoreme 1.14 (ekvivalencija (i) <= (iii)) sledi da postoji podela P
segmenta [a, b] tako da vazi nejednakost

Sp—sp <e. (1.33)
Neka je P, = PU{¢,d}. Iz P C Pp, na osnovu Tvrdenja 1.9, sledi
sp<sp <Sp <Sp,
pa je Sp, —sp, < Sp — sp. Odavde, s obzirom na (1.33), sledi
Sp, — sp, < e. (1.34)

Neka je P* = P; N [c,d]. Jasno, P* je podela segmenta [c,d] i ozna¢imo sa S* i s*
gornju i donju Darbuovu sumu funkcije f na segmentu [c,d] u odnosu na podelu
P*. Kako je S* — s* < Sp, — sp,, iz (1.34) sledi

S*—s" <e (1.35)

Prema tome, funkcija f je ograni¢ena na segmentu [c,d] i za proizvoljno € > 0
nasli smo podelu P* segmenta [c,d] tako da vazi nejednakost (1.35), te na osnovu
Teoreme 1.14 (ekvivalencija (i) <= (iii)) sledi da je f € R[c,d]. B

Tvrdenje 1.29. Neka je a < ¢ < b, a,b,c € R, i neka je f € Rla,c] i f € R|c,b].
Tada je f € Rla,b] i vazi jednakost:

/ab f(z)dr = /ac f(x)dx + /Cb f(x)daz. (1.36)

Dokaz. 1z f € Rla,c] i f € Rlc,b] sledi da je funkcija f ograni¢ena na segmentu
[a,c], a takode i na segmentu [c,b]|, pa je ograni¢ena na segmentu [a,b]. Neka je
€ > 0 proizvoljno izabrano. Na osnovu Teoreme 1.14 (ekvivalencija (i) <= (iii))
sledi da postoji podela P; segmenta [a, c| i podela P, segmenta [c, b] tako da je

Sp, — sp, < % i Sp, —sp, < % (1.37)

Neka je P = Py U P,. Jasno, P je podela segmenta [a,b] i vazi da je Sp = Sp, + Sp,
isp=sp +sp,. Odavde iiz (1.37) sledi

Sp—sp = (Spl + SPQ) — (Sp1 + SPQ) = (Spl — Spl) + (Sp2 — SPQ) < %—i— % = €.

ako je funkcija f monotono opadajuca na segmentu [a, b], onda se funkcija —f monotono rastuéa
na segmentu [a, b] 1 na osnovu prethodno dokazanog dela integrabilna. Sada na osnovu Tvrdenja
sledi da je funkcija f integrabilna na segmentu [a, b].
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Prema tome, funkcija f je ograni¢ena na segmentu [a,b] i za proizvoljno € > 0 nasli
smo podelu P segmenta [a,b] tako da vazi nejednakost Sp — s, < €, te opet na
osnovu Teoreme 1.14 (ekvivalencija (i) <= (iii)) sledi da je funkcija f integrabilna
na segmentu [a, b].

Da bismo dokazali jednakost (1.36) uoc¢imo jedan niz (P,) podela segmenta [a, b]
takvih da ¢ € P, za svako n € N i nli_}ngod(Pn) = 0. Neka je P, = P,N]a,q] i
P/ = P, N|ec,b], n € N. Jasno, P, je podela segmenta [a, ], P! je podela segmenta
[c, b] 1 vazi jednakost

Sp, = SP/L + SPrlL,' (1.38)

Kako je

0<d(P)<d(P,) i 0<d(P!)<d(P,),
iz li_>m d(P,) = 0 sledi li_)m d(P)) = li_)rn d(P)) = 0. Sada na osnovu Teoreme 1.16
zakljucujemo

b c b
lim Sp, :/ f(z)dz, lim Sp :/ f(z)dr i lim Spy :/ f(z)dz.
a n—oo a n—oo c

n—o0

Prelaskom na graniénu vrednost u jednakosti (1.38), kad n — oo, dobijamo jed-
nakost (1.36). W
Kad smo uvodili pojam odredenog integrala f; f(x)dx pretpostavljali smo da je

a < b. Sada ¢emo dati definiciju oznake fab f(x)dx i za slucaj kada je a > b.

Definicija 1.30. Ako je funkcija f definisana u tacki a, onda je

/aa f(z)dz = 0.

Ako je a < b i funkcija f integrabilna na segmentu [a, b], onda je

/baf(ac)d:c _ /abf(x)dx. 0

Ova definicija je prirodna s te strane, Sto se u prvom slucaju, kada je a = b,
segment [a, b] svodi na tacku, te se i podsegmenti odredjeni proizvoljnom podelom
svode na tacku, pa su njihove duzine Az; jednake 0 i proizvoljna integralna suma
je onda jednaka 0. U drugom slucaju kada je a < b, za podelu P = {xg,...,zn}
vazi Yoy f(&) (wic1 — ) = — Yoy f(&) (@i — xi—1), tj. integralne sume integrala
fba f(x)dx razlikuju se samo u znaku od odgovarajuéih integralnih suma integrala

Tvrdenje 1.31. Neka su tacke a, b, c € R krajevi triju segmenata i neka je funkcija
f integrabilna na najveéem medu njima. Tada je funkcija f integrabilna i na ostala
dva segmenta i vazi jednakost:

/abf(:c)dx = /ac fx)dx + /cbf(a:)dx. (1.39)
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Dokaz. S obzirom da je funkcija f integrabilna na najveéem od tih triju segmenata,
na osnovu Tvrdenja 1.28, integrabilna je i na ostala dva. Za dokaz jednakosti (1.39),
neka je, recimo, a < b < c¢. Iz Tvrdenja 1.29 sledi

/acf(:n)dx _ /abf(a:)d:v+/bcf(x)d$
_ /abf(:z)dx—/cbf(x)daz

Tvrdenje 1.32. Neka je f € Rla,b] i neka je k € R. Tada je kf € Rla,b] i vazi

jednakost:
b b
/ kf(z)dr = k/ f(x)dx

odakle dobijamo (1.39). W

Dokaz. Neka je (P,) niz podela segmenta |[a, ], = {xo b ,(C }oa= :c[()n) <
- < x,(cn) = b, za koji vazi da je hm d(P ) = 01 neka je £ = ( 1n)>-~-7§1(g:))
proizvoljan izbor tacaka ff n) € [z En)l,xgn)], i=1,...,k,, n=1,2,.... Buduéi da

je funkcija f integrabilna na segmentu [a, b], niz integralnih suma (o(f, P,, ™)),
konvergira ka, fff(x)dx. Kako je

k‘n k'n
o(kf, P, €)= STkFEM) @ — ) =k fEM) @ - )
= =1
= ko(f, Pn, &™),

sledi da je
b
lim o (k/, P, M) = lim ko(f, P, M)y =k lim o(f, P, M) = k/ fx)dx

Na osnovu Definicije 1.4 zakl %ucujemo da je funkcija kf integrabilna na segmentu
[a,0] i da je [Pkf(z)de =k [ f(x)dz. B

Tvrdenje 1.33. Neka su f,g € Rla,b]. Tada je f + g € Rla,b] i vaZi jednakost:

/ab(f(x) + g(x))dr = /ab fx)dz + /abg(x)d:c.

Dokaz. Neka je (P,) niz podela segmenta [a,b], P, = {x ..,xkn)}, a=u1xy <

- < x,(c) = b, za koji vazi da je nhm d(P,) = 0 i neka je £ = (gfl...,g,‘g?)

proizvoljan izbor tacaka §Z(n) € [:U(n) (n)], t1=1,....ky, n=12,.... Iz f,g €

i—1>Lj



28 Glava 1. Odredeni integral

Rla,b] sledi da su nizovi (o(f, P, &™))n i (0(g, Pn, ™)), konvergentni i da je
lim o(f, P, €™) = [P fx)da i lim o (g, P, ) = J? g(2)dz. Buduéi da je

kn

o(f 49, Pu€™) = (M) + g6 @™ - ™)

i=1

kn kn
= D IE T -2+ 3 A @ - nh)
i=1 =1

= (/. P, €") + 0(g, P, €M),

zakljucujemo da je niz (o(f +g, Py, £M™)),, konvergentan kao suma dva konvergentna
niza i da je
lim o(f+g, P, €™)) = lim o(f, Pr,6™)+ lim_o(g, P, £ / f(x)da+ / g(w)da.
n—00 n—00
Sada na osnovu Definicije 1.4 zakljucujemo da je funkcija f + ¢ integrabilna na
segmentu [a,b] i da je f;(f(x) +g(x))dzx = f: f(z)dx + ffg(:r)dx. [ ]

Iz Tvrdenja 1.32 i 1.33 sledi svojstvo linearnosti odredenog integrala.

Posledica 1.34. (Linearnost odredenog integrala) Neka su ki,ka € R i fi, fa €
Rla,b]. Tada je kif1+ kafs € Rla,b] i

b b b
/ (k1fi(z) + kafo(x))dr = kl/ fi(z)dz + k‘2/ fo(x)dx

Tvrdenje 1.35. Neka su f,g € Rla,b]. Tada je f-g € Rla,b).

Dokaz. 1z integrabilnosti funkcija f i g na segmentu [a, b] sledi da su one ogranicene
na tom segmentu, te postoje realni brojevi Ly > 01 Lo > 0 takvi da je

|f(x)] < Li, |g(x)| < Lo, zasvez € [a,b. (1.40)

Odavde sledi |f(x)g(x)| < Li1Lg, za sve x € a,b], i prema tome, funkcija f - g
je ogranicena na segmentu [a,b]. Neka je P = {zg,x1,...,z,} proizvoljna podela
segmenta [a,b] i neka su x,2’ dve proizvoljne tacke iz segmenta [x;_1,x;], gde i €
{1,...,n}. Iz (1.40) sledi

[f(@)g(x) = fa)g(a)] = [f(z)g(z) — f(2')g(z) + f(2")g(x) — f(2")g(a")]
|(f(2) = f@))g(@) + f(2")(g(x) — g(a))]
)

< f(@) = f@)lg(@)| + [f(@)]lg(x) — g(2)]
< Lo|f(x) = f(a")| + Lalg(z) — g(a)]|
< Lowi(f) + Liwi(g),

odakle dobijamo

sup  |f(x)g(x) — f(2")g(a")| < Lowi(f) + Liwi(g),

x,x' €[wi 1,24
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.
wl(fg) < LQw’L(f) + Llwi(Q)) 1= ]-7 .o n

Mnozenjem svake od ovih nejednakosti sa Az; i sabiranjem dobijamo:

n n
Zwi(fg)Aaci < L2 sz( Aa:z + L1 sz Aa:z (1.41)
i=1 i=1 i=1
Neka je € > 0. Iz integrabilnosti funkcije f na segmentu [a, b], na osnovu Posledice
1.15 (ekvivalencija (i)<=(ii)), sledi da postoji 6; > 0 tako da za svaku podelu
P = {xp,x1,...,zn} segmenta [a,b] takvu da je d(P) < ¢; vazi nejednakost

€
Z(A)Z Af]}'z TQ, (142)
dok iz integrabilnosti funkcije g sled1 da postoji do > 0 tako da za svaku podelu
P = {zp,x1,...,2,} segmenta [a,b] takvu da je d(P) < d2 sledi

€
Zwl YAz < <3 (1.43)
Neka je § = min{dy, d2}. Tada za svaku podelu P = {zg,x1,...,z,} segmenta [a, ]
takvu da je d(P) < 4, na osnovu (1.41), (1.42) i (1.43), vazi nejednakost

;wz fo)Az; < L22L + L12L1 €. (1.44)
S obzirom da je funkcija f - g ograni¢ena na segmentu [a,b] i da smo za proizvoljno
e > 0 pokazali da postoji § > 0, tako da za svaku podelu P = {zg,x1,...,2,}
segmenta [a,b] za koju je d(P) < ¢ vazi nejednakost (1.44), na osnovu Posledice
1.15 (ekvivalencija (i)<=(ii)), sledi f - g € Rla,b]. B
Primetimo da smo prethodno tvrdenje mogli dokazati koristeé¢i ekvivalenciju
(i)«<=(iii) Teoreme 1.14, odnosno Posledice 1.15. Zaista, neka je ¢ > 0 proizvoljno.
Iz integrabilnosti funkcije f na segmentu [a, b], na osnovu Teoreme 1.14 ili Posledice
1.15 (ekvivalencija (i)<=>(iii)) sledi da postoji podela P; segmeta [a, b] tako da je

Sp,(f) —sp (f sz [Az; < %2, (1.45)
dok iz integrabilnosti funkcije g na segmentu [a, b] sledi da postoji podela P, segmeta
[a, b] tako da je

Sp,(g) — sp,(g Zw] JAz; < %1 (1.46)
Neka je P = P; U P,. Tada iz (1.41) sledl

Sp(fg)—sp(fg) = S wilfg)day
k

< ngwk( A:Uk—I—lewk A:L‘k (1.47)
k k

= Lo(Sp(f) —sp(f)) + L1(Sp(g) — sp(g))-
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Na osnovu Tvrdenja 1.9, iz P, C P sledi

sp(f) < sp(f) < Sp(f) < Sk (f),

dok iz P, C P sledi
sp,(9) < sp(g) < Sp(g) < Sp,(9).

Stoga je
Sp(f) —sp(f) < Sp(f) —sp(f) 1 Sp(g) —sp(9) < Sp(9) —sp(g). (1.48)

Sada, na osnovu (1.47) i (1.48) sledi

Sp(fg) —sp(fg) < La(Sp,(f) — sp,(f)) + L1(Sp,(9) — sp,(9)),

sto zajedno sa (1.45) i (1.46) povlaci nejednakost:

Sp(fg) — sp(fg) < Lam— + L= =¢.

2L, oL,

Dakle, funkcija fg je ograni¢na na segmentu [a,b] i za proizvoljno € > 0 postoji
podela P segmenta [a,b] tako da vazi Sp(fg) — sp(fg) < €, odakle na osnovu
Teoreme 1.14 ((i)<=(iii)) sledi da fg € R]a, b].

Tvrdenje 1.36. Neka je f € Rla,b] i neka postoji m € R, m > 0, tako da je

|f(x)| > m za sve x € [a,]]. (1.49)
o1
Tada je 7 € Rla, b].
1
Dokaz. 1z |f(x)] > m sledi da je |——| < — za sve z € [a,b], pa je funkcija
f@)| = m

? ogranicena na segmentu [a,b]. Neka je ¢ > 0. Iz integrabilnosti funkcije f

na segmentu [a, b], na osnovu Posledice 1.15 ((i)«<=>(iii)), sledi da postoji podela

P ={zg,...,zp} (a =20 < --- < x, = b) segmenta [a,b] takva da je
n
Zwi(f)Axi < m?e. (1.50)
i=1
Neka su z,z’ dve proizvoljne tacke iz segmenta [z;_1,2;], gde i € {1,...,n}. Tada

iz (1.49) sledi

1 1

‘f(»’v) f=")

@) — @)
= @@ S

wi (}) < () =1

pa je
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Odavde monozenjem sa Ax; i sabiranjem, i = 1,...,n, dobijamo

(1 .
;wi (f) Az; < ) ;Wi(f)Axi,

sto zajedno sa (1.50) povlaci nejednakost
n
1 1
Zwi Az < —mPe=e (1.51)
i=1 f m?

1

Prema tome, funkcija — je ograni¢ena na segmentu [a,b] i za proizvoljno ¢ > 0
pokazali smo da postoji podela P segmenta [a, b] tako da vazi nejednakost (1.51), pa
je, na osnovu Posledice 1.15 ((i)<=-(iii)), funkcija 7 integrabilna na tom segmentu.
|

U dokazu Tvrdenja 1.36 se moze umesto ekvivalencije (i)<=>(iii) iz Posledice
1.15 koristiti i ekvivalencija (i)<=>(ii).
Tvrdenje 1.37. Neka su f,g € Rla,b] i neka postoji m € R, m > 0, tako da je
lg(z)| > m za sve x € [a,b]. Tada je / € Rla,b].

g

1
Dokaz. 1z Tvrdenja 1.36 sledi da je funkcija — integrabilna na segmentu [a, b]. Sada

1
na osnovu Tvrdenja 1.35 sledi da je funkcija S = f . — integrabilna na segmentu
g

[a, b], kao proizvod dve integrabilne funkcije na tom segmentu. W

Tvrdenje 1.38. Neka su f,g € Rla,b] i

f(z) > g(x) za sve z € [a,b]. (1.52)
Tada je
b b
/ f(z)dx > / g(x)dx.
Dokaz. Neka je (P,) niz podela segmenta [a,b], P, = {x(()n), . ,atgz)}, a = x(()n) <
- < x,(;:z) = b, za koji vazi da je li_>m d(P,) = 0 i neka je €™ = ( 1"),...,§£Z))
proizvoljan izbor tacaka §i(n) € [xl(-i)l,xgn)], t=1,....kp, n=12,.... Iz fig €

Rla,b] sledi da su nizovi (o(f, Py, ™)), 1 (0(g, Pa, ™)), konvergentni i da je
li_}rn o(f, P, M) = fff(:c)dxl li_>m (g, P, ™) = f;g(a:)d:c, dok iz uslova (1.52)
sledi da je f((fi(n)) > g(gi(")), i=1,...,k,, n €N, istoga

kn

kn
o(f, Pay€™) =3 f(EM) (@ —2) = 3 (€)@l — 2 = o (g, P, €M)
=1

i=1
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Odavde, prelaskom na limes, dobijamo

b b
/ f(@)de = lim o(f, P, ™) > lim o(g, Po,6™) = / g(z)dx. W

Osobina integrala, iskazana u Tvrdenju 1.38, zove se monotonost integrala.

Posledica 1.39. Neka je f € Rla,b]. Ako je

f(z) >0 za sve z € [a,b], (1.53)
onda je
/b f(z)dz > 0.
Ako je '
f(z) <0 za sve x € [a, ],
onda je

/abf(:c)da: <0.

Dokaz. Neka vazi (1.53). Ako se uzme da je g(z) =0, x € [a, b], na osnovu Primera

1.5 sledi da je g € R[a,b] i da je f;g(:v)dx = 0. Sada iz Tvrdenja 1.38, buduéi da

je, na osnovu (1.53), f(z) > g(z), = € [a,b], dobijamo fab f(z)dz > f:g(aﬁ)dw =0.
Ostatak tvrdenja se slicno dokazuje. B

Tvrdenje 1.40. Neka je f € Rla,b]. Tada je |f| € Rla,b] i vazi nejednakost

/a ' f(2)dz

gde je M = sup |f(2)]
a<z<b

b
< [ 1@l < M- a) (L54)

Dokaz. 1z integrabilnosti funkcije f na segmentu [a,b] sledi da je f ogranicena
funkcija na segmentu [a, b], pa je stoga i funkcija |f| ograni¢ena na tom segmentu

i M = sup |f(z)| je konacan broj. Neka je ¢ > 0. Na osnovu Posledice 1.15
a<z<b

((i)<=(iii)), sledi da postoji podela P = {zg,...,zp} (a = 2o < -+ < x, = b)

segmenta [a, b] takva da je
n

> wilf)Az; <e. (1.55)

i=1
Za dve proizvoljne tacke z, 2’ iz segmenta [z;_1,2;], i € {1,...,n}, vazi
1f (@) = £ @) < |f(z) = f(a)],

odakle prelaskom na supremum dobijamo

sup  [[f(@)| = [f@)I< sup  [f(2) - f(2)]

@2 €[wi 1,24 @2 €[wi 1,24
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tj.
Ws (|f’> < wi(f), 1= 1, ooy n.

Sada monozenjem sa Ax; i sabiranjem, ¢ = 1,...,n, dobijamo
n n
D wi(1f) Awy <Y wilf) A,
i=1 i=1
sto zajedno sa (1.55) povlaci nejednakost

> wi(|f) Az < (1.56)

i=1

Prema tome, funkcija |f| je ograni¢ena na segmentu [a,b] i za proizvoljno ¢ > 0
postoji podela P = {xg,...,zp} (a = zg < --- < x,, = b) segmenta [a, b] takva da
vazi nejednakost (1.56), i stoga, na osnovu Posledice 1.15 ((i)<=-(iii)), zaklu¢ujemo
da je funkcija | f| integrabilna na segmentu [a, b].1°

Iz Tvrdenja 1.32 sledi da je funkcija —|f| integrabilna na segmentu [a, b] i da je

J2(=|f(@))dz = — [7|f(x)]de. Kako je
—1f(@)] < f2) < |f(@)], = € [a,b],

na osnovu Tvrdenja 1.38 dobijamo

-/ |7 = / (17 < / ’ oy < / i@l s

Iz | f(z)| > 0, x € [a,b], na osnovu Posledice 1.39 imamo da je f; |f(x)|dz > 0, pa

iz (1.57) sledi
b b
/ f(2)de| < / 1 (@)|de. (1.58)

Kako je f(z)| < M za svako z € la,b], to opet iz Tvrdenja 1.32 i Primera 1.5
dobijamo

b b
/|f(x)|d:c§/ Mdx = M(b—a). (1.59)
|

(1.58) i (1.59) zajedno daju (1.54).
U opstem slucaju, za bilo koje aib, a < bili a = bili a > b, umesto nejednakosti
(1.54) vazi¢e nejednakost:
b
[ 1#@las
a

/ab f(z)dzx

197 prethodnom delu dokazu smo mogli umesto ekvivalencije (i)<=>(iii) iz Posledice 1.15 koristiti
ekvivalenciju (i)<=(ii).

< < M|b—al. (1.60)
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Zaista, ako je a < b, onda je f;|f(x)\dx > 0, pa je ’f:\f(:c)\dx‘ = f:\f(:c)\dac,
|b—a| = b—a i nejednakost (1.60) se poklapa sa nejednakoséu (1.54). Ako je a = b,
nejednakost (1.60) je ocigledna.

Neka je a > b. Tada, koriste¢i Definiciju 1.30 i nejednakost (1.54), dobijamo

[ warl = |- [ swis] = | [ rwra
< [@ia=|["irwa Z'—/ab\f(w)dw - /ablf(x)ldw~
Dalje,
| /:f@:)rdas — [ 17@ldz < Ma = b) = Mo~

i prema tome, vazi nejednakost (1.60).
Primetimo da umesto M u nejednakosti (1.60) moze da stoji bilo koji broj L za

koji je | f(z)| < L, = € [a, b], tj. bilo koji broj L takav da je M = sup |f(x)| < L.
a<z<b

Tvrdenje 1.41. Neka je f € Rla,b] i f(z) > 0, = € [a,b]. Ako postoji tacka
xo € [a,b] u kojoj je funkcija f neprekidna i za koju je f(xo) > 0, tada je

/:f(x)dx > 0.

f(wo)
2

d > 0 tako da za svako x € (xg — d, 29 + 0) N [a,b] vazi |f(x) — f(xo)| < e =
tj.

Dokaz. 1z neprekidnosti funkcije f u tacki xg sledi da za ¢ = > 0 postoji

f(z0)
2 9y

£oo) = 199 < (@) < gy + 120
Prema tome, za x € (zg — d,x9 + 0) N [a,b] vazi f(z) > f(;no). Postoje ag, b € R,

ap < by, takvi da je [ag,bo] C (o — 0,20 + 6) N [a,b]. Iz Tvrdenja 1.28 i 1.29 sledi

/ab F(@)dz = /aao f@)dz +

a iz nenegativnosti funkcije f, na osnovu Tvrdenja 1.38, sledi faao flz)de > 0 i
fbl; f(x)dx > 0. Stoga je

bo b
f(z)dz + f(z)dx,
0 bo

a

b bo
/ f(x)dx > / f(z)dx. (1.61)
a ag
Buduéi da za svako = € [ag, bp] vazi f(z) > f(;o)’ to opet na osnovu Tvrdenja 1.38
sledi ) )
0 0
fayde> [ (;"'O)dx _/f (;“"0) (bo — ag) > 0. (1.62)

aop ao



1.4. Prva teorema o srednjoj vrednosti 35

Sada iz (1.61) i (1.62) sledi fabf(a:)dx >0. ®

Napomenjemo da je uslov neprekidnosti funkcije u tacki zg, u kojoj je funkcija
pozitivna, bitan za vazenje tvrdenja. Sledeéi primer pokazuje da se moze desiti da
integrabilna nenegativna funkcija na segmentu, pozitivna u nekoj tacki segmenta,
ali ne i neprekidna u toj tacki, ima integral na tom segmentu jednak 0.

Primer 1.42. Neka je
0, 0<x<1l,

f(x):{l, z=1

1 2 —
i neka je (P,) niz podela segmenta [0, 1], P, = {O, — e, n ,1}, n € N. Tada
n'n n
1
Jed(Pn):7_>O>
n
= 1 1 1 1 11
SPHZZ( sup f(z) = =0-—40-=+--40-—41-= ==
ozl i n n n n n o on
i
- 1 1 1 1
i—1 16[1217%‘] n n n n

Kako je lim d(P,) =01 lim Sp, = lim sp, = 0, na osnovu Teoreme 1.16 (ekviva-
n—00 n—00 n—00

lencija (i)<=>(ii)) sledi da je funkcija f integrabilnal! i da je fol f(z)dz = 0. Osim
toga, funkcija je nenegativna na segmentu [0, 1] i jedina tacka u kojoj je funkcija
pozitivna je 1, medutim funkcija f nije neprekidna u toj tacki. e

1.5 Prva teorema o srednjoj vrednosti
Teorema 1.43. Neka su funkcije f i g integrabilne na segmentu [a,b] i neka je

funkcija g ne menja znak na segmentu [a, b, tj. neka je ili nenegativna ili nepozitivna
na segmentu [a,b]. Tada postoji u € R takvo da je

m < p <M

b b
[ @@z =u [ gloyiz, (1.63)

gde je
m= inf f(z), M= sup f(x).

a<z<b a<z<b

Hntegrabilnost funkcije f sledi i iz ¢injenice da je ova funkcija monotono rastuéa.



36 Glava 1. Odredeni integral

Dokaz. 1z integrabilnosti funkcije f na segmentu [a,b], na osnovu Teoreme 1.7,

sledi da je funkcija f ograni¢ena na tom segmentu. Prema tome, m = inf< , f(z) i
asxT

M = sup f(x) su kona¢ni brojevi, i za sve x € [a, b] vazi nejednakost
a<z<b
m < f(z) < M.
Odavde, za slucaj da je g(z) > 0, x € [a, b], dobijamo nejednakost

mg(z) < f(x)g(z) < Mg(z),

dok za slucaj da je g(x) <0, = € [a, b], dobijamo nejednakost

mg(x) > f(z)g(z) = Mg(z).

Sada, na osnovu Tvrdenja 1.38 i Tvrdenja 1.32, u prvom sluc¢aju sledi nejednakost:

/ 2)dz </ F@)g(2)dz < M/abg(x)dx, (1.64)

a u drugom slucaju nejednakost:

/ 2)dz >/ F(@)g(x)ds > M/abg(x)da:. (1.65)

Ako je ffg(m)d:n = (0, onda i u prvom i u drugom slu¢aju, na osnovu nejednakosti
(1.64) i (1.65), zaklju¢ujemo da je f; f(z)g(z)dr = 0, pa jednakost (1.63) vazi za
bilo koji realan broj u, pa i za ono p za koje vazi m < yu < M.

Ako je f;g(az)dw # 0, onda za slucaj da je g(x) > 0, = € [a,b], buduéi da iz
Posledice 1.39 sledi f bg dx > 0, dobijamo f bg )dx > 0, dok za slucaj da je
g(x) <0, z € [a,b], zbog f g(x)dz < 0, dobijamo f g(x)dz < 0. Otuda, deobom
nejednakosti (1.64) i (1.65) sa fa g(z)dz dobijamo u oba sluc¢aja nejednakost

< ff—g < M. (1.66)
Sy 9(x)d
Neka je ,
_ Jo f(@)g(z)dz 167
f;g(@da@ (1.67)

Tada zbog (1.66) vazi nejednakost m < pp < M, a iz (1.67) sledi (1.63). W

Posledica 1.44. Neka je uz pretpostavke Teoreme 1.43 funkcija f jos ¢ neprekidna
na segmentu [a,b]. Tada postoji tacka § € [a,b] tako da je

b b
/ f(@)g(x)dz = £(€) / o(x)d. (1.68)
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Dokaz. 1z neprekidnosti funkcije f na segmentu [a, b], buduéi da je m < u < M, na
osnovu posledice Bolcano-Kosijeve teoreme (Posledica 3.109 iz Mat. analize 1) sledi
da postoji £ € [a,b] tako da je f(§) = p, pa iz (1.63) dobijamo (1.68). W

Posledica 1.45. Neka je f € Cla,b]. Tada postoji € [a,b] tako da je

b
| t@de = 10~ a). (1.69)

Dokaz. 1z Teoreme 1.26 sledi da je f € R[a,b]. Neka je g(xz) =1, x € [a,b]. Funkcija
g je nenegativna i integrabilna na segmentu [a, ], fabg(ac)dx = b — a (Primer 1.5).
Prema tome, funkcije f i g zadovoljavaju pretpostavke Posledice 1.44, odakle sledi
da postoji tacka & € [a, b] tako da vazi jednakost

b b
/ F(@)g(x)dz = £(€) / g(x)dz = f(€)(b— a). W

U slucaju kada je funkcija f neprekidna i nenegativna na segmentu [a, b], formula
(1.69) ima jednostavno geometrijsko tumacanje: povrsina krivolinijskog trapeza,
ogranicenog grafikom funkcije f, x-osom i pravama x = a i * = b, jednaka je
povrsini pravougaonika ¢ija je osnova duzine b — a, a visina duzine f(&).

1.6 Integrabilnost deo po deo neprekidnih funkcija

Definicija 1.46. Funkcija f : [a,b] — R je deo po deo neprekidna na segmentu [a, ]
ako postoji podela P = {zg,...,x,} (a =29 < -+ < z,, = b) segmenta [a, b] tako da
je funkcija f neprekidna na svakom intervalu (x;_1,z;) i postoje konaéne grani¢ne
vrednosti

f(@ie1+0)=lim f(z)

x—x;—1+0
fli=0)= lim f(z).
rx—x;—0

Drugim re¢ima, funkcija f je deo po deo neprekidna na segmentu [a, b] ako ima samo
kona¢no mnogo prekida i pri tom samo prekide prve vrste.

Primer 1.47. Funkcija

2, r=-3

-z +1, —I<r< -1,
flx) =< a3, -1<z<1

z+1, 1<z <2,

1, T =2

je deo po deo neprekidna na segmentu [—3,2] jer je f neprekidna na intervalima
(—=3,—-1), (=1,1) 1 (1,2), i postoje kona¢ne grani¢ne vrednosti:

x—ll—lgl-‘ro f(.’D) =4 r—%l—nll—of(x) =2 x—ll—nll-‘ro f(.’B) =1 xll)IlIin(JI) =L :cglll—l&-l)f(x) -
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Sledeca lema govori o tome da promena vrednosti integrabilne funkcija na kraje-
vima segmenta, ne utic¢e ni na integrabilnost, ni na vrednost integrala, tj. novodobi-
jena funkcija je opet integrabilna sa integralom koji se poklapa sa integralom polazne
funkcije.

Lema 1.48. Neka je su funkcije f i g definisane na |a,b] i neka je f(x) = g(z) za
x € (a,b). Ako je funkcija f integrabilna na |a,b], onda je i funkcija g integrabilna
na [a,b] i vazZi

/abg(x)dx = /abf(x)dm.

Dokaz. Neka je funkcija f integrabilna na [a,b] i neka je I = ff f(x)dx. 1z inte-
grabilnosti funkcije f sledi da je ona ograni¢ena na segmentu [a, b], tj. postoji broj
M > 0 tako da je |f(x)| < M za sve = € [a,b]. Neka je K = max{M, |g(a)|,|g(b)|}

(n)

Neka je (P,) niz podela segmenta [a,b], P, = {iL'(()n),.Z'l ,...,:Ué:)}, n € N, takav

da je li_)In d(P,) = 0, i neka je £ = (é")’ én), .. ,5,(;;)) proizvoljan izbor tacaka
Ei(n) € [x(n) x(n)], 1=1,...,k,, n € N. Tada je

i—17"¢

kn kn,
. () _ 1 (m)y, () () (W) A (1) _
lim O-(fv Pn,f )_nh_)Igoz;f(éz )(xz xz—l) Jg&i}f@l )A‘TZ I?

n—oo
(1.70)
gde je Am‘gn) = xz(-n) — my_l)l, 1=1,2,...k,,n €N.
Kako je
0 < |o(g, Po, &™) =1 < |o(g, P, €™) = 0 (f, P, €M) + |0 (f, P, €7) = 1

kn kn
Y g€ aet =37 e A + o (f, P, €M) — 1|
=1 =1

g Az + g€ Az — feM) A — e AL + (o (f, Pay €M) — 1

< e Az + g Az + £ AL + [FEM) A | + o (f, Pay€7) — T
i kako je
g€ AxV| < Kd(P,), |g(el”) Az | < Kd(Py),
)AL < Kd(P), |£(e) A < Kd(P),
to je

0 < [o(g, Py €M) — I| S AKd(P,) + o (f, Pan€0) 1. (L.71)

S obzirom da je lim d(P,) =0, iz (1.70) i (1.71) sledi

n—oo

lim o(f, Py, &™) =1,
n—oo
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Sto znaci da je funkcija g integrabilna na segmentu [a, b] i da je

/abg(x)dx == /abf(a:)dx.[l

Dokaz. (II nacin) Neka je funkcija f integrabilna na [a,b] i neka je I = f: f(x)dx
Iz integrabilnosti funkcije f sledi da je ona ograni¢ena na segmentu [a, b], tj. postoji
broj M > 0takodaje |f(z)| < M zasvez € [a,b]. Nekaje K = max{M,|g(a)|, |g(b)|}.
Neka je € > 0 proizvoljno. Tada postoji 6* > 0 tako da za svaku podelu P =
{zo,x1,...,z,} segmenta [a, b] takvu da je d(P) < §* i za svaki izbor £ = (£1,&2,...,&n)

tacaka & € [zi—1,z;], i = 1,...,n vazi nejednakost
€
0l PO~ 1| < 5 (1.72)

Neka je 6 = min {5*, SLK} ineka je P = {xg, z1, ..., x,} podela segmenta [a, b] takva

da je d(P) < ¢ i neka je & = (&1,&2,...,&,) proizvoljan izbor tacaka & € [z;—1, 2],
1=1,...,n. Tada je

’J(g,P,&)—I‘ < ‘0—(97135) (f?P£)|+‘0—(f>P§) ‘
< \ngzAxl Zf&A:mIJrIU(f,Pé) 1|

< \g(fl)Al’l + g(fn)Aan — f(&1)Azy — f(&n)Azy| +|o(f, P,§) — I
i kako je
19(&1)Axy| < Kd(P) < K6, [9(§n)Axy| < Kd(P) < K,
|f(§1)Azq| < Kd(P) < K6, |f(&n)Azn| < Kd(P) < K,

to je, s obzirom na (1.72),

‘0(97P7£)_I|<4K5+’U(fap7§) I|<4K87K+7

Ovo znaci da je funkcija g integrabilna na segmentu [a,b] i da je f;g(az)dm =1=
b

[, f(x)dz. B

Teorema 1.49. Neka je funkcija f : [a,b] — R deo po deo neprekidna na segmentu

[a,b]. Tada je f integrabilna na [a,b).

Dokaz. Neka je P = {xo,...,zn} (a = 29 < -+ < x, = b) podela segmenta
[a,b] takva da je funkcija f neprekidna na svakom intervalu (x;_1,z;) i da postoje
kona¢ne grani¢ne vrednosti f(z;—1 +0) = lim f(z)i f(z; —0) = lim f(x),

z—x;—1+0 z—x;—0
1=1,...,n. Neka je

f(z), rio1 < x <@y,
filr) = ¢ f(xio1+0), T =T
/

(x; —0), T = .
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Funkcija f; je neprekidna na segmentu [x;—1,z;], te je na osnovu Teoreme 1.26
integrabilna na tom segmentu. Funkcija f se na segmentu [x;_1,x;] razlikuje od
integrabilne funkcije f; samo na krajevima segmenta, pa je na osnovu Leme 1.48 i
ona integrabilna na segmentu [x;_1,x;] i vazi jednakost

/ flaydo = | fi(z)de.

Sada na osnovu Tvrdenja 1.29 sledi da je funkcija f integrabilna na segmentu [a, b]
i da vazi jednakost
b n z;
/ f(z)dz = Z/ fi(x)dz. A
@ =1 Ti-1

Napomenimo da vazi i opstije tvrdenje od tvrdenja Teoreme 1.49. Naime, ako je
funkcija ograni¢ena na segmentu [a, b] i ako je neprekidna u svim tackama segmenta
[a, b] sa izuzetkom eventualno konaéno mnogo tacaka (tacke prekida funkcije mogu
biti i tacke prekida druge vrste), onda je ona integrabilna na segmentu [a, b].

1.7 QOdredeni integral sa promenljivom
gornjom granicom
Neka je funkcija f integrabilna na segmentu [a,b]. Ako je = € [a,b], onda je na

osnovu Tvrdenja 1.28, funkcija f integrabilna na segmentu [a, x|, tj. za svako x €
[a,b] ima smisla integral f; f(t)dt, pa je funkcija

Flz) = /x F(t)dt (1.73)

definisana na segmentu [a, b]. Funkcija F' se zove integral sa promenljivom gornjom
granicom.

Teorema 1.50. Neka je funkcija f integrabilna na segmentu [a,b]. Tada je funkcija
F, definisana u (1.73), neprekidna na segmentu [a,b].

Dokaz. 1z integrabilnosti funkcije f na segmentu [a, b], na osnovu Teoreme 1.7 sledi

da je funkcija f ograniCena na segmentu [a,b] 1 M = sup |f(x)| je konacan broj.
a<x<b

Neka x,z + Ax € [a,b]. Tada je

z+Ax T z+Azx z+Ax
F(z + Az) = / F(6)dt = / F(t)dt + / F(t)dt = F(z) + / F(t)dt,

pa je
r+Ax
AF = F(z + Az) — F(z) = / F(t)dt.
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Odavde, koriste¢i nejednakost (1.60), dobijamo

z+Ax
/ f(t)dt‘ <

Iz poslednje nejednakosti zakljuc¢ujemo da je Alim0 AF = 0 za svako z € [a,b], $to
z—

T+Ax
|AF| = |F(x+Az)—F(z)| = / ]f(t)|dt‘ < Mz+Azx—z| = M|Azx|.

znaci da je funkcija F' neprekidna u svakoj tacki x € [a,b]. B

Slede¢a teorema je jedna od centralnih teorema integralnog ra¢una i omoguéuje
vezu izmedu neodredenog i odredenog integrala. Naime, pokazuje da je, u slucaju
neprekidnosti podintegralne funkcije, izvod integrala po gornjoj granici jednak vred-
nosti podintegralne funkcije u toj gornjoj granici.

Teorema 1.51. Neka je funkcija f integrabilna na segmentu [a,b] i neka je neprekidna
u tacki o € [a,b]. Tada funkcija F(z) = [ f(z)dz ima izvod u tacki zo i 2

F'(wo) = (o).
Dokaz. 1 nacin: Pretpostavimo da zg € (a,b). Pokazimo da je F'(x¢) = f(xzo), tj.

lim F(xo+ Az) — F(x0)
Az—0 Ax

Neka je Az # 0 takvo da xo + Az € [a,b]. Tada je

= f(xo). (1.74)

ro+Ax
F(zo + Az) — F(wg)  Jor =" f(t)dt s
Az B Az ) '
Neka je € > 0 proizvoljno. Iz neprekidnosti funkcije f u tacki zqg sledi da postoji

0 > 0 tako da vazi implikacija:

t e (x() — 5, To + (5) — f(xo) —€e< f(t) < f(l‘o) + €. (1.76)

Neka je 0 < |Az| < 6.
Ako je Az > 0, onda je [zg,xo + Az] C (zo — 0,20 + 9), te za t € [xg, 9 + Ax]
iz (1.76) sledi
f(wo) —e < f(t) < flzo) + ¢

odakle, zbog monotonosti odredenog integrala (Tvrdenje 1.38) sledi

zo+Az zo+Az zo+Az
/ (f(z0) —€)dt < / ft)dt < / (f(z0) + €)dt.

0 ) o
Odavde (videti Primer 1.5) dobijamo

To+Ax
(f(20) — €)(z0 + Az — ) < / f@)dt < (f(xo) + €)(wo + Az — x0),

Zo

12Ako se xo poklapa sa jednim od krajeva segmenta, a ili b, onda se pod izvodom f’(xo) po-
drazumeva odgovarajuéi jednostrani izvod.
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tj' xo+Ax
(f(z0) — )Az < / F(0)dt < (f(z0) + A, (1.77)

Deobom (1.77) sa Az (Az > 0) dobijamo

JEOBT £ (t)dt

f(zo) —€ < AL

< f(zo) +e

sto zajedno sa (1.75) daje

o< F(xo+ AAQZ — F(zg) flzo) < e

Prema tome,
F(zo + Az) — F(x0)
Ax

Ako je 0 < |[Az| < § 1 Az < 0, onda je [xg + Ax,x0] C (zo — 6,20 + J), te za
t € [xo+ Az, x0] iz (1.76) sledi

fxo) —e < f(t) < flzo) + 6

odakle zbog monotonosti integrala sledi

— f(zo)| < e (1.78)

/:0 (f(wo) —€)dt < /xo ft)dt < /xo (f(z0) + €)dt.

0+Az To+Ax To+Ax

Odavde imamo

Zo

(f(w0) — €)(wo — (zo + Ax)) < / f)dt < (f(zo) + €)(zo — (0 + Az)),
zo+Ax
tj.

Zo

(f(z0) — €)(—Az) < / F(&)dt < (f(zo) + ) (~A).

zo+Ax
Delenjem ove nejednakosti sa —Az (Az < 0) dobijamo
A
o0, ag F(t)dE fj”oﬁ T F(t)dt

flwo) me< === AL < f(@o) + ¢,

tj.
F(zo + Az) — F(x0)
Az

f(xo) —e <

odakle opet sledi (1.78).

Prema tome, dokazali smo da za proizvoljno € > 0 postoji § > 0 tako da za svako

F(xo+ Az) — F(x0)
Ax

< f(.’IJ()) + €,

Az takvo da je 0 < |Ax| < § vazi
vazi (1.74), tj. F'(xo) = f(x0).

— f(zo)| < €, §to znadi da
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Za slucaj da je xgp = a (z9 = b), pokazuje se da za proizvoljno € > 0 postoji

0 > 0 tako da za svako Az takvo da je |[Az| < § i Az > 0 (Az < 0) vazi nejed-
F Ax) — F F Ax) — F

nakost ‘ (@0 + A‘T; (o) _ f(zo)| < ¢, paje Jim (a+ A‘T; (a) _ f(a)

F(b+ Ax) — F(b) o o
pim = — FO). 4. Fi(a) = f(a) (F.(0) = f(2)). @

II naé¢in: Dokaz. Pretpostavimo da zg € (a,b). Pokazimo da je F'(xg) = f(xo), tj.
lim F(xo+ Az) — F(x0)
Az—0 Ax

= f(2o0). (1.79)
Neka je Az # 0 takvo da xg + Az € [a, b]. Kako je f;}HAI dt = xo+ Ax —x9 = Az,

. 1 1‘0+A{L‘ ] 1 1‘0+A.’L‘ . ]
to je AJ"/&EQ dt =1 i stoga, AJU/:):O f(zo)dt = f(xp). Odavde (koristeci
prvu nejednakost u (1.60)) dobijamo

zo+Ax
SOTET f(t)dt
‘[Axm—fww

S 2T ()t — [0 f(ao)dt
Ax
St () = flwo))dt]
Al
St 1 £ () = f (o) at)
. Al |

‘F(mo + AA:IZ — F(z) F(z0)

(1.80)

Neka je € > 0 proizvoljno. Iz neprekidnosti funkcije f u tacki xqg sledi da postoji
0 > 0 tako da vazi implikacija:
|x — 20| <6 = |f(x) — f(x0)| <e. (1.81)
Neka je 0 < |Az| < §. Tada za t iz segmenta sa krajevima u zg i ¢ + Ax vazi
|t — x| < |Az| <4,

pa na osnovu (1.81) sledi
£ () = flzo)| <e (1.82)
Sada iz (1.80) i (1.82) (koriste¢i drugu nejednakost u (1.60)) dobijamo

zo+Ax
Liy 150 = 10l efay + Aw— s _
|Az| - |Ax| N

F(zo + Az) — F(xo)
Azx

—f(xo)'é

Prema tome, dokazali smo da za proizvoljno € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svako
F(zo+ Az) — F(x0)
Ax

Az takvo da je |Azx| < ¢ vazi
vazi (1.79).

— f(:cg)‘ < ¢, 1 prema tome,
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F(a+ Azx) — F(a)

Ako je zg = a (xg = b), onda se analogno dokazuje da je Alim
z—

Ax
fla) (aim POFEDZIO ) 4 pLa) = fla) (L) = 0)), samo je
u ovom slucaju Az >0 (Az <0). B
Dokaz. III na¢in: Neka je € > 0 proizvoljno. Iz neprekidnosti funkcije f u tacki xg
sledi da postoji § > 0 tako da vazi implikacija:

z € [a,b) Az —x0| <6 = |f(z) — f(z0)] <e. (1.83)
Neka je Az # 0 takvo da xg + Az € [a,b]. Kako je f;;ﬁAx dt = xo + Az —

1 :):0+A:): 1 I0+AI
xo = Az, to je Aa:/xo dt =11 stoga, Ax/xo f(zo)dt = f(xo). Odavde

(koriste¢i prvu nejednakost u (1.60)) dobijamo

JERET p(t)dt
Ax

f;oo-‘rAz f(t)dt _ f;foo—irAa; f(xo)dt
Ax
E?AWﬂﬂ—f@@M4
|Az|
ﬁ?ﬂﬂﬂw—fwmm]
N |Az| '

‘F(azo + AA:Z —Flw) _

— f(zo)

(1.84)

Neka je Az # 0 takvo da xo + Az € [a,b] i neka je jos |[Az| < §. Tada za t iz
segmenta sa krajevima u xg i xg + Az vazi t € [a,b] (jer xo, zo + Ax € [a,b]) i

|t — x| < |Az| <6,

pa na osnovu (1.83) sledi

|f(t) = f(zo)| <e (1.85)
Sada iz (1.84) i (1.85) (koriste¢i drugu nejednakost u (1.60)) dobijamo

To+Ax
F(zo + Az) — F(zg) fao)| < L2 f () = f (o) ldt _ eleo + Az — x| _
Az 0= |Az| = | Az

F(zo + Az) — F(x0)

Za slucaj da je xg € (a,b), ovo znaci da je lim = f(zo), tj,
Fla+ Az) — F(a
/ . ~ . . _ ~ . . .
F'(z9) = f(z0), dok za slucaj da je zg = a, ovo znaéi Aglcgnw A =
. : : . F+ Az) - F(b)
tj. F' (a) = . Ak k zo = b, ond 1 =
f(a), tj. Fi(a)= f(a) 0 je pak 2o = b, onda imamo  lim As

f(0), tj. FL(b) = f(b). W
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Podsetimo se definicije primitivne funkcije:

Sa I oznacavamo je jedan od intervala oblika [a,b], [a,b), (a,b], (a,b), (a,+00),
[a, +00), (—o0,b), (—00,b], (—o0,+00), gde su a,b € R. Kazemo da je funkcija
f I — Rneprekidna na I, ukoliko je neprekidna u svakoj unutrasnjoj tacki intervala
I, za slucaj da a € I, neprekidna zdesna u a, i za slucaj da b € I, neprekidna sleva
u b.

Definicija 1.52. Za funkciju F' : I — R kazemo da je primitivna (prvobitna)
funkcija funkcije f na intervalu I ako vazi sledece:

(i) funkcija F' je neprekidna na intervalu I;

(ii) funkcija F' u svakoj unutrasnjoj tacki x intervala I ima izvod i pri tom je F'(z) =
().

Ako levi kraj intervala, tacka a, pripada intervalu I, onda je primitivna funkcija
F neprekidna zdesna u tacki a ali u tacki a moze i ne mora da ima jednostrani
izvod. Za slucaj da ima desni izvod u tacki a, ovaj izvod se ne mora poklapati sa
vrednoséu funkcije f u tacki a.

Teorema 1.53. Ako je funkcija f : |[a,b] —> R integrabilna na segmentu |[a,b]
i neprekidna na intervalu (a,b), onda je F(x f f(z)dz primitivna funkcija
funkcije f na segmentu |a,b].

Dokaz. 1z integrabilnosti funkcije f na segmentu [a,b] na osnovu Teoreme 1.50
sledi da je funkcija F' neprekidna na segmentu [a,b], dok iz neprekidnosti funkcije
f u svakoj unutrasnjoj tacki x segmenta [a,b] na osnovu Teoreme 1.51 vazi da je
F'(xz) = f(z). Prema tome, F' je primitivna funkcija funkcije f na segmentu [a, b].
|

Napomenimo da ako je funkcija f : [a, b] — R neprekidna na intervalu (a, b), onda
je integrabilnost ove funkcije na segmentu [a, b] ekvivalentna njenoj ograni¢enosti na
[a, b], sto sledi iz napomene na kraju sekcije 1.6 i Teoreme 1.7.

Posledica 1.54. Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b], onda je F(x) =
i) ax f(z)dz primitivna funkcija funkcije f na segmentu [a,b].

Dokaz. 1z f € C|a, b], na osnovu Teoreme 1.26, sledi da je f integrabilna na segmentu
[a,b], pa iz Teoreme 1.53 dobijamo da je F(z f f(x)dx primitivna funkcija
funkcije f na segmentu [a,b]. B

Prema tome, ako je f € Cla,b], tada je

/ FO)dt = f(z), = € [a,b], (1.86)

tj. operacija integraljenja sa pomenljivom gornjom granicom primenjana na neprekidnu
funkciju daje primitivnu funkciju, Sto znaci da je ta operacija inverzna operaciji
diferenciranja'?

BFormula (1.86) je poznata pod nazivom formula diferenciranja odredenog integrala po gornjoj
granici.
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Bilo koja primitivna funkcija ® neprekidne funkcije f na segmentu [a, b] razlikuje
se od funkcije F(z) = [ f(t)dt za konstantu, tj. oblika je:

() :/xf(t)dt+C, 2 € [a,b].

Tako dobijamo vezu izmedu neodredenog i odredenog integrala:

/f(x)d:n: /;f(t)dthC, s € ab]

Teorema 1.50 i Teorema 1.51 pokazuju da operacija integraljenja sa promenljivom
gornjom granicom ”poboljSava” osobine funkcije, naime od integrabilne funkcije na
segmentu, dobija se neprekidna funkcija, dok se od neprekidne funkcije dobija difer-
encijabilna. S druge strane, operacija diferenciranja dovodi do ” pogorsanja” svojstva
funkcije. Tako, na primer, izvodna funkcija neprekidne funkcije moze biti funkcija
koja ima tacke prekida. Primer koji to ilustuje je sledeca funkcija:

1
2 .
z“sin —, z # 0,
flz) = x 7

0, z = 0.
Funkcija f je neprekidna na skupu R i ima izvod u svakoj tacki € R (neprekidnost
inace sledi iz diferencijabilnosti). Naime, za x # 0 je f/(x) = 2zsin — — cos — i

x x

9 . 1

, - fl@)—flo) wsing
fo) = I =l — =

= lim <a:sin1> =0.
x—0 x

1 1
Buduéi da ne postoji ni lim cos — ni lim cos —, zaklju¢ujemo da ne postoji
z——0 X z—+40 x

ni lim f/(z) ni lim f’(z), pa izvodna funkcija f’ nije neprekidna u 0 (0 je tacka
z——0 z—4-0

prekida druge vrste izvodne funkcije).

Iz formule (1.86) se moze dobiti formula diferenciranja po donjoj granici. Neka
je funkcija f;[a,b] — R integrabilna na segmentu [a,b]. Tada je za svako = € [a, b]
definisana funkcija

b
Gla) = [ st
pri ¢emu iz jednakosti
b T b
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ F(t)dt = F(z) + G(x),

dobijamo

b
G(z) = / F(t)dt — F(x). (1.87)
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Ako je funkcija f neprekidna u tacki x € [a,b], onda na osnovu Teoreme 1.51
funkcija F' ima izvod u toj tacki, pa iz jednakosti (1.87) sledi da i funkcija G ima
izvod u toj tacki i pri tom vazi jednakost

G'(z) = —F'(z) = — f(z),
.
b
;;/I F(t)dt = —f(2). (1.88)

Iz formula diferenciranja integrala neprekidne funkcije po donjoj i gornjoj granici,
(1.86) i (1.88), sledi da svaka funkcija neprekidna na nekom intervalu I (I moze
biti oblika [a,b), (a,b], (a,b), (a,+00), [a,+00), (—o0,b), (—00,b], (—00, +00), gde
su a,b € R) ima primitivnu funkciju na tom intervalu. Zaista, neka je, na primer,
funkcija f definisana i neprekidna na intervalu I = (a,b), neka je xo € (a,b) i

Flz) = / " ftyr.

Za x > x¢ iz formule (1.86) sledi da je F'(x) = f(z). Ako je x < x¢, onda iz formule
(1.88) sledi

= ([ :f(t)dt>/ (- f(t)dt>/ = (@) = f).

Prema tome, F je primitivna funkcija funkcije f na intervalu (a,b).

Njutn-Lajbnicova formula

Teorema 1.55. Neka je funkcija f integrabilna na segmentu [a,b] i neprekidna na
intervalu (a,b). Ako je ® proizvoljna primitivna funkcija funkcije f na segmentu
[a,b], onda je

b
/ f(z)dz = &(b) — ®(a). (1.89)

a
Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.53 funkcija F(z) = [ f(t)dt je primitivna funkcija
funkcije f na segmentu [a, b]. Kako je i ® primitivna funkcija funkcije f na segmentu
[a,b], to se F'i ® razlikuju za konstantu na segmentu [a, b], odnosno postoji C' € R

tako da je
F(z)=®(z)+C, z € [a,b],

. )
/ F(t)dt = D(2) + C, € [a,b].

Stavljajuéi u prethodnoj jednakosti = a dobijamo

0= /af(t)dt — B(a)+C, « € [a1)],
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odakle sledi C' = —®(a). Prema tome,

/ F(H)dt = B(x) — ®(a), = € [a,0],
odakle za x = b dobijamo jednakost (1.89). W

Formula (1.89) se zove Njutn-Lajbnicova formula. Zbog kratkoce zapisa, za izraz

b

®(b) — ®(a) upotrebljavamo oznaku ®(x)| ,
a

piSe u obliku

pa se Njutn-Lajbnicova formula Cesto

b b
| st =)

Pll;imetimo da Njutn Lajbnicova formula vazi i kad je a > b, jer u ovom slucaju je
fa f(x)dx = — fb x)dxr = —(®(a) — ®(b)) = ©(b) — P(a).

Teorema 1.56. Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] i neka je ®
proizvoljna primitivna funkcija funkcije f na segmentu [a,b]. Tada vazi Njutn-
Lajbnicova formula.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.26 sledi da je f € R[a,b]. Sada na osnovu Teoreme
1.55 sledi formula (1.89). W
nnn

4
Primeri 1.57. (i) Kako je [23dz = % + C, na osnovu Njutn-Lajbnicove formule

dobijamo

4

2 4 4 4 4 4

3 43 34 ot _ 81 16 _ 65
/ 2dr = z ‘
2

(i) Iz [ % =1In|z| + C sledi

8
d 8
—wzln\:d’ :ln8—ln2:1n§:1n4. o
2

Teorema 1.58. Neka je f € Rla,b], F € Cla,b] i neka je F'(x) = f(x) za sve
x € [a,b] sa izuzetkom konacéno mnogo tacaka. Tada vazi Njutn-Lajbnicova formula:

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Dokaz. Neka su ay,...,an € [a,b] tacke u kojima ne vazi jednakost F'(z) = f(z).
Neka je (P,) niz podela segmenta [a, b], P, = {:z:o gn), e ,a:,(qz)}, a= xén) <<

x,gn) = b, n € N, takav da je T}Ln;o d(P,) = 01i da tacke ay,...,an € [a,b] pripadaju

svakoj podeli P,, n € N. Tada je na svakom segmentu [wﬁﬁ)l,xl(")}, 1 =1,...,kn,
n € N, funkcija F' neprekidna, a u unutrsnjim tackama segmenta difrencijabilna, te
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ispunjava uslove Lagranzeve teoreme, na osnovu koje onda sledi da postoji tacka
51-(") € (x(n) m(n)) za koju vazi jednakost

1—177%

Fai™)y = F@") = F/(e™) @™ — ™) = FIe™)azl™, i=1,... k. (1.90)

Kako fz-(n) ¢ P, to §Z-(n) ¢ {ay,...,an}, paje F’(fi(n)) = f(fz.(n)). Sada iz (1.90) sledi

F@™) = F@™) = 1™zl i=1,... k. (1.91)

11—

Sabirajuéi jednakosti u (1.91) dobijamo

kn kn
S (FEM) - F)) =3 fe)aa. (1.92)
=1 =1

Suma na levoj strani jednakosti u (1.92) je jednaka razlici F'(b) — F(a), dok je suma
na desnoj strani integralna suma funkcije f koja odgovara podeli P, i izboru tacaka
) = (én)7 . ,§](€:)). Prema tome,

F(b) — F(a) = o(f, P,, ™). (1.93)

Kako je funkcija f integrabilna na segmentu [a,b], a (P,) niz podela ¢ji dijametar
tezi 0, to je lim o(f, Py, &) = f; f(x)dx. Zato prelaskom na limes u jednakosti
n—oo

(1.93) kad n — oo, dobijamo F(b) — F(a) = f: f(z)dz. W

Definicija 1.59. Za funkciju f : [a,b] — R kazemo da je glatka ili neprekidno
diferencijabilna na segmentu [a,b] ako ima neprekidan izvod na segmentu [a, b]. Pri
tom se pod izvodom u tacki a podrazumeva desni izvod u tacki a, dok se pod
izvodom u tacki b podrazumeva levi izvod u ovoj tacki.

Prema tome, funkcija f je glatka na segmentu [a, b] ako je neprekidna na [a, b],
ima neprekidan izvod na (a,b) i postoje kona¢ne graniéne vrednosti lin}r o f(x)
T—a

i hIglO f'(z) (na osnovu Tvrdenja 4.61 i 4.62 ove grani¢ne vrednosti su jednake,
T—b—

respektivno, desnom izvodu u tacki a i levom izvodu u tacki b, tj. vaze jednakosti:
lim f'(z) = fi(a), lirbnof’(x) = f.(b).) Sa Cl[a,b] oznacavamo skup svih
T—b—

z—a+0
glatkih funkcija na segmentu [a, b].

Neka je funkcija f : [a,b] — R je deo po deo neprekidna na segmentu [a,b]. To
znac¢i da postoji podela P = {zq,...,2,} (a = 29 < -+ < z,, = b) segmenta [a, b]
tako da je funkcija f neprekidna na svakom intervalu (x;_1,x;) i postoje konacéne
grani¢ne vrednosti

fl@ici+0)=_lim f(z)

x—x;—1+0

flai=0)=lim f(z).

T—T;—
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Neka je
f(z), zi1 <o < @,
filz) = ¢ flzi-1 +0), T =i (1.94)
f(x; —0), T = ;.

Definicija 1.60. Ako je svaka od funkcija f;, i = 1,2,...,n, glatka (neprekidno
diferencijabilna) na segmentu [x;_1, z;], onda za funkciju f kazemo da je deo po deo
glatka ili deo po deo neprekidno diferencijabilna na segmentu [a, b].

Prema tome, funkcija f je deo po deo glatka funkcija na segmentu [a,b] ako

i samo ako postoji podela P = {zg,...,z,} (a = zg < --+ < x, = b) segmenta

[a,b] tako da je funkcija f neprekidna zajedno sa svojim izvodom na svakom od

intervala (x;_1,2;), ¢ = 1,...,n, i postoje konacne grani¢ne vrednosti f(z;—1+0) =

lim  f(x), f(zi—0) = lim f(z), flai1+0)= lim fix)if(s—0)=
z—x;—0 z—xi—1+0

z—x;—1+0

lim Of’(m) (Buduéi da se funkcije f i f; poklapaju na intervalu (x;—1,x;) sledi da
T—T;—

je lim f(z)= lim f/(z)i lm f'(z) = lim f/(z) i kako je funkcija
rx—x;—1+0 rx—x; —1+0 x—x; —0 rz—x; —0
fi neprekidna zdesna u tacki z;_1 i sleva u ta¢i z;, na osnovu Tvrdenja 4.61 i 4.62
imamo da je lim f/(z) = (fi) (xi—1) 1 lim f/(z) = (fi)_(z;). Prema tome,
x—x;—1+0 x—x; —0

vaze jednakosti

fi(zio1 + Ax) — fi(wi—1)

1 / p— 1 ./ p— N , N 1
o 1o fle) = ™ 1o file) = (fi) (wi0) A Ax
_ oy fxiz1 + Az) — f(zi—1 +0)
= i
Az—+0 Azx

filzi + Az) — fi(xi)

lim f(z) = lim fi(x)=(fi)"(z) = | lim

z—x;—0 T—T;— Axz——0 Ax
— lim f(z;i + Ax) — f(x; — 0) )
Az——0 Ax

Ako za deo po deo glatku funkciju f : [a,b] — R vazi jos i da je neprekidna na
segmentu [a,b], onda postoji podela P = {xg,...,z,} (a = 290 < -+ < 2, = b)
segmenta [a,b] tako da je izvodna funkcija f’ neprekidna na svakom od inter-

vala (z;_1,2;), i = 1,...,n, postoje konacne grani¢ne vrednosti  lim Of’(a:) i
T=Ti—1+

lim f/(z) i vaze jednakosti
rx—x;—0

. / o T f(xi—l + A.Z‘) — f(wi—l)
x—>};;1£11+of (z) = fi(zi1) = Aglcgnw Az

. / N 1 [z + Az) — f(x;)
i o) = ) = i HE I
Primetimo da se u ovom sluc¢aju funkcija f; definisana u (1.94) poklapa sa funkcijom
f na segmentu [x;_1,x;].
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Primer 1.61. Funkcija

T+ 2, -3<zr<—1,

2

xe, —1<x<?2
F@=9 5", 9<asc<s

1, x = 3.

je deo po deo glatka na segmentu [—3, 3]. Zaista, uo¢imo podelu P = {-3,—1,2,3}
segmenta [—3, 3]. Funkcija f je neprekidna na intervalima (—3,—1), (—1,2) i (2,3),
i postoje kona¢ne grani¢ne vrednosti: f(—3+0) = —1, f(-1-0) =1, f(-1+0) =1,
f(2—=0)=4, f(2+0) =3, f(3—0) =2, a takode i izvodna funkcija

1, —JI<r<—1,
fl(x) =4 2z, —-l<zx<2
-1, 2 <x <3,

je neprekidna na svakom od intervala (—3,—1), (—1,2) i (2,3) i postoje konacne
grani¢ne vrednosti: f/(=3+0) = lim f'(z)=1, f'(-1-0)= lim f'(z)=
z——340 z——1-0
L f(-140) = lim fla) = -2, F(2-0) = lim f(e) = 4, f(2+40) =
z——140 z—2-0

. NN 1t ) T oy

Jim f@) =11 f(3-0)= lim f() =1
Sliéno, funkcija

x4+ 2, -3z < -1,
g(z) = ¢ 22 -1<zx<2
6 —x, 2<x<3.

je neprekidna i deo po deo glatka na segmentu [—3, 3].

Teorema 1.62. Neka je g neprekidna deo po deo glatka funkcija na segmentu |a, b].
Tada je

b
[ d@de =) - g(a). (1.95)

Dokaz. Buduéi da je g neprekidna deo po deo glatka funkcija na segmentu [a, b],
postoji podela P = {zg,...,2,} (a = xo < --- < z,, = b) segmenta [a,b] takva da
je izvodna funkcija ¢’ neprekidna na svakom od intervala (x;_1,2;), i =1,...,n, i
da postoje konacne grani¢ne vrednosti  lim ¢'(z) = ¢ (x;—1) 1 lim ¢'(z) =
T—x;_1+0 T—x;—0

9" (z;). Funkcija ¢’ nije definisana u tackama x1,...,z,—1 (pod izvodom u tacki a

se podrazumeva desni izvod u tacki a, dok se pod izvodom u tacki b podrazumeva
levi izvod u ovoj tacki). Medutim, ma kako da definisemo funkciju ¢’ u tim tackama,
dobi¢emo deo po deo neprekidnu funkciju koja je na osnovu Teoreme 1.49 integra-
bilna na segmentu [a,b] i na¢in na koji smo dodefinisali ovu funkciju u tackama
Z1,...,ZTp—1 Ne utie na vrednost integrala na osnovu Leme 1.48 (zbog toga u inte-
gralu ff ¢'(z)dx funkciju ¢’ mozemo ostaviti i nedefinisanu u tackama x1, ..., z,—1).
Ako stavimo da je f = ¢/, a F = g, onda je f integrabilna na segmentu [a,b], a F'
neprekidna na [a,b] i F'(x) = f(z) za sve z € [a,b] sa izuzetkom kona¢no mnogo
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tacaka x1,...,2,—1. Sada na osnovu Teoreme 1.58 sledi f; f(z)dx = F(b) — F(a),
tj. vazi formula (1.95). W

Dokaz. 11 nacin: Buduéi da je g neprekidna deo po deo glatka funkcija na seg-
mentu [a, b], postoji podela P = {xo, ., 2p} (@ =29 < -+ < xp, = b) segmenta
[a, b] takva da je izvodna funkcija ¢’ neprekldna na svakom od intervala (x;_1,x;),

i = 1,...,n, i da postoje kona¢ne grani¢ne vrednosti  lim Og’(az) = ¢ (zi—1)
T=T;—1+

i lim g( ) = ¢’ (z;). Funkcija ¢’ nije definisana u tackama x1,...,2,-1 (pod
T—T;—

1zv0d0m u tacki a se podrazumeva desni izvod u tacki a, dok se pod izvodom u
tacki b podrazumeva levi izvod u ovoj tacki). Definisemo funkciju ¢’ u tim tackama
na proizvoljan nac¢in, dobi¢emo deo po deo neprekidnu funkciju koja je na osnovu
Teoreme 1.49 integrabilna na segmentu [a, b] i takode na svakom segmentu [z;_1, ],
i =1,...,n (na¢in na koji smo dodefinisali ovu funkciju u tackama z1,...,z,_1 ne
uti¢e na vrednost integrala na osnovu Leme 1.48 i zbog toga u integralu f; g (z)dx
funkciju ¢’ mozemo ostaviti i nedefinisanu u tackama x1,...,2,-1). Funkcija g je
neprekidna na segmentu [z;_1, z;] i u unutrasnjim tackama ovog segmenta ima izvod,
pa je g primitivna funkcija funkcije ¢’ na segmentu [z;_1, z;] i bududi da je funkcija ¢’
integrabilna na [z;_1,z;] i neprekidna na intervalu (z;_1, z;), to primenom Teoreme
1.55 zakljucujemo da vazi jednakost

/ J(@)dz = g(ai) — gl@i1), i=1,...,n.

i—1
Odavde sabiranjem dobijamo

n

> /x g (@)de = (g(x:) — g(xi-1) (1.96)

i=1 v Ti-1 i=1
Kako je f g (z)dx = ZZ ) 9211 g (z)dzx i Z?:l(g(g:i) —g(zi_1)) = g(b) — g(a), to iz
(1.96) dobijamo jednakost (1.95). W

1.8 Smena promenljive

U sledecoj teoremi dajemo formulu smene promenljive kod odredenog integrala.

Teorema 1.63. Neka je funkcija f : (a,b) — R neprekidna na intervalu (a,b),
funkcija ¢ : (o, B) — R neprekidno diferencijabilna na intervalu (o, 8) i za sve
t € (a,p) vazi p(t) € (a,b). Tada, ako ag,Bo € (o, ) i ako je p(ap) = ag i
©(Bo) = bo, onda je

bo Bo
fl@)dz = [ flo(t)¢ (t)dt. (1.97)

aop aQ
Dokaz. Bududi da je p((a, 5)) C (a,b), to je na intervalu (o, 3) definisana kompozi-
cija foy. Funkcija ¢ je neprekidna na intervalu (o, 3) jer je diferencijabilna na ovom
intervalu, i bududi da je i f neprekidna funkcija na intervalu (a,b), sledi da je kom-
pozicija fop neprekidna na intervalu (o, 3). Stoga je i funkcijat — f(o(t))¢'(t), kao



1.8. Smena promenljive 53

proizvod neprekidnih funkcija ¢ — f(p(t)) it — ¢'(t) na intervalu («, ), neprekidna
na tom intervalu. Prema tome, podintegralne funkcije kod oba integrala u formuli
(1.97) su neprekidne, pa oba integrala postoje.

Neka je F' proizvoljna primitivna funkcija funkcije f na intervalu (a, b) (funkcija
f je neprekidna na intervalu (a, b) i stoga ima primitivnu funkciju na tom intervalu).
Kompozicija F o ¢ je definisana na intervalu (a, 3) i za svako t € («, 3) vazi da je'4
(Fop)(t)=F (o) (t) = fp)¢'(t) , te je F o p primitivna funkcija funkcije
t — f(p(t)¢'(t) na intervalu (o, 8). Stoga na osnovu Njutn-Lajbnicove formule
(Teorema 1.56) sledi

Bo
Fle()¢' (t)dt = (Fop)(Bo)—(Fow)(an) = F(p(Bo))—F (¢(a0)) = F(bo)—F(ao)
" (1.98)
i b
f(z)dz = F(by) — F(ao). (1.99)

Iz (1.99) i (1.98) sledi (1.97). W

Primetimo da formula (1.97) vazi kako za slucaj da je ap < (o, tako i za slucaj
da je ag > Bo. Takode, za neke tacke t iz intervala, sa krajevima u g i 5y, vrednosti
funkcije ¢(¢) mogu i da ne pripadaju segmentu [ag, bo].

Sledece tvrdenje dajemo bez dokaza.

Teorema 1.64. Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b]. Neka
je funkcija ¢ neprekidno diferencijabilna na segmentu sa krajevima o i 3, neka je
njen kodomen segment [a,b] i neka je pri tome p(a) = a i o(3) = b.15 Tada je

b B
/ f(@)de = / F )¢ (D). (1.100)

Napomenimo i ovde da formula (1.100) vazi kako za slucaj da je o < j3, tako i
za slucaj da je a > .

Kao i kod formule smene promenljive kod neodredenog integrala, formule (1.97)
i (1.100) je moguce primenjivati, kako sleva udesno, tako i zdesna ulevo. Medutim,
za razliku od formule smene promenljive kod neodredenog integrala, gde smo imali
”yrac¢anje na staru promenljivu”, ovde toga nema, jer je cilj naci broj koji je, kao s$to
smo videli u dokazu Teoreme 1.63, jednak vrednosti svakog od razmatranih integrala
formule (1.97) ((1.100)).

“Funkcija ¢ ima izvod u svakoj tacki intervala (o, 8). Funkcija F ima izvod u svakoj tacki
intervala (a,b), a za sve t € (o, ) je ¢(t) € (a,b), pa funkcija F ima izvod u tacki ¢(t) za sve
t € (o, B). Stoga na osnovu teoreme o izvodu slozene funkcije sledi da funkcija F' o ¢ ima izvod u
svakoj tacki ¢t € (a, B) 1 da je

(Fog)(t)=F'(o(t)e'(t) = f(o(t)& ().

157Zbog neprekidnosti funkcije ¢ na segmentu sa krajevima a i 8, na osnovu Bolcano-Kosijeve
teoreme, sledi da je ¢ surjekcija.
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Primer 1.65. Za izracunavanje f02 *” zda primeni¢emo formulu (1.97) zdesna ulevo
(ovde ulogu promenljive ¢ ima promenljiva x):

x2:y=>2$dx:dy=>xdx:%dy

2
/e$2xdx = r=0=y=0
0 r=2=—y=4

1 [ 1.4 et—1
= — yd = Y = .
2/0e Y7990 T T

Primer 1.66. Izracunajmo [* /1% — 22dx.

Ovog puta formulu (1.100) primenjujemo sleva udesno. Koristimo smenu z =
rsint. Da bi bilo z = —r (z = r), tj. rsint = —r (rsint = r), tj. sint = —1
(sint = 1) dovoljno je da bude t = —% (¢ = §). Funkcija ¢ +— rsint je neprekidno
diferencijabilna na segmentu [—7, 7] i ovaj segment slika na segment [—7,7], gde
je funkcija  — v/r2 — 22 neprekidna. Sada primenom Teoreme 1.64, tj. formule
(1.100) sleva udesno, dobijamo:!®

™

T % z
/ Vr2—z?dx = / \/r2—r28in2trcostdt:r2/ | cost|costdt
L _ _

us
2
us

2
= ’]"2/

%
t 1
= 7"2 <2 — 4SIH2t>

1
Primer 1.67. Izracunajmo [2, v1 — z2dx.
2

us
2

31 ot
cos2tdt:r2/2 +C%alt

_rz(z_(_z»_u
-z \4 47) 27

Wl

Koristimo smenu z = sint. Naime, za ¢(t) = sint imamo da je p(—§) =
sin(—%) = —3 i ¢(%) = sin(%) = 1. Funkcija ¢ je neprekidno diferencijabilna na
segmentu [—%, | i ovaj segment slika na segment [—%, %], gde je funkcija f(x) =

16\ ogli smo postupiti i na sledeéi nacin:

Da bi bilo x = —r (z = 7), tj. rsint = —r (rsint = r), tj. sint = —1 (sint = 1) dovoljno je
da bude t = 37” (t = ). Funkcija t — rsint je neprekidno diferencijabilna na segmentu [7, 37”] i
ovaj segment slika na segment [—r, 7], gde je funkcija  — v/r2 — 22 neprekidna. Sada primenom

formule (1.100) sleva udesno dobijamo:

r % %
/ Vr2 —z2dr = / V72 —r2sin?t rcostdt:rz/ | cost| cost dt
37 3m
-r 2 2

3
2
= —r /
™
2

3z
% 14 cos 2t
= 7’2/ COSQtdt:T‘Q/ ﬁdt
Bl

x 2
i
= r

3w

2
| cost|costdt = —7"2/ (—cost)costdt

(9]
wff

—lsin2t 377(—7"2 sm_m —7,2—”
4 = 4 4) 27

)

N |
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V1 — 22 neprekidna. Sada primenom Teoreme 1.64, tj. formule (1.100) sleva udesno,

dobijamo:

1
/2 V1—zx2dx

D=

3 3
s 51 2
/6 COSQtdt:/G —i_c%dt
-5 -5
t 1 % 1 1
gl 4G () (g - ()
3
T V3
6 4

s —
/ V1 —sin“t costdt =

™

s
/ | cost| cost dt

Primetimo da je moguce birati interval za ¢ tako da za neke tacke ¢ iz tog intervala

vrednosti funkcije ¢(t) = sint mogu i da ne pripadaju segmentu |

11

5+ 5)- Na primer,

e2r — Z) = sin(2r — F) = —1 i p(%) =sin(Z) = L i u nekim tackama intervala
[%, 2m — %] funkcija ¢ ima vrednosti koje ne pripadaju intervalu [—%, %] (funkcija ¢

slika segment [%, 27 —

us
6

| na segment [—1, 1]). Primenom Teoreme 1.63, tj. formule

(1.97) sleva udesno, dobijamo:

=

SIENY

Lﬂ'g

| cost|costdt = —/

— (/2 |cost|costdt—|—/2 |cost|costdt—|—/
§ 3 5
s -

— (/ COSQtdt—/ cothdt—i—ﬂ cosztdt>
6 2 2

/’5 1+ cos 2t
™ 2
6

1 ™
/2 V1—22dx = ‘ V1 —sin?t costdt

2#*%
s
271'75

| cost|costdt

™

6

3m 2n—%

| cost|cost dt)

dt—/zﬂ_g 1+ cos 2t gt
3

27

dt—i—/gg 1 + cos 2t
z 2
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1.9 Parcijalna integracija

Teorema 1.68. Neka su funkcije u i v neprekidno diferencijabilne na segmentu
[a,b]. Tada je

b b
/ w(@)dv(z) = [ulz)v(@)]’ - / o(z)du(z). (1.101)
Dokaz. Koristeéi formulu za izvod proizvoda dobijamo
(u(z)v(z)) =/ (z)v(x) + u(z)v' (z), x € [a,b].

Sve funcije u prethodnoj formuli su neprekidne na segmentu [a,b], pa su inte-
grabilne, tj. postoje integrali f;(u(fn)v(m))’d:ﬂ, ff u(x)v(z)de = fjv(x)du(x) i

f;u(x)v’(:z:)dx = f; u(z)dv(z), 1 na osnovu Tvrdenja 1.33 vazi jednakost:

b b b
/(u(a:)v(a:))’dac:/ v(m)du(x)—i—/ u(z)dv(z). (1.102)

Kako je funkcija (uv)’ neprekidna na segmentu [a,b] i da je uv njena primitivna
funkcija na tom segmentu, na osnovu Njutn-Lajbnicove formule (Teorema 1.56)
sledi da je

b
/ (u(z)v(z)) dz = [u(z)v(z)]2. (1.103)
Sada iz (1.102) i (1.103) sledi formula (1.101). W

Primer 1.69. Izracunajmo f12 In zdz. Buduéi da su funkcija u(x) = Inziv(z) =z
neprekidno diferencijabilna na segmentu [1,2], to primenom formule (1.101) dobi-
jamo

2 2 2
/ lnxdx—xlnm’l—/ dr =2In2—-Inl1—-1=2In2 - 1.
1 1

Teorema 1.70. Neka su funkcije u i v neprekidne deo po deo neprekidno diferen-
cijabilne na segmentu [a,b]. Tada je

b b
/ w(@)dv(z) = [u(@)o()]t — / o(z)du(z). (1.104)

Dokaz. Dokaz izvodimo kao i dokaz Teoreme 1.68. Funkcije v’ i v/ nisu definisane
evetualno u kona¢no mnogo tacaka segmenta [a, b], ali kako god da ih dodefinisemo
u tim tackama, dobi¢emo deo po deo neprekidne funkcije, a takode ¢e i funkcije
(uwv)’; wv' 1 v'v biti deo po deo neprekidne i stoga i integrabilne na segmentu [a, b]
(Teorema 1.49). Iz jednakosti (u(x)v(z)) = o/ (z)v(z) + u(z)v'(z), = € [a,b] sledi

b b b
/(u(:z:)v(:z:))’dx:/ v(x)du(x)—i—/ u(z)dv(z). (1.105)
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Buduéi da su funkcije u i v neprekidne deo po deo glatke na segmentu [a, b], onda
je 1 njihov proizvod uv neprekidna deo po deo glatka funkcija na segmentu [a, b], pa
na osnovu Teoreme 1.95 sledi

b
/ (u(x)v(z)) dzr = [u(z)v(z)]2. (1.106)

Iz (1.105) i (1.106) sledi formula (1.104). W

1.10 Druga teorema o srednjoj vrednosti

U ovoj sekciji ¢emo koristiti formulu parcijalne integracije da bismo dokazali jos
neka svojstva odredenog integrala.

Lema 1.71. Neka je f neprekidna, a g rastuca, nenegativna i glatka funkcija na
segmentu [a,b]. Tada postoji & € [a,b] tako da je

b b
[ @@z = gv) [ sy, (1.107)
a 3

Dokaz. Neka je F(z) = f; f(t)dt, x € |a,b]. Bududi da je f neprekidna na segmentu
[a,b], sledi da je F diferencijabilna na segmentu [a,b] i na osnovu formule (1.88)
sledi F'(x) = —f(x). Sada na osnovu formule parcijalne integracije primenjene na
funkcije g i F' koje su neprekidno diferencijabilne na segmentu [a, b], dobijamo

b | dv(z) = f(o)de = v(z) = [ f(z)dx = —F(x)
/a fla)g(z)de = ‘ u(z) = g(x) = du(x) = ¢'(x)dx

b
= (~g@)F@)| + / F(2)g (z)dz

a

b
— ~WOF®) - 9@ F(@) + | )@
b
= g(a)F(a)—{—/ F(x)g'(z)dz, (1.108)

jer je F(b) = [ f(t)dt = 0.

Buduéi da je funkcija F' neprekidna na segmentu [a, b], na osnovu Vajerstrasove
teoreme sledi da na segmentu [a,b] dostize svoj supremum i infimum. Neka je
M = max F(z)im= CL1r<ngir<1bF(:(:). Tada je

a<x<b
m < F(z) <M, x € [a,b], (1.109)
i prema tome,
m < F(a) < M. (1.110)

Funkcija g je nenegativna, pa je g(a) > 0. Mnozeéi nejednakost (1.110) sa g(a)
dobijamo
mg(a) < g(a)F(a) < Mg(a). (1.111)
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Kako je g rastuca i diferencijabilna funkcija na segmentu [a, b], to na osnovu Teoreme
?? i komentara nakon ove Teoreme sledi da je ¢'(x) > 0, x € [a,b]. Stoga iz (1.109),
mnozenjem sa ¢'(x) dobijamo

my'(z) < F(x)g'(z) < Mg'(x), € [a, 1],

odakle zbog monotonosti odredenog integrala (Tvrdenje 1.38) sledi

b b b
m/ g'(m)d$§/ F($)g’(x)dx§M/ g (z)dw. (1.112)

Kako je funkcija g glatka, to je ¢’ neprekidna na segmentu [a,b], pa na osnovu
Njutn-Lajbnicove formule (Teorema 1.56) sledi

b
| o @)de =) - g(a). (1.113)

Iz (1.112) i (1.113) sledi

b
m(g(b) — g(a)) < / F(2)g (x)dx < M(g(b) — g(a)). (1.114)

Sada iz (1.111) i (1.114) sabiranjem dobijamo

b
mg(a) +mg(b) - 9(@) < 9(@)F(a) + | Fla)g/(a)ds < Mg(a) + M(g0) - g(a)

sto zajedno sa (1.108) daje

b
mg(b) < / f(2)g(x)dz < Mg(b). (1.115)

Ako je g(b) = 0, onda zbog monotonosti i nenegativnosti funkcije g na segmentu
[a,b] sledi 0 < g(a) < g(z) < g(b) za sve = € [a,b], pa je g(x) = 0 za sve x € [a, b
i jednakost (1.107) vazi za svako £ € [a,b]. Pretpostavimo sada da je g(b) > 0.
Deljenjem nejednakosti (1.115) sa g(b) dobijamo

e 2 f(a)g(z)dz
- g(b)

Sada primenom posledice Bolcano-Kosijeve i Vajerstrasove teoreme (Posledica ?7)
na funkciju F' koja je neprekidna na segmentu [a, b], dobijamo da postoji £ € [a, b]

b b
tako da jo F(€) = M(:g”gg)(f”)d‘f’ G, J0 f(a)ds = W

(1.107). M Sledeta teorema je poznata pod nazivom druga teorema o srednjoj
vrednosti.

< M.

i vazi jednakost
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Teorema 1.72. (Bonel'”) Neka je f neprekidna, a g monotona i glatka funkcija na
segmentu [a,b]. Tada postoji & € [a,b] tako da je

/f x)dr = g(a /f Ydx + g(b /f (1.116)

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je funkcija g rastuéa na segmentu [a,b]. Neka je
h(z) = g(x)—g(a), = € [a,b]. Funkcije h je rasuca, nenegativna i glatka na segmentu
[a, b], te se na nju moze primeniti prethodna lema i postoji { € [a, b] tako da je

b b
[ @) =nts) [ fa)do
a 13
Stavljajuéi u poslednjoj jednakosti h(z) = g(x) — g(a) dobijamo

b b
/ f(z)(g(x) — g(a))dz = (g(b) — g(a))/ f(x)dz
a 3
odakle sledi

/a fag@)dr = gla) / ’ fa)da + g) /g ' f{a)da - g(a) /£ ' fa)da
_— ( / ' fla)da /£ bf(ﬂc)dw> T g(0) /£ ' fla)da
¢ b
= 4(a) / f(@)dz + g(b) /g f(2)da

Ovim je dokaz gotov za slucaj da je g rastuca funkcija na [a, b]. Ako je g opadajuéa
funkcija na segmentu [a, b], onda je —g rastuca funkcija na [a, b] i primenom prethodno
dokazanog dela teoreme na funkcije f i —g, zaklju¢ujemo da postoji £ € [a, b] tako

da je
| /abf@:)(—g(w) / F()da + (- / S

Odavde mnozenjem sa —1 dobijamo formulu (1.116). W

1P, O. Bonnet (1819-1892, francuski matematicar



