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1. Uvod

Modeli za nalazenje optimuma jedne kriterijumske funkcije su obi¢no samo aproksi-
macija realnih problema u kojima donosilac odluke mora da vodi ra¢una o vise ciljeva.
Postoje matematicki modeli i metodi u kojima donosilac odluke analizira i bira resenja
na osnovu vise kriterijuma koji se istovremeno razmatraju. Pritom, kao i u slucaju
jednokriterijumske optimizacije, donosilac odluke implicitno zadrzava slobodu da prih-
vati, promeni ili odbaci resenje dobijeno na osnovu matematickog modela optimizacije.
Metode koje od samog pocetka formiranja matematickog modela za odredeni realni
problem vode racuna o viSe ciljeva istovremeno razvijaju se u oblasti visekriterijumske
optimizacije (VKO). Ovaj deo matematickog programiranja svoj buran razvoj ima od
kraja sedamdesetih godina dvadesetog veka.

Postoji vise razloga koji uticu na to da su problemi VKO sustinski drugaciji u
odnosu na probleme jednokriterijumske optimizacije. Osnovni je u tome Sto se svi
faktori koji uticu na odluku, odnosno svi ishodi koje bi imalo eventualno resenje, pos-
matraju kao kriterijumi c¢ije bi vrednosti trebalo da budu optimalne. Dakle, potrebno
je naci reSenje koje je najbolje po svim razmatranim kriterijumima istovremeno a
¢injenica je da su neki od njih u skoro svim problemima odluc¢ivanja medusobno konflik-
tni. Pored toga, razmatrani kriterijumi mogu po svojoj prirodi biti veoma raznorodni
i izrazeni u razli¢itim mernim jedinicama, od novcanih jedinica, preko jedinica fizickih
velicina, do verovatnoca ili subjektivnih procena datih po nekoj skali koja se formira
za konkretni problem. Sve ovo ukazuje da kona¢no resenje ne moze da se odredi bez
ucesc¢a donosioca odluke.

Zadatke visekriterijumske optimizacije u slucajevima kada se razmatraju vazne od-
luke kao sto su odluke u vezi sa kapitalnim ulaganjima u opremu, karakterise relativno
veliki broj kriterijuma. Sto je broj kriterijuma veéi, zadaci visekriterijumske analize su
slozeniji i tezi. U ovakvim situacijama, u odlu¢ivanju ucestvuje veéi broj pojedinaca ili
grupa i svi oni favorizuju svoje sisteme vrednosti. Radi efikasnijeg analiziranja odluke
i pronalazenja pogodnog resenja vrsi se grupisanje kriterijuma. Uobicajene su sledece
vrste kriterijuma: ekonomski, tehnicki, tehnoloski, socijalni i ekoloski.

1.1 Preliminarije

Tako je linearno programiranje veoma primenljivo u praksi, mnoge probleme iz



prakse je nemoguce adekvatno linearizovati a da se pritom drasticno ne izgubi na
tacnosti. U tom slucaju primenjuju se metodi nelinearnog programiranja. Osim ne-
linearnosti, u mnogim problemima je potrebno na¢i optimum vise od jedne funkcije
cilja. U tom slucaju, moramo resavati problem wvisekriteriyyjumske optimizacije.
Ukoliko sve funkcije cilja imaju optimum u istoj tacki, problem je trivijalan i direktno
se svodi na problem nelinearnog ili linearnog programiranja. U praksi je ova situacija
veoma retka. Postoji vise metoda za resavanje problema visekriterijumske optimizacije
[?7]. Zajednicko svim tim metodima je da se polazni problem na odgovarajuéi naé¢in
svodi na problem linearnog i nelinearnog programiranja.

Visekriterijumska optimizacija se moze posmatrati kao nastavak istrazivanja u kla-
si¢noj (jednokriterijumskoj) optimizaciji, uz izvesna prosirenja. Formalno, osnovno
prosirenje je uvodenje vektorske kriterijumske funkcije, sto dovodi do problema vek-
torskog maksimuma. Sustinski, potrebno je da se prosiri koncept optimalnosti. Razma-
trajuci problem vektorskog maksimuma koncept optimalnosti se zamenjuje konceptom
neinferiornosti (Pareto optimalnosti). Moze se uvesti pojam opsteg (jedinstvenog) kri-
terijuma optimizacije, koji ukljuc¢uje kriterijumske funkcije i preferenciju donosioca od-
luke. ResSenje zadatka visekriterijumske optimizacije koje se dobija prema takvom kri-
terijumu je optimalno. U tom slu¢aju pojam optimalnog resenja iz klasi¢ne optimizacije
moze se zadrzati i u visekriterijumskoj. Medutim, teSkoce se upravo javljaju pri
pokusaju formalizacije takvog jedinstvenog kriterijuma. Zato se u visekriterijumskoj
optimizaciji koriste dve faze ili etape. U prvoj fazi se odreduje skup ”boljih” reSenja
na osnovu vektorske kriterijumske funkcije, a u drugoj se na osnovu preferencije dono-
sioca odluke usvaja konacno resenje, koje se moze nazvati optimalnim. Skup resenja
koji se prezentira donosocu odluke treba da sadrzi mali broj resenja, koja su neinferi-
orna prema datim kriterijumskim funkcijama. Problem visekriterijumske optimizacije
se najcesce javlja u planiranju slozenih sistema; na primer, regionalni razvoj, razvoj
vodoprivrednih ili elektroprivrednih sistema, urbano planiranje i o¢uvanje prirodne
okoline [19]. Visekriterijumski problem se javlja u ekonomiji kao problem odredivanja
trzisne ravnoteze ili ekonomija blagostanja u decentralizovanoj ekonomiji [19]. Slican
problem se javlja i kao problem ravnoteze u teoriji igara [19]. U teoriji igara razmatraju
se igre sa viSe igraca, Sto se u teoriji odlucivanja javlja kao ”grupno odlucivanje” ili
odlucivanje sa vise donosioca odluke.

U ovoj glavi ¢emo izlozi¢emo problem visekriterijumske optimizacije, kao i metode
za njeno reSavanje. Najpre ¢emo dati definiciju problema visekriterijumske optimizacije
kao i neophodnih pojmova za kasnija razmatranja. Teorijski ¢emo obraditi i dati imple-
mentaciju nekoliko klasi¢nih metoda visekriterijumske optimizacije. Svaki od opisanih
metoda bice ilustrovan na jednom ili viSe primera. Razmatranja vezana za imple-
mentaciju metoda su originalna i preuzeta su iz radova [22], [24] kao i iz monografije
[23].



Opsta formulacija visekriterijumske optimizacije (VKO) poseduje opsti oblik:

Max:  Q(x) = Q1(x),...,Qi(x), xe€R"
p.o:  fi(x) <0, 1 N () (1.1.0.1)
0

gdesu: Q1(x),...,Qi(x), fi(x),..., fm(x),1(x),..., gm(x) realne funkcije od n promenljivih
koje su sadrzane u vektoru x = (z1,...,x,).

U ovom zadatku trazi se reSenje x koje maksimizira svih [ funkcija cilja. Zato se
zadatak visekriterijumske optimizacije (VKO) naziva i zadatak vektorske optimizacije.
Radi jednostavnosti ovde se razmatraju samo problemi maksimizacije. Poznato je da
se zadatak minimizacije jednostavno prevodi u zadatak maksimizacije mnozenjem kri-
terijumske funkcije sa -1. Sve nadalje izlozene definicije i metode moguce je prilagoditi
da vaze za reSavanje zadatka minimizacije.

Kazemo da je X C R" skup dopustivih resenja ako vazi

X={x|filx) <0, i=1,...,m; hi(x)=0, i=1,...,k}.

Svakom dopustivom resenju x € X odgovara skup vrednosti kriterijumskih funkcija,
tj. vektor Q(x) = (Q1(x), Qa2(x),...,Qi(x)). Na taj nacin se skup dopustivih resenja
preslikava u kriterijumski skup, tj. S = {Q(x)|x € X}.

U daljem tekstu bice koris¢eni sledeci pojmovi:

- Marginalna resenja zadatka VKO se odreduju optimizacijom svake od funkcija cilja

pojedina¢no nad zadatim dopustivim skupom, tj. reSavanjem [ jednokriterijumskih
zadataka:

Max:  Q;(x), xeR"
po  fi(x)<0,i=1,....m
hi(X>:O, 221,716
Marginalna resenja ¢emo obelezavati sa x)" = (xgj)*,xgj)*, e ,xg)*), gde je 29" op-

timalno resenje dobijeno optimizacijom j-te funkcije cilja nad zadatiom dopustivim
skupom X.

- Idealne vrednsti funkcija cilja, oznacene sa ()} jesu vrednosti funkcija cilja za
marginalna resenja:

Q; = Qj(x(j)*)7 j = 17 s 7l

- Idealne vrednosti funkcija cilja odreduju idealnu tacku u kriterijumskom prostoru,
tj. idealnu vrednost vektorske funkcije

Q" = (Q1,Q3 ..., Q).

- Ako postoji resenje x* koje istovremeno maksimizira sve funkcije cilja, tj.
X" ={x|Q;(x) =Q}, j=1,...,1},
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onda se takvo reSenje naziva savrseno resenje.

U najveéem broju slucajeva marginalna resenja se razlikuju i savrSeno resenje ne
postoji. Kada savrSeno reSenje postoji, tada se u sustini ne radi o problemu VKO.

Veoma je vazno imati u vidu da su u realnim problemima ciljevi gotovo uvek u
koliziji, Sto znaci da ne mogu svi biti dostignuti u potpunosti. Zbog toga najcecesce
nije moguce strogo definisati optimum niti za svaka dva resenja formalno odrediti koje
je bolje od drugog. Iz tog razloga proces dobijanja reSenja zahteva ucesée donosioca
odluke (u daljem tekstu DO). To je najéesée neko ko ima dublji uvid u problem i po
¢ijem se zahtevu pristupa resavanju. Donosilaca odluke moze biti i vise i tada se prob-
lem moze dodatno iskomplikovati zbog njihovih razlicitih ciljeva, udela u odluc¢ivanju
i stepena odgovornosti koji su spremni da preuzmu.



2. Pareto optimalnost

Cinjenica da zadaci VKO po pravilu nemaju savrieno resenje upuéuje na preispiti-
vanje koncepta optimalnosti i definicije optimalnog resenja. Klju¢nu ulogu u tome ima
koncept Pareto optimalnosti. To je proSirenje poznatog koncepta optimalnosti koj se
koristi u klasi¢noj jednokriterijumskoj optimizaciji.

Pareto optimum se definiSe na slede¢i nacin:

- Dopustivo resenje x* predstavlja Pareto optimum zadatka VKO ako ne postoji
neko drugo dopustivo resenje x takvo da vazi:

Q%) 2 Q;(x") Vj=1,....1

pri ¢emu bar jedna od nejednakosti prelazi u strogu nejednakost >. Drugim recima, x
je Pareto optimum ako bi poboljsanje vrednosti bilo koje funkcije cilja prouzrokovalo
pogorsanje vrednosti neke druge funkcije cilja. Za Pareto oprimum postoje sledeci
sinonimi: efikasno, dominantno 1 nedominirano resenje.

T T t
i, PO

Slika 2.2.1. Geometrijska interpretacija Pareto optimalnih resenja

Pored Pareto optimuma definisu se slabi i strogi (jaki) Pareto optimumi:

Dopustivo resenje x* je slabi Pareto optimum ako ne postoji neko drugo dopustivo
resenje x takvo da vazi:

Qi) > Q;(x") Vi=1,...,1L

Drugim rec¢ima x* je slabi Pareto optimum ako nije moguce istovremeno poboljsati sve
funkcije cilja.

' PO

1 e
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Slika 2.2.2. Geometrijska interpretacija Pareto optimalnih i Slabo Pareto optimalnih resenja



Pareto optimalno resenje x* je strogi Pareto optimum ako postoji broj f > 0 takav
da za svaki indeks j € {1,...,1} i za svako x koje zadovoljava uslov

Q;(x) > Q;(x7)
postoji bar jedno i € {1,...,1} \ {j} takvo da je
Qi(x) > Qi(x")
i da vazi:
Qj(x) — Q;(x")
Qi(x*) — Qi(x)

Strogi Pareto optimum izdvaja ona Pareto reSenja ¢ije promene ne prouzrokuju
prevelike relativne promene u funkcijama cilja.

> p.

Odnos izmedu opisanih optimuma je takav da svaki skup strozijih Pareto optimuma
predstavlja podskup slabijih optimuma, tj. svaki Pareto optimum je istovremeno i
slabi Pareto optimum, a svaki strogi Pareto optimum je i Pareto optimum. Odnos svih
skupova dat je na slici.

Slika 2.2.3. Odnos izmedu Pareto optimalnih resenja

Primer 2.0.1 Za sledeé¢i matematicki model naéi resenje koristeéi se metodima viseciljnog odlucivanja.

max  f1(x) = 2x1 + 329
max fo(x) = x1 — Hxo
max f3(x) = —3x1 + 4o

p.o. gl(x): 2x;+0xy <10

g2(x) Ox1 4+ 322 <9
g3(x):  dxq + 0z < 32
g4(x): By + 0xy > 5.

ResSenje: Najpre se odreduju marginalna resenja, koja predstavljaju optimalna resenja za poje-
dine kriterijume, a potom i idealne vrednosti funkcija svakog od kriterijuma.

201 + 022, <10 = z1 <5

01 4+322<9 = 22<3

41 +029 <32 = 21 <8

521+ 022 >5 = z12>1
1,22 >0 = x1,79 >0



U koordinatnom sistemu (x) = (21, 22) odredene su tacke (1,0), (5,0), (5,3), (1,3), koje predstavljaju
marginalna resenja za funkcije kriterijuma.
Idealna vrednost funkcije kriterijuma f1(x)

max f1(x) = 221 + 32

p.o g1(x):  2x1+ 0z <10
g2(x): Ozp + 322 <9
g3(x): 4y 4 0zg < 32
ga(x): bBr1 40z >5
T1,T2 >0

£(1,00=2-14+3-0=2

f1(5,0)=2-54+3-0=10

f1(5,3)=2-543-3=19

A1,3)=2-1+3-3=11

Idealna vrednost funkcije kriterijuma f;(x) jednaka je maksimalnoj vrednosti funkeije f;(x) = 19 za
marginalno resenje x(M* = (5,3).

Idealna vrednost funkcije kriterijuma fo(x)

max fa(x) = z1 — bxo
p.o g1(x): 2z + 0z <10
ga(x): Oz1 4322 <9
g3(x): 4z 4 0xg < 32

g4(X) : bxr14+0x9>5
x1,w2 20

fo(l,0)=1-1-5-0=1
f2(5,0)=1-5—-5-0=5
f2(5,3)=1-5-5-3=-10
f2(1,3)=1-1-5-3=-14
Idealna vrednost funkcije kriterijuma fo(x) jednaka je maksimalnoj vrednosti funkcije f5(z) = 5 za
marginalno resenje x(2* = (5,0).

Idealna vrednost funkcije kriterijuma f3(x).

max f3(x) = =3x1 + 4o
p.o g1(x): 2z + 0z <10
ga(x): Ozq 4322 <9
(x): dwy + 0wy < 32
ga(x): Bx1+0x2 >5
T1,T2 >0

f3(1,0)=—=3-14+4.0=—3
f3(5,0) = —3-54+4.0=—15
f3(5,3) = —3-5+4.3=-3

f35(1,3)=-3-14+4-3=9
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Idealna vrednost funkcije kriterijuma f3(x) jednaka je maksimalnoj vrednosti funkcije f5(z) = 9 za
marginalno resenje x(3* = (1,3).

Tabelarni prikaz posledice marginalnih resenja na funkcije kriterijuma i skup ogranicenja. Prve
dve kolone tabele sadrze vrednosti promenljivih, zatim sledece tri kolone sadrze ostvarene vrednosti
kriterijumskih funkcija, dok poslednje ¢etiri kolone sadrze ostvarene vrednosti ogranicenja.

zy |2 | f1i | fo | f3 |1 <10 | g2<9 | g3<32 | ga2>5
5 3 19 | -10 | -3 10 9 20 25
5 0 10 5 -15 10 0 20 25
1 3 11 | -14 9 2 9 4 5

2.1 Metod globalnog kriterijuma

Metod globalnog kriterijuma izuzetno je jednostavan i ne zahteva preferencije o
kriterijumima. Nakon odredivanja idealnih vrednosti kriterijuma formira se pomoc¢ni
jednokriterijumski model sa ograni¢enjima kao u modelu i funkcijom kriterijuma:

min f,(x) = zk: (%) r> 1.

Resenje problema jednako je minimalnoj vrednosti jednokriterijumskog modela, a pred-
stavlja odabranu varijantu zbira normalizovanih odstojanja ostvarenih vrednosti od
idealnih vrednosti kriterijuma.

Primer 2.1.1 Razmatra se napred prikazani primer i najjednostavnija varijanta formiranja funkcije
kriterijuma u pomoénom modelu metoda globalnog kriterijuma kada je r = 1.

max f1(x) = 2z + 3z

max fa(x) =21 — 5xo

max  f3(x) = —3xy + 4xo

p.o. gl(x): 2x;+0xy <10
g2(x): O0z1+322<9
g3(x):  4dxq + 0z < 32
g4(x):  Bxy + 0xy > 5.

Resenje: Idealne vrednosti kriterijuma:
fi(x) =19, f3(x) =5,

Globalna funkcija (za r = 1) jednaka je:
fix) - f1®)

f5(x) =9.

f3(x) = falx) | f5(x) = f5(x)

minfra@) = == YT pm T B®
- 19 — (2%1 + 31’2) 5— (1'1 — 51’2) 9— (—3(E1 + 4‘%2)
19 5 + 9

min f,—1(z) = 3 + 0.03210.40z5.



‘ 1 ‘ 2o ‘ min fr—1(x) = 3 + 0.03z1 + 0.40z5
4.3
3.1
4.2

0.032,0.40z5 = 3.1 za x* = (5,0).

)
)
1

3
0
3
Odatle se dobija min f,—;(x) =3 +

2.2 Metod tezinskih koeficijenata

Metod tezinskih koeficijenata je najstarija metoda za VKO-u koja je koriséena.
Po ovoj metodi uvode se tezinski koeficijenti w; za sve kriterijumske funkcije Q;(x),

1 =1,...,1, pa se problem optimizacije svodi na slede¢u skalarnu optimizaciju
l
Max:  Q(x) =Y w;Q(x) (2.2.0.1)
i=1
p.o.: x € X,
gde tezine w;, 1=1,...,[ ispunjavaju sledec¢e uslove:

l
dwi=1, w;>0,i=1,...,1
=1

Cesto se koristi metod tezinskih koeficijenata tako sto se zadaju vrednosti ovih koefi-
cijenata. Medutim, to uvek izaziva odredene teskoce i primedbe na ovakav postupak,
jer se unosi subjektivan uticaj na konacno reSenje preko zadatih vrednosti tezinskih
koeficijenata.

Glavna ideja u metodu tezinskih koeficijenata je da se odaberu tezinski koeficijenti
w; koji odgovaraju ciljnim funkcijama Q;(x), i = 1,...,l. Mnogi autori su razvili
sistematske pristupe u selektovanju tezina, ¢iji se pregled moze naéi u [10], [11] 1 [25].
Jedna od poteskoca ovog metoda je da variranje tezina konzistentno i neprekidno ne
mora uvek da rezultuje u tacnoj i kompletnoj reprezentaciji Pareto optimalnog skupa.
Ovaj nedostatak je diskutovan u [8].

Teorema 2.2.1 Ako su svi tezinski koeficijenti w; pozitivni, onda je resenje problema
(2.2.0.1) Pareto optimalno resenje polaznog problema VKO.

Dokaz. Neka je x* resenje problema (2.2.0.1), i neka su svi tezinski koeficijenti strogo
pozitivni. Pretpostavimo da ono nije Pareto optimalno, tj. da postoji x € S tako da
zai=1,...,1vazi Q;(x) > Q;(x*), pri cemu vazi bar jedna stroga nejednakost (recimo
za indeks 7). Kako je w; > 0 za svako i, vazi

! !
Z w;Q(x) > Z w; Qi (x")

pa dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom da je x* reSenje tezinskog problema (2.2.0.1).
Sledi da je x* Pareto optimalno. [



Teorema 2.2.2 Ako je za svako i € {1,...,l} ispunjen uslov w; > 0, onda je resenje
problema (2.2.0.1) slabi Pareto optimum polaznog problema VKO.

Dokaz. Neka je x* resenje problema (2.2.0.1) i da je ispunjen uslov w; > 0. Pret-
postavimo da ono nije slabo Pareto optimalno, tj. da postoji x € S tako da za
i = 1,...,0 vazi Q;(x) > Q;(x*). Svi koeficijenti w; su nenegativni i bar jedan je
strogo vec¢i od nule (zbog 2221 w; = 1), pa vazi

! 1
Z w;Q;(x) > Z w;Q;(x™)
i=1 i=1

pa dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom da je x* reSenje tezinskog problema.
Dakle, x* je slabi Pareto optimum. [J

Teorema 2.2.3 Ako je reSenje problema (2.2.0.1) jedinstveno, ono je onda i Pareto
optimalno.

Dokaz. Neka je x* jedinstveno resenje problema (2.2.0.1). Pretpostavimo da ono nije
Pareto optimalno resenje problema VKO, tj. da postoji x € S takodaza:=1,...,1
vazi Q;(x) > Q;(x*), pri Cemu vazi bar jedna stroga nejednakost (recimo za indeks 7).
Primetimo da to znaci x # x*.

Kako je w; > 0 za svako i, vazi

Ako bi vazila stroga nejednakost, onda x* ne bi bilo resenje problema (2.2.0.1). Dakle,
vazi jednakost. To znaéi da postoje dva razli¢ita resenja x i x* problema (2.2.0.1), sto
je kontradikcija. O

Pokazac¢emo sada jedno jace tvrdenje.

Teorema 2.2.4 Ako su svi w; > 0, i € {1,...,l}, tada je resenje problema (2.2.0.1)
strogi Pareto optimum problema VKO.

Dokaz. Neka je x* reSenje tezinskog problema. Pokazali smo da je ono Pareto opti-
malno. Dokazimo da je to resenje takode i strogi Pareto optimum sa konstantom

M= (k—-1) maxﬁ.

Y] wz

Pretpostavimo suprotno: da postoje x € S i indeks ¢ takvi da je Q;(x) > Q;(x*) pri
¢emu za svako j za koje je Q;(x*) > Q;(x) vazi Q;(x*) — Qi(x) < M(Q;(x) — Q;(x)).
Zamenom

(k — Dw,

wy

M=
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dobijamo

Qi(x*) — Qi(x) .
w; 1 <w; (Qj(x) — Qj(x")) >0 .

Dakle, za svako j # i za koje je Q;(x*) > Q;(x) vazi prethodna nejednakost. Za one
indekse j # i za koje je Q;(x*) < Q;(x) gornja nejednakost svakako vazi. Dakle, za

svako j # 1 vazi
w, SO0 (9,00 - @,0)),

pa sabiranjem ovih nejednakosti za j =1,...,¢ —1,¢+1,...,[ dobijamo

w; (Qi(x7) = Qi(x) < Y w; (Q5(x) — Qy(x7))

J=1j#
tj.
l l
D wQi(x") <> w;Qs(x) .
j=1 j=1

Dobijamo da x* nije resenje tezinskog problema tj. dolazimo do kontradikcije. Za-
kljucujemo da je x* zaista strogi Pareto optimum polaznog problema. [J

Tezinski koeficijent na neki nacin treba da predstavi znacaj kriterijumske funkcije
kojoj je dodeljen. Da bismo to postigli najpre moramo da normalizujemo kriterijumske
funkcije tj. da ih promenimo tako da imaju priblizno jednake vrednosti, a pri tome da
zadrze sve bitne osobine. Na primer, ako je kriterijumska funkcija linearna Q;(x) =
>, a;x;, tada ée normalizovan oblik ove funkcije biti

Q;(x)
Diey @i

Ako je kriterijumska funkcija ogranicena tada se za njen normalizovan oblik moze uzeti
sledec¢a funkcija
oR Qi(x) — Q7

U havees Q) — @7

¢iji je kodomen |0, 1].

Ukoliko donosilac odluke sam definise tezinske koeficijente, onda ovaj metod spada
u grupu a priori metoda. Medutim, najcesée se malo zna o tome kako koeficijente
treba izabrati. Zato se obi¢no tezinski problem reSava za razne vrednosti vektora
(w1, ..., w;) ina taj na¢in dobijaju razlicita resenja medu kojima DO bira ono koje mu
najvise odgovara. Ako se koristi ovakav pristup, onda ova metoda postaje a posteriori
metoda.

Glavna mana ove metode je teskoc¢a odredivanja tezinskih koeficijenata kada ne-
mamo dovoljno informacija o problemu.

Sledi opis implementacije metoda tezinskih koeficijenata.
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Funkcijom Compositions[n,1] mozemo odrediti ”/-dimenzionalne tacke”, ¢iji zbir
koordinata daje n. Kada tu listu podelimo sa brojem n, mozemo dobiti tacke u in-
tervalu [0, 1] ¢ije koordinate mogu predstavljati koeficijente w;. Na taj nacin smo
obezbedili automatsko generisanje koeficijenata w; potrebnih za realizaciju metoda.
Ostavljena je i moguénost da korisnik sam izabere koeficijente w;. To se postize tako
Sto pri pozivu funkcije MultiW, kojom se implementira metoda tezinskih koeficijenata,
poslednji parametar zadamo kao nepraznu listu, tj. zadamo koeficijente w; u obliku
liste.

Sledi program kojim je implementiran metod tezinskih koeficijenata [22].

Ulazne veli¢ine:

q_,var_List - ciljna funkcija i lista njenih parametara;

constr_List - lista ogranicenja;

var_ - korak podele intervala [0,1];

wl_List - lista tezinskih koeficijenata u intervalu [0,1]. Prazna lista kao vrednost
parametra w1l oznacava da ¢e tezinski koeficijentu biti generisani pomocu funkcije Com-
positions. Inace, pretpostavlja se da je svaki element wl[[i]],1 < 1 < Length[w]1] liste
wl jedan moguéi skup koeficijenata w;, j =1,....1: w([j]] = wl[s, j],7=1,...,L

Lokalne promenljive:
fun - formirana funkcija za jednodimenzionalnu optimizaciju.

MultiW[q_, constr_List, var_List, wil_List] :=
Module[{i=0,k,1=Length[q] ,res={},W={},fun, sk={3},qres={},mxs={},m,1s={3},
If [wi=={3},
k=Input["Initial sum of weighting coefficients?"]; W=Compositionsl[k,1]/k,
W=wl;
1;
Print ["Weighting Coefficients: "]; Print[W];
Print["Single-objective problems: "];
k = Length[W];
For[i=1, i<=k, i++,
fun = Simplify[Sum[W[[i,jll*q[[j1], {j,1}1]1; (x 3V %)
AppendTo[res, Maximize[fun, constr, var]]; (x 1V *)
1;
Print["Solutions of single-objective problems: "]; Print[res];
For[i=1, i<=k, i++,
AppendTo[qres, q/.res[[i, 2]] 1; AppendTo [mxs, res[[i, 111 ];
1;
Print["Choose the best solution: "J;
m=Max [mxs] ;
For[i=1, i<=Length[mxs], i++,
If [m==mxs[[i]], AppendTo[ls, {qres[[il], res[[i,2]13}]; ]
1;
Return[ls];

Za pozitivne tezine i konveksni problem, optimalna reSenja jednokriterijumskog
problem jesu Pareto optimalna [30] tj., minimiziranje odgovarajuceg jednokriterijum-
skog problema je dovoljno za Pareto optimalnost. Medutim, formulacija ne obezbeduje
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neophodan uslov za Pareto optimalnost [31]. Kada je visekriterijumski problem konvek-
san, primena funkcije W=Compositions[k,1] produkuje b Pareto optimalnih resenja,

gde integer b ispunjava 1 < b < (k;il;l)

Primer 2.2.1 Maksimizirati funkcije koje se nalaze u listi:

Q = {Ql(x7y) =z+Yy, QZ(xvy) =2z — y}
prema ogranicenjima
—3r+5y<9, 3r+2y < 12, 5z—4y <9, >0, y>0.

Prvo se koristi prazna lista za parametar wl, i na taj nacin se koeficijenti w; generisu pomocéu
funkcije Compositions:
In[1]:=MultiW[{x+y,2x-y}, {-3x+5y<=9,3x+2y<=12,5x-4y<=9,x>=0,y>=0},{x,y},{}]
U slucaju k = 5, izraz w=Compositions[k,1]/k produkuje

4 4
’LU:{{O, 1}7{%’ 5}7 {%7 %};{%’ %}7 {57 %}a {170}}
Takode, jednokriterijumski problemi optimizacije dati su slede¢im unutrasnjim reprezentacijama.

Za {wi,w}={0,1}:
{22-y,{-3x+ 5y <=93x + 2y <=125x — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0} {x,y}}

Za {wl,wg}:{%,% :
{23z —y), {3z + 5y <= 93z + 2y <= 125z — 4y <= 92 >= 0,y >= 0} ,{z,y}}

Za, {wl,wg}:{%,%}:
{18z —y), {3z + 5y <=9.3z + 2y <= 12,52 — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0} {z,y}}

Za, {wl,wg}:{%,%}:
{2(Tz+y), {3z +5y <=93z+ 2y <= 125z — 4y <= 92 >= 0,y >= 0} {z,y}}

Za {wlaw2}:{%7%}:
{22z +y), {-3z+ 5y <=93z + 2y <= 12,5z — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0} {z,y}}

Za {wi,we}={1,0}:

{z+y, {-32+5y <=9,3x + 2y <= 125z — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0},{z,y}}

Elementi liste res, koji odgovaraju reSenjima jednokriterijumskih problema, jednaki su

{5 {z—>3.y—> 51 {{5.{o—>3.y—> 5}}. {{5 . {=—> 3.y—> 3}},

{5 {z—>3.y—=> 51 {5 {z—> 3.y—=> 51} {{5.{z—> 2.y—>3}}}

a rezultat je lista koja sadrzi vrednosti ciljnih funkcija u tacki {z—> 2, y—> 3}, koja odgovara
maksimalnoj vrednosti tezinske funkcije (koja je jednaka 5):

out[1]={{{5,1}, {z—> 2,y—> 3}}

Sada se vrednosti koeficijenata w; definisu od strane korisnika. Vrednosti tezinskih koe-
ficijenata sadrzane su u svakom elementu liste
{{1,0},{0.9,0.1},{0.875,0.125},{0.8,0.2},{0, 1} }.

In[2]:=MultiW [{x+y R 2x—y} R {—3x+5y<=12 ,5x-4y<=9,x>=0, y>=0} R {x,y} s

{{1,0},{0.9,0.1},{0.875,0.125},{0.8,0.2},{0,1} }1
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Sledeéi problemi se resavaju u ciklusu:
Za {wi,we}={1,0}:
{z+y{-3z+5y <=93x+ 2y <=125z — 4y <=9, >= 0,y >= 0}, {z,y}}
Za {wi,w2}={0.9,0.1}:
{1.1z 4+ 0.8y,{—3x + by <= 9,3z + 2y <= 12,5z — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0} {z,y}}
Za {wi,w2}={0.875,0.125}:
{1.125z + 0.75y,{ =3z + by <= 93x + 2y <=12,5x — 4y <=9, >=0,y >=0} {z,y} }
Za {wi,w2}={0.8,0.2}:
{1.22 + 0.6y,{—3x + by <= 9,3z + 2y <= 12,5z — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0},{z,y}}
Za {wy,w2}={0,1}:
{22 —y {32+ by <= 9,3z + 2y <=12,px — 4y <= 9,2 >= 0,y >= 0} {z,y}}
Dobija se slede¢a vrednost za listu res koja odgovara reSenjima ovih problema:

{{s.{z—>2,y—>3}},{a.6,{z—>2.,y—>3.}},{4.5,{z—>3.,y—>1.5}},
{a.5,{z—>3.,y—> 1.5}}.{3.{z—> 3.,y—> 3}}}

a rezultat je
out[2]= {{{5,1},{z—> 2,y—> 3}}}

2.3 Metod sa funkcijom korisnosti

Za primenu ovog metoda neophodno je znati preferencije za kriterijume koje se
unapred, apriori, uklju¢uju u model. Preferencije se odreduju na osnovu analize
znacajnosti kriterijuma za svaki konkretan slucaj, i to je najvaznija, kardinalna in-
formacija o problemu. Najpre se formira pomoc¢ni jednokriterijumski model u vidu
funkcije korisnosti U(f):

HlaXU(f) = U{fl(x)a f2<X)7 ceey fl(X)}
koja se resava uz primenu postojeéih ogranicenja (p.o.):

gz(x) < 07 el
x; > 0, zasvakoj € J.

Potom se nadeno optimalno resenje uvodi u svaki od kriterijuma i odreduju njihove
konkretne vrednosti. Funkcija korisnosti zavisi od prirode resavanog problema. Najcesée
se koriste sledece separabilne funkcije od zadatih funkcija modela viseciljnog odluc¢ivanja:

u(f) = ka(x)
vif) = J[H&)
uf) = Ztkfk(x)’
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Definicija 2.3.1 Funkcija U : R* — R kojoj je domen kriterijumski prostor i koja
odrazava teznje donosioca odluke zove se vrednosna funkcija ili funkcija korisnosti.

Boljoj odluci odgovara veca vrednost vrednosne funkcije. Iz tog razloga, vrednosna
funkcija bi trebalo da bude strogo opadajuc¢a po svim promenljivama. Dakle, problem
se svodi na problem jednokriterijumske optimizacije:

max U(f(x)) p.o.x€S. (2.3.0.1)

Definicija 2.3.2 Funkcija f : R¥ — R je strogo rastuéa (opadajuéa) ako za proizvoljne
x=(x1,...,21) 1y = (y1,...,ur) iz R¥ vazi, redom

(x; <wy; za svakoi=1,....k) = f(x) < f(y).
(2 <y; za svakoi=1,....k) = f(x)> f(y)).

Definicija 2.3.3 Funkcija f : R¥ — R je jako rastuéa (opadajuéa) ako za proizvoljne
x=(x1,...,21) iy = (y1,-..,ur) iz R¥ vazi, redom

(x; <y, za svako i =1,....k ix; <y; za neko j) = f(x) < f(y).
(x; <wy; za svakoi=1,....k i x; <y; za neko j) = f(x) > f(y)-

Teorema 2.3.1 Za jako opadajucu funkciju U reSenje problema (2.3.0.1) je Pareto
optimalno resenje pocetnog visekriterijumskog problema.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da neko resenje problema (2.3.0.1) (oznacimo ga sa
x*) nije Pareto optimalno. To zna¢i da postoji € S za koje vazi da je f;(x) < fi(x¥),
pri ¢emu postoji indeks j za koji vazi stroga nejednakost. Kako je funkcija U jako
opadajuéa, sledi U(f(x)) > U(f(x*)). Dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom da se
maksimum funkcije U o f dostize u tacki x*. O

Metod funkcije korisnosti je jednostavan i jako dobar u slucajevima kada ga je
moguce primeniti. Medutim, u praksi su ¢esti slucajevi kada je neprekidnom stabilnom
funkcijom jako tesko ili nemoguce izraziti Zelje donosioca odluke. Osim toga moze se
desiti da donosilac odluke nije u stanju da strogo matematicki izrazi svoje teznje ili da
ih delimi¢no promeni nakon sto bude upoznat sa rezultatima.

U vedini a posteriori metoda lezi funkcija kriterijuma sa ciljem da ona bude sto
tacnije izrazena.

Primer 2.3.1 Resava se problem
max f1(x) = 2z + 324
max f2(x) = x1 — 5xa
max  f3(x) = —3x1 + 4o
p.o. gl(x): 2z;+ 0z <10

g2(x) Ox1 4+ 322 <9
93(x):  4dxy + 0z < 32
g4(x):  Bxyp + 0xy > 5.
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sa sledeéim tezinama za kriterijume: ¢; = 0.6,t3 = 0.3 1 t3 =0.1.
Uvodenjem vrednosti tezinskih koeficijenata u funkciju korisnosti dobija se:

max U(f) = t1 - f1(x) +t2 - faz) + 13- f3(2)
max U(f) = 0.6(2x1 + 3x2) + 0.3(x1 — bxa) + 0.1(—3z1 + 4a2),

ili posle sredivanja
maxU(f) = 0.9210.7x,.

Maksimum se odreduje iz sledece tabele

1 ‘ To ‘ max U(f) = 0.9210.7z ‘ f ‘ fo ‘ f3 ‘
5 3 2.4
5 0 4.5 5 | 10 | -15
1 3 -1.2

ReSenje: max f(x) = 0.9210.7x2 = 4.5 za x*x = (5,0).
2.4 Metod ogranicavanja kriterijuma

Metod ogranicavanja kriterijuma jedan je od najstarijih metoda reSavanja modela
viseciljnog odluc¢ivanja, ¢iji se elementi direktno ili indirektno ukljucuju u procedure
drugih metoda. Po ovom metodu vrsi se optimizacija najznacajnijeg kriterijuma, neka
je to s-ti kriterijum, dok se ostali prevode u ograni¢enja sa zahtevima da se ostvare
zeljene vrednosti tih kriterijuma. Kao i kod metoda sa funkcijom korisnosti, i u ovom
metodu se preferencije o kriterijumima zadaju unapred, apriori, i to je najvaznija, kar-
dinalna informacija. Prvo se definiSe jednokriterijumski pomoé¢ni model koji odgovara
polaznom modelu viseciljnog odluc¢ivanja:

max  f,(x)
p.o. ¢i(x)<0,i=1,2,..,1
> Ly,
X{SH k£ s, k=121

| \/

gde velicine L, i Hj predstavljaju donju i gornju granicu, respektivno, za k-te kri-
terijume prevedene u ogranicenja, k # s, k = 1,2,...;l. Odredivanjem optimalnog
reSenja modela dobija se uslovljena optimalna vrednost s-tog kriterijuma, koja se uvodi
u ostale kriterijume radi proracuna njihovih vrednosti. U tu svrhu mogu se koristiti
odgovarajuce granice i izravnavajuce promenljive pripradajucih ogranicenja. Za razliku
od prethodnih metoda viseciljnog odluc¢ivanja koji zahtevaju odredivanje maksimalnih
vrednosti, ovaj metod se sprovodi uvodenjem samo donjih granica za k-te kriterijume
u ogranic¢enja. Pri tome se mora imati na umu koje su mogucée vrednosti tih kriteri-
juma, Sto se odreduje na osnovu analize tabele sa idealnim vrednostima kriterijuma i
posledicama marginalnih resenja na kriterijume.
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Primer 2.4.1 Neka se u napred razmatranom primeru smatra da je prvi kriterijum (s = 1) od
najveéeg znacaja. Potrebno je odrediti maksimalnu vrednost tog kriterijuma sa zahtevom da se
ostalim kriterijumima ostvare najmanje 60% idealnih vrednosti.

0.60f;(x) = 0.60 -5 = 3.0
0.60f:(x) =0.60-9 = 5.4

1 |2 fi | 91 <10 | g2<9 | 93<32 [ 94>5]95>3 | gs>54 |

5 3 19 10 9 20 25 -10 -3
5 0 10 10 0 20 25 5) -15
1 3 11 2 9 4 ) -14 9

Optimalno Resenje je fi(x) = 19 za x(* = (5,3).
2.5 Leksikografska visekriterijumska optimizacija

Cesto se do optimalnog resenja dolazi posle uzastopnog donosenja odluka. Prvo se
nade optimalno resenje za najvazniju funkciju cilja. Ako je optimalno resenje jedin-
stveno, tada je problem resen. Medutim, ako optimalno resenje nije jedinstveno, tada
se na skupu svih optimalnih resenja optimizuje funkcija cilja koja je druga po vaznosti.
Ako je optimalno resenje sada jedinstveno, problem je resen; ako nije, optimizuje se
funkcija cilja tre¢a po vaznosti na skupu optimalnih resenja prve i druge funkcije cilja
itd.

Dakle posmatrajmo problem minimizacije date uredene sekvence ciljnih funkcija:

Ql(x), ceey Ql<l’>

i skup ogranicenja
x € X.

Trebalo bi da se resi sledeci skup konveksnih uslovnih nelinearnih programa

Max: Qi(x)
p.o.: x € X
Qix)>aj, j=1,...,i—1i>2

gde su a; = Q;(x;"), 7 = 1,...,i — 1 optimalne vrednosti prethdono postavljenih
jednokriterijumskih problema na nivoima prioriteta j =1,...,7 — 1,7 > 2.
Nejednakosti u poslednjem problemu mogu biti zamenjene jednakostima [21]. lek-
sikografski metod spada u grupu apriornih metoda.
Pretpostavimo da su kriterijumske funkcije @)1, ..., Q; poredane od najvaznije do
najmanje vazne. Polazni problem visekriterijumske optimizacije se resava slede¢im
algoritmom:

17



2. Resava se problem:
Minimizirati @;(x) pod uslovom x € S;_;

Neka je resenje ovog problema x(®” .

3. Ako je x", dobijeno u koraku 2, jedinstveno redenje, ono se proglasava za resenje
visekriterijumskog problema i algoritam se zavrSava.

4. Formira se skup S; := {x € S;_1 | Qs(x) > Q;(x")}

5. Ako je i = [ skup S; se proglasava za skup resenje problema visekriterijumske
optimizacije, i algoritam se zavrsava.

6. Stavlja se 7 := 1+ 1 i vra¢amo se na korak 2.

Jedan od nacina za implementaciju visekriterijumske optimizacije dat je funkcijom
MultiLez [22].

Multilex[q_List,constr_List,var_List]:=
Module [{res={},s,f=constr,l=Length[q] ,i},
For[i=1,i<=1,i++,
s=Maximize[q[[i]],f,var]; (x 2V %)
If[i<1l, AppendTol[f,ql[[i]l]>=First([s]] 1; (x 3V,2V %)
AppendTo[res,{q/.Last[s],Last[s]}];
1;
Print[res]; Return[{q/.Last[s],Last[s]}];
]

Primer 2.5.1 Primer. Problem maksimizacije funkcija koje su sadrzane u listi
{821 + 1222, 1421 + 1022, 21 + 22}
prema ogranic¢enjima
{821 + 422 <=600, 221 4+ 322 <=300, 421 4+ 322 <=360, 521 4+ 1022 >=600,
x1>=0,22>=0}

moze biti resen koristedi izraz

In[3]:=Multilex [{8x1+12x2,14x1+10x2,x1+x2},

{8X1+4X2<=600 ,2x1+3x2<=300,4x1+3x2<=360,5x1+10x2>=600,x1>=0, x2>=0} ,
{xl ,x2}]

Unutrasnje reprezentacije jednokriterijumskih problema su:
za i =1:

8zl 4 1222,

{821 + 422 <= 600, 221 + 322 <= 300, 41 + 322 <= 360, 521 + 1022 >= 600,

xl >= 0,22 >= 0},

{z1,22}
za i =2:

14z1 + 1022,

{8z1 + 422 <= 600, 221 + 322 <= 300, 421 + 322 <= 360, 5z1 + 1022 >= 600,

zl >=0, 22 >= 0, 8z1 + 1222 >= 1200},
{z1,22}
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za it = 3:
zl + 22,
{81 + 422 <=600, 221 + 322 <=300, 4z1 + 322 <=360, 521 + 1022 >=600,
x1>=0, 22>= 0, 8x1 4+ 1222>=1200, 1421 + 1022 >= 1220},
{z1, z2}

Resenja uzastopnih optimizacionih problema su zapamdéena u listi res, koja je jednaka
{{1200,{x1->0,x2->100}},{1220,{x1->30,x2->80}},{110,{x1->30,x2->80}}}

Teorema 2.5.1 ResSenje dobijeno leksikografskom metodom je Pareto optimalno resenje
problema visekriterijumske optimizacije.

Dokaz. Oznacimo sa x* resenje dobijeno leksikografskim metodom. Pretpostavimo da
ono nije Pareto optimalno tj. da postoji neko = € S tako da je Q;(z) > Q;(z*) za svako
i=1,...,0 pri cemu za neko k vazi Qr(x) > Qk(x*). Mogu nastati dva slucaja. Prva
mogucnost je da je x* jedinstveno reSenje i da su iskoriS¢eni svi kriterijumi do j-tog
(to znac¢i da je na kraju prethodno opisanog algoritma i = j). Kako je x € § = 5
1 Q1(x) > Q1(x*) sledi da je Q1(x) = Q1(x*), kao i z € S;. Kako je sada = € S
i Q2(x) > Qo(x*) sledi Q2(z) = Qo(2*) 1 x € Sy. Nastavljajuéi ovakvo rezonovanje
zakljucujemo Q;_1(x) = Q;_1(x*) i x € S;_1. Kako je x* jedinstveno resenje problema

Minimizirati @;(x) pod uslovom x € S;_;

a pri tome vazi Q;(x) > Q;(x*) i x € S;_; zakljutujemo da mora biti x = x* pa je
Qr(x) = Qr(x*) odakle dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom Q(x) > Q(x*).

Druga moguénost je da su iskoriséeni svi kriterijumi (tj. u prethodnom algoritmu
je i = 1). Potpuno analogno kao u prvom slu¢aju se pokazuje da x € Sy i da za svako
i=1,...,kvazi Q;(x) = Q;(x*), $to je kontradikcija sa Qr(x) > Qr(x*). O

Iz ovog dokaza se moze zakljuciti da se ogranic¢enje oblika Q;(z) < @Q;(x¥*) moze
zameniti ograni¢enjem @Q;(x) = @, (X(i)*),

Mane leksikografske metode su ocigledne:
- U praksi je cesto tesko odrediti koji je kriterijum vazniji od drugog.

- Najcesce se desava da se jedinstveno resenje dobije pre nego sto se iskoriste svi
kriterijumi, ili ¢ak nakon koriséenja samo jednog kriterijuma. Na taj nacin, neki
kriterijumi uopste ne ucestvuju u donosenju odluke, sto je krajnje nepozeljno.

Zbog toga klasicna leksikografski medod ima jako ograni¢enu primenu.
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2.6 Relaksirani leksikografski metod

Hijerarhijski metod je modifikacija leksikografskog metoda, u kome se koriste ogra-
ni¢enja oblika [20]:

Q;(x) = (1 + 15—50) Q;(x57).

Relaksacija se sastoji u povecanju desne strane ogranicenja za procenat Q;(x;*) - d;.
Variranjem parametra §; mogu se generisati razlicite Pareto optimalne tacke [17]. Jo§
jedna varijacija leksikografskog metoda je uvedena u [27], gde su ogranicenja jednaka

Q;(x) > Q;(x;") — d;.

U ovom slucaju, 6; < 100 jesu pozitivne tolerancije definisane od strane DO.

Relaksirani leksikografski metod je iterativni postupak u kome se resavaju jednokri-
terijumski zadaci optimizacije. Pretpostavlja se da su od strane DO dati prioriteti
kriterijuma i da su u skladu sa njima dodeljeni indeksi kriterijumima. U relaksiranoj
leksikografskoj metodi se po svakom od p kriterijuma resava jednokriterijumski zadatak
optimizacije. Pri tome se u narednoj iteracijine postavlja kao ogranicenje zahtev da
reSenje bude optimalno po kriterijumu viseg prioriteta, ve¢ se ono relaksira tako da se
zahteva da resenje bude u okolini optimalnog resenja dobijenog u prethodnoj iteraciji.
Nataj nacin, svaki kriterijum uti¢e na konacno resenje.

DO zadaje redosled kriterijuma po znacajnosti. Pored toga, svakom kriterijumu,
uzimajuci poslednji, dodeljuje se vrednost o, , k = 1,...,l—1, za koju kriterijum viseg
prioriteta sme da odstupi od svoje optimalne vrednosti. Metoda obuhvata izvrSavanje
slede¢ih [ koraka:

Korak 1. Resiti problem

Max: Q1(x)
p.o.: x € X

Resenje ovog problema oznacimo sa Q7.
Korak 2. Resiti problem

Max: Q2(x)
p.o.: x e X
Qi(x) > Q7 —

Korak p. Za svako 3 < p <[ resiti jednokriterijumski problem

Max: Qp(x)
p.o.: x € X

Qi(x)>Q;—0b;, j=1,...,1—1
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Za reSenje polaznog modela se usvaja rezultat dobijen u poslednjem koraku, a
vrednosti funkcija cilja za dobijeno resenje se moraju posebno racunati.

Resenje dobijeno ovim metodom obezbeduje slabi Pareto optimum, a ako je resenje
jedinstveno, ono je i Pareto optimalno. Ako je dopustiva oblast konveksna, podesavanjem
parametara 0,k = 1,...,] — 1, moze se dobiti bilo koje Pareto optimalno resenje.

Teorema 2.6.1 Resenje dobijeno relaksiranim leksikografskim metodom je slabi Pareto
optimum problema visekriterijumske optimizacije.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno da resenje x* dobijeno relaksiranim leksikografskim
metodom nije slabo Pareto optimalno. To znaci da postoji neko x € S tako da za svako
i=1,...,1 vazi Q;(x) > Q;(z*). Kako je Q;(x*) = QF tim pre vazi Q;(x) > QF — &,
i=1,...,k—1, pakako je Qr(x) > Qr(x*) dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom
da je x* resenje dobijeno relaksiranim leksikografskom metodom. [

Teorema 2.6.2 Ako se relaksiranim leksikografskim metodom dobija jedinstveno resenje,
ono je Pareto optimalno.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da jedinstveno resenje x* dobijeno relaksiranim lek-
sikografskim metodom nije Pareto optimalno. To znaci da postoji neko x € S tako da
za svako i = 1,...,1 vazi Q;(x) > Q;(x*) pri cemu za neko j € {1,...,l} vazi stroga
nejednakost. Razlikujemo dva slucaja:

1) Qr(x) > Qr(x*). Kako iz pretpostavljenog sledi da je Q;(x) > QFf — d;, i =
1,...,k — 1, zakljucujemo da x* nije resenje dobijeno u koraku k gore opisanog
algoritma tj. da x* nije resenje dobijeno relaksiranim leksikografskim metodom,
sto je kontradikcija.

2) Qr(x) = Qr(x*). Kaoipod 1), vazi Q;(x) > Qf—6;,i =1,...,k—1, pa dobijamo
da je x resenje dobijemo relaksiranim leksikografskim metodom. Medutim, kako
je x* jedinstveno resenje zakljucujemo da mora biti x = x*. Tada je i Q;(x) =
Q,(x*), sto je kontradikcija.

Dakle, x* je zaista Pareto optimalno resenje. [J

U prakti¢noj primeni leksikografskog metoda vrednosti d; moraju biti pazljivo odabrane.
Ukoliko se ovim metodom dobije vise resenja bilo bi dobro smanjiti te vrednosti.

Primer 2.6.1 Primenom relaksiranog leksikografskog metoda resiti sledeéi zadatak VKO (funkcije
cilja su relaksirane po prioritetu):

Max: {Q1(x), Q2(x), Q3(x)}

p.o.: 201 + 22 <6, x1 + 322 <6, x1 >0, 22 > 0.
gde je
Ql(X) = X1 —|—45L‘2, 51 =1
Q2(x) = =, da=1
Qs3(x) = 1 + a9
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Resenje.
Korak 1. Resiti problem

Max: Ql(l’) =x1 + 429
p.o.: 201 + 29 <6, T1 + 322 <6, x1,29 > 0.

Ovaj zadatak ima jedinstveno optimalno resenje u tacki z'" = (0,2), pri ¢emu je Q% = 8.
Korak 2. Resiti problem

Max: Q2(x) =21
p.o.: 201 + 29 <6, x1 +312 <6, x1,09 >0, 1 +425 > 7.

Dobija se resenje: 22 = (2.43,1.14), Q5 = 2.43
Korak 3. Resiti problem

Max: Q3(x) = 1 + 4o
p.o.: 201 + 29 <6, 1+ 322 <6, T1,20 >0, 1 +429 > 7,27 > 1.43.

Resenje ovog zadatka se usvaja kao konacno. To je resenje: z7 = 3.6, z5 = 1.2. Vrednosti funkcija
cilja u ovoj tacki su: Q* = (7.2,2.4,3.6).

Relaksirani leksikografski metod je veoma osetljiv na izbor koeficijenata 4, a u toj
meri se "pogresnim” izborom mogu dobiti neprihvatljiva resenja. Tako u prethodnom
primeru imamo slu¢aj da se kona¢no resenje poklapa sa marginalnim resenjem funkcije
cilja koja ima najnizi prioritet, dok je vrednost najznacajnijeg kriterijuma smanjena.
Kod primene ove metode se preporucuje da DO kriticki preispita dobijena resenja,
uporedi ih sa marginalnim i da po potrebi koriguje zadate koeficijente.

Primer 2.6.2 Vlasnik hotela pre pocetka sezone odlucuje o opremanju soba namestajem. Hotel
raspolaze sa ukupno 58 soba, od kojih su 16 male, tako da mogu da budu samo jednokrevetne, dok
ostale mogu biti jednokrevetne, dvokrevetne ili trokrevetne. Podaci o ceni opremanja soba i sezonskoj
zaradi po sobi su dati u sledecoj tabeli:

Jednokrevetna | Dvokrevetna | Trokrevetna
Cena opremanja 20000 40000 60000
Sezonska zarada, 15000 25000 30000
Tabela 4.6.1.

Za opremanje soba, vlasnik moze da izdvoji 2.5 miliona dinara. On zeli da postigne dva cilja:
1. da ostvari $to vec¢u sezonsku zaradu hotela i
2. da omogudéi primanje $to veéeg broja gostiju kako ne bi doslo do toga da gostima bude uskraceno
gostoprimstvo.

a) Formulisati matematicki model za odredivanje optimalnog opremanja soba potrebnim namestajem
(broj kreveta) ako se zele ostvariti oba postavljena kriterijuma.

b) Resiti zadatak ako je prvi kriterijum prioritetan i ako je vlasnik spreman da ”zrtvuje” 50.000
din. svoje sezonske zarade da bi poboljsao drugi kriterijum.

Resenje.
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a) Promenljive x1, 29 i x5 ée predstavljati broj jednokrevetnih, dvokrevetnih i trokrevetnih soba
u hotelu, respektivno. Tada matematicki model ima sledeéi oblik:

Max: [Q1(x), Q2(x)]

p-o.: T + x2 + x3 < 58,
20.000x7 + 40.000z2 + 60.000x3 < 2.500.000,
x> 16, o >0, z3 > 0.

gde su:

Q1(x) = 15.000x1 + 25.000x2 + 30.0002:3
QQ(X) =T +x2+ 31’3

b) Tako nije eksplicitno naglaseno, na osnovu zahteva zadatka je ocigledno da se trazi reSenje dobi-
jeno relaksiranim leksikografskim metodom, s tim da je najvazniji prvi kritarijum, a zadati koeficijent
a1 = 50.000. U prvom koraku resavamo model:

Max: Q1(x) = 15.000x; + 25.00022 + 30.000x3
p.o.: x € X,

Gije je reSenje: QF = 1.415.000 din, z}" = 16, 3 = 17, 23" = 25. U drugoj iteraciji resavamo model
u koji smo dodali ogranic¢enje koji obezbedujemo da se prvi kriterijum ne ”pokvari” za vise od 50.000:
(1.415.000 — 50.000 = 1.365.000) :

Max: Q2(x) = 1 + 229 + 33
p-o.: x € X, 15.000z1 + 25.00025 + 30.000x3 > 1.365.000.

Resenje ovog zadatka je konaéno resenje problema. Ono, medutim, nije jedinstveno. Stavise, simpleks
metodom se mogu generisati Cetiri reSenja:

ol =(23,0,34), "1 = (16,7,31,67), =11 = (24,5,0,33,5), "1V = (16,17, 25).

Sva optimalna resenja se mogu dobiti konveksnom kombinacijom ova Cetiri. Graficki posmatrano,
u trodimenzionalnom prostoru se dobija da su optimalna reSenja deo ravni oivicen trapezoidom c¢ija
su temena date Cetiri tacke. U svim tackama koje se nalaze unutar tog trapezoida, vrednost druge
funkcije cilja iznosi 125, dok vrednost prve varira izmedu 1.365.000 i 1.415.000. Dakle, dobili smo
skup tacaka koje predstavljaju slaba Pareto resenja. Jedino tacka z*/V, koja je optimalna i po prvom
kriterijumu, je Pareto resenje.

Zakljucak Da bi vlasnik hotela na sto bolji na¢in zadovoljio oba kriterijuma, najbolje je da
opremi 16 jednokrevetnih, 17 dvokrevetnih i 25 trokrevetnih soba i tako ostvari zaradu od 1.415.000
din. po sezoni. Pri tome ¢e hotel moéi da prima 125 gostiju.

Jedan od nacina za implementaciju relaksiranog leksikografske meto da dat je
funkcijom MultiRelax[] [22]:

Ulazne velic¢ine:

q - lista ciljnih funkcija;

parcf - parametri ciljnih funkcija;
constr - lista ogranicenja.

MultiRelax[q_List, constr_List, var_List, delta_List] :=
Module [{res={}, s, f=constr, l=Length[ql, i},
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For[i=1, i<=1l, i++,
s = Maximize([q[[i]], £, var]; (* 2V %)
If[i<1l, AppendTol[f, ql[[ill>=First[s]-deltal[il] 1 1; (x 3V,2V %)
AppendTo[res, s];
1;
Print[res]; Return[{q/.Last[s],Last[s]}];
]

Primer 2.6.3 Problem vlasnika hotela reSava se izrazom

MultiRelax [{15000x1+25000x2+30000x3,x1+2x2+3x3},
{x1+x2+x3<=58, 20000x1+40000x2+60000x3<=2500000,%1>=16,x2>=0,%3>=0},
{x1,x2,x3},{50000}]

Dobija se sledecée resenje:
{{1365000,125},{x1->23,x2->0,x3->34} }

2.7 Metod e-ogranicenja

U ovom metodu DO izdvaja kriterijum Q,(x), 1 < p < koji ima najvisi prioritet i
njega maksimizira, dok ostale funkcije cilja ne smeju imati vrednosti manje od unapred
zadatih e, k = 1,...,1, K # p. Sve druge ciljne funkcije se koriste da se kreiraju
dodatna ogranicenja oblika [; < Q;(x) < ¢&;,i=1,...,1, 1 # p [12]. U ovoj relaciji, [; i
g; jesu donja i gornja granica ciljne funkcije @Q;(x), respektivno.

Haimes u [9] je uveo e-constraint (ili trade-off) metod (metod e-ogranicenja), u
kome su sve vrednostoi [; iskljuc¢ene. Sistematsko variranje vrednosti ¢; produkuje skup
Pareto optimalnih resenja [12]. Medutim, nepodesna selekcija vrednosti € € R* moze
da proizvede resenje koje ne ispunjava ograni¢enje. AOpste pravilo za selektovanje g;
je sledece ([2]):

Qp(xi") <& < Qi(xy"),
gde je x;* tacka koja maksimizira ciljnu funkciju Q;(x).

Neophodno je da se resi sledec¢i problem

Max: Qp(x)
p.o.: x € X,
QZ(X) Zgi) L= 177l7 Z%pa

gde je Q,(x) odabrani kriterijum sa najve¢im prioritetom i ¢; su odabrani realni brojevi.
Ako optimalno resenje ne postoji, neophodno je da se smanji vrednost za ¢;.

Teorema 2.7.1 Resenje problema e ogranicenja je slabo Pareto optimalno resenje
pocetnog problema VKO.
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Dokaz. Pretpostavimo da je x* resenje problema e ogranicenja, i da ono nije slabi
Pareto optimum. Dakle, postoji x € S tako daje Q;(x) > Q;(z*)AQi(x) > Qi(x*) > ¢;
za svako ¢ = 1,...,1, © # j, odakle sledi da x* nije reSenje problema e ogranicenja,
Sto je kontradikcija. Zaklju¢ujemo da je reSenje problema e ogranicenja slabi Pareto
optimum. [J

Teorema 2.7.2 Tacka x* € S je Pareto optimalno resenje polaznog problema VKO

akko za svako j = 1,...,1 tacka x* jeste resenje problema € ogranicenja pri cemu je
g =0Q;(x"),i=1,...,1, i #].
Dokaz. Uslov je dovoljan jer iz njega sledi da ni za jedno j = 1,...,[ ne postoji x € S

tako da je Q;(x) > Q;(x*) N Qi(x) > &; = Qi(x*), i # j, tj. sledi da je x* Pareto
optimum.

Pretpostavimo, sa druge strane, da je x* Pareto optimum, a da za neko j ono nije
resenje problema e ogranicenja sa g; = @Q;(x*), i # j. Dakle, postoji x € S tako
da vazi Q;(x) > Q;(x*) 1 Qi(x) > Qi(x*) = ¢;, i # j. Dolazimo u kontradikciju sa
pretpostavkom da je x* Pareto optimalno resenje. Dakle, uslov je i potreban. [

Primetimo da iz ove teoreme sledi da se metodom ¢ ogranic¢enja moze dobiti proizvoljno
Pareto optimalno resenje.

Teorema 2.7.3 Neka je vektor € proizvoljan. Tada, ako problem e ogranicenja ima
jedinstveno resenje onda je ono Pareto optimalno resenje polaznog problema VKO.

Dokaz. Neka je x* jedinstveno reSenje problema e ogranicenja. Pretpostavimo da x*
nije Pareto optimalno tj. da postoji x’ iz S tako da vazi Q;(x') > Q;(x*) i =1,...,1,
pri cemu vazi stroga jednakost za i = [. Ako je [ = j, tada dobijamo Q;(x’) > Q;(x*) A
Q:(x') > Qi(x*) >¢e;,i=1,...,1,i # j, tj. dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom
da je x* resenje problema e ograni¢enja. Ako je [ # j, tada je Q;(x') > Q;(x*) > &,
i=1,...,0,1# 71Q;() < Qj(z*). Medutim kako je z* jedinstveno reSenje te iz
Qi(x') > ¢, i=1,...,1, i # j sledi da mora biti Q;(x") < Q;(x*). Ponovo dolazimo
do kontradikcije pa zakljucujemo da je x* zaista Pareto optimalno resenje polaznog
problema VKO. O

U slucaju da problem e ograni¢enja nema reSenja trebalo bi povecati vrednosti
granica ¢;. Naravno, nijedno ¢; ne sme biti manje od idealne vrednosti funkcije cilja
Qi. U slucaju da DO sam izabere prioritetnu funkciju @; i konstante ; na ovaj metod se
moze gledati kao na a priori metod. Medutim, on u tom sluc¢aju ne moze biti siguran da
¢e biti zadovoljan dobijenim resenjem. Zbog toga je pristup obic¢no drugaciji. Postupak
reSavanja problema € ogranicenja se ponavlja za razne vrednosti granica €; i za razne
funcije ); kao prioritetne, sve dok DO ne bude zadovoljan dobijenim reSenjem.

Da bismo dokazali da je resenje dobijeno metodom ogranic¢enja Pareto optimalno
moramo dokazati da je ono jedinstveno ili da je resenje [ razli¢itih problema za svaku
od funkcija @, Sto nije nimalo jednostavno. Ovo je glavna mana ove metode.

Sledi opis implementacije prema [22].
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Ulazni parametri:

q-, constr_, var_: unutrasnja forma problema;
p_: redni broj ciljne funkcije sa najve¢im prioritetom.

MultiEps[q_List, constr_List, var_List, p_Integer] :=
Module[{s, f = constr, i, j, k, 1 = Lengthl[ql, eps, 1b = {}, ub = {}},
For[i = 1, i <= 1, i++, (* Find bounds in (3.4) x*)
xi = Maximize[q[[i]], constr, var];
AppendTo[1b,q[[pl]/.First[Rest[xil]];
AppendTo[ub,q[[i]]/.First[Rest[xi]]];
1;
For[i =1, 1 <=1, i++,
For[eps = 1b[[i]], eps <= ub[[il], eps = eps + 0.1,
f = constr;
For(k = 1, k <= 1, k++,
If(k !'= p, AppendTo[f, q[[kll>=eps ] 1 (% 3V %)
1;
s = Maximizel[q[[pll, £, var]l; (x 2V, 1V %)

]
Primer 2.7.1 Resiti problem:

Max: {Q1(x) = z1, Q2(x) = 22}

p.o.: 0<z21 <1, 02 < 1.
Pretpostavimo da prvi kriterijum ima najveéi prioritet. Ovaj problem se resava slede¢im pozivom
funkcije MultiEps:

In[5]:= MultiEps[{x1,x2},{x1>=0,%2>=0,x1<=1,x2<=1},{x1,x2},{0.5},1]
U slucaju kada drugi kriterijum uzima vrednosti vece ili jednake od 0.5 (eps = 0.5) neophodno je
da se resi sledeéi jednokriterijumski problem:

Max: Q1(x) =1
P.o.: nglgl, OSJJQSL .1’220.5.
Njegova unutrasnja forma, koris¢éena u MATHEMATICA funkciji Maximize je
zl, {z1>=0,22 >=0,z1<=1,22<=1,22>=0.5}, {zl,22}
Resenje problema je:

{{1.,0.5},{x1->1., x2->0.5}}
i nije Pareto optimalno. Pareto optimalno resenje se generise u slucaju eps = 1, i jednako je

{{t.,1},{x1->1, x2->1}}

2.8 Metodi rastojanja

Metodi rastojanja ¢ine grupu za reSavanje zadataka VKO cija je osnovna ideja da
se u kriterijumskom prostoru trazi tacka koja je najbliza nekoj unapred odredenoj
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tacki koja se zeli dostié¢i ili ka kojoj treba teziti ako ona nije dopustiva. Drugim
re¢ima, minimizira se rastojanje izmedu zeljene tacke i dopustive oblasti. Razlike
izmedu metoda ove grupe poticu od toga kako se zeljena tacka odreduje, na koji nacin
se rastojanje od nje "meri”, da li se uvode tezinski koeficijenti, itd.

A

5@

0
Slika 3.8.1. Tacka najbliza zeljenoj vrednosti f~=.

U opstem slucaju, DO za svaki od [ kriterijuma zadaje Zeljene vrednosti ili odreduje
nacin kako ¢e se one izracunati. Na taj nacin se u [ -dimenzionalnom kriterijumskom
prostoru definise tacka

fr=U5 1)
koja po pravilu ne pripada dopustivoj oblasti S. U slucaju
fFes

zadatak se resava reSavanjem sistema jednacina koje su definisane skupom ogranicenja.

U metodu rastojanja resava se slede¢i opsti zadatak:
Min:  d(f* — f(x))
p.o: XEeX

gde d(*.%) oznacCava rastojanje definisano pogodnom metrikom.

U kontekstu merenja rastojanja u kriterijumskom prostoru ovde é¢emo ponoviti
definicije metrika koje se najcesée koriste u metodima rastojanja:

Iy (pravougaona) metrika : di, (f*, f(x Z|fk Jr(x

ly (Euklidova) metrika : di,(f*, f(x)) = Z(f,j — fr(x))?,
loo (Cebisevljeva) metrika : di_ (7, f(x)) = max {|fk fr(x)]}.

Kriterijumima je moguce dodeliti tezinske koeficijente, tako da prethodne formule
za rastojanje izmedu zeljenog i trazenog reSenja dobijaju oblik:

di, (f7, f(x Zwkm fo(x)]
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za pravougaonu metriku,

l
di, (f7, f(2) = | D wilff — ful2))?
k=1

za Euklidovu metriku,

di, (%, f(%)) = max {wy. [f = fu(x¥)]} -

1<k<l

za. Cebisevljevu metriku.

Bez obzira na oblik polaznih funcija cilja, zadaci minimizacije rastojanja su prob-
lemi nelinearnog programiranja, za koje, u opstem slucaju, nije jednostavno pronaci
optimalno resenje. Izuzetno se u sluc¢aju /; metrike i linearnih funkcija cilja i ogranic¢enja
zadatak minimizacije rastojanja moze formulisati kao problem LP Sto ¢emo objasniti
na slede¢em primeru.

Napomena 2.8.1 Objasnjene transformacije su osnova za formulaciju zadatka vise-
kriterijumskog linearnog programiranja (VLP) i oblik koji se naziva ciljno programiranje

Prema tome, zadatak ciljnog programiranja je poseban oblik zadatka metode rasto-
janja uw VKO. Dodatno je moguce kriterijumima dodeliti prioritete dostizanja Zeljenih
vrednosti i tezinske koeficijente.

Resenje zadatka VKO dobijeno metodom rastojanja, kada skupu vrednosti kriter-
ijuma ne pripada zeljna vrednost, predstavlja slabi Pareto optimum, a ako je jedin-
stveno, onda je i Pareto optimalno.

Metod rastojanja (ciljno programiranje ili goal programming method) je razvijen
u [4], [5] [13]. Za svaku od [ kriterijumskih funkcija odabiraju se ciljne vrednosti, ili
se izracunavaju pomocu funkcije Mazimize. Na taj nacin, generise se [-dimenzionalna
tacka b(x)=(by,...,b), koja sadrzi ciljne vrednosti za ciljne funkcije. Potom se mini-
mizira rastojanje izmedu tacke b(x) i Q(x)=(q1(x),...,q(x)). Drugim re¢ima, reSava
se sledeci opsti zadatak:

Min: d(b—Q(x))
p.o.: x € X,

gde je d(*.x) metrika koja definise rastojanje izmedu tacaka b i (x). Uzmimo, na
primer metriku definisanu L;-normom:

(b~ Q) = 31 ~ (0],

U ovom sluéaju, prirodno je da se koriste zamene y; = b; — q;(x), 7 = 1,...,l. Koristeci
dodatne smene y; = $[i]” — $[i|T, ¢ = 1,...,l, u kojima je $[i]7,$[z]" > 0, (i tada
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je lyil = $[d)t + $[i]~, i = 1,...,1), dobija se sledeéi jednokriterijumski optimizationi
problem:

Min: DTS+ $0)
p-o.: )Z(ie X
Qi(x) — S|t +8[i) =b;, i=1,...,1
[T >0,...,8[]" >0,8[1] >0,...,8[]] >0.

Lista ogranic¢enja se transformise ciklusom:

For[i=1,i<=1,i++,

AppendTo [constr,q[[i]]-$[2i-1]1+$[2i]==b[[i]]];
1;
For[i=1,i<=21,i++, AppendTo[constr,$[i]>=0] 1;

Odgovarajuéa jednokriterijumska ciljna funkcija se generiSe i minimizira izrazom
s=Minimize[Array[$,21,1,Plus],constr,Union[Variables[Array[$,21,1]1],var]l];

Standardna funkcija Variables[expr] daje listu nezavsinih promenljivih u izrazu
expr. Izraz Union[1y,1,,...] daje sortiranu listu razli¢itih elemenata koji se pojavljuju
u bilo kom od izraza [; [29].

Primer 2.8.1 Dat je zadatak VLP

Max:  [Q(x), Qa(x), Qs(x)]
p-o.: 351 + Txg > 175
136x1 + 17022 < 2400
201 4+ 3x2 < 240

1,72 >0
gde su :
Q1(x) = 4x1 + bxe, Q2(x) = 1 + 2, Q3(x) = 40x1 + 6.

a) Resiti zadatak metodom rastojanja sa pravougaonom metrikom, ako se Zzeli dostié¢i idealna
tacka.
b) Koja resenja predstavljaju Pareto, a koja slabi Pareto optimum polaznog zadatka.

Xy

25

124 A
D B X
s C 15
Slika 3.8.2. Skup dopustivih resenja u primeru f=.
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Resenje. a) U ovom zadatku DO je odredio da su Zeljene vrednosti kriterijumskih funkcija idealne
vrednosti tih funkcija. Zato je najpre potrebno odrediti marginalna reSenja i odgovarajuce idealne
vrednosti funkcije:

fi = 60 za viSestruko reSenje koje pripada duzi AB sa krajnjim tackama:

20" =3.09, 2" =9.52

*

207 =1159, 2V =273,

fr=1432za: 2% =11.59, 2{?" = 2.73 (tacka B),
f3 = 480 za viSestruko reSenje koje pripada duzi BC sa krajnjim tackama :

27 =1159, 2P =273

27 =12, 297 =o0.

Zadatak VKO prilagoden za resavanje metodom rastojanja sada ima oblik :

(min)®(x) = [fi = LX)+ |fz = o) +[f5 = f3(x)]

pri istim ogranicenjima.

Posto sve kriterijume trebamo maksimizirati, a po definiciji marginalnih resenja je fy > fi(x)
, moze se staviti da je |f — fu(x)] = fi — fu(x), £ = 1,2,3. Tada se umesto polaznog zadatka
moze reSavati zadatak minimizacije funkcije ®(x) = 554,32 — 45x1 — 1224, pri istim ogranicenjima.
Pokazacemo kako se ovaj zadatak reSava opstim postupkom koji koristi definiciju prebacaja i podbacaja.U
tom sluc¢aju matemati¢ki model ima oblik :

Min:  Flz,y) =y +y; +¥ 9 +y35 +y5
p.0.: 4x1 + bxy — yf‘ +y; =60
T + X2 —y;—f—y; = 14,32
40xq + 622 — ygr +y3 =480
3bxy + Txy > 175
136zx1 + 170z < 2400
20x1 + 3z2 < 240

T1, @2, Y, Y Y8 Y s Ye Y5 > 0.

Resavanjem ovog zadatka dobija se jedinstveno resenje : F* =0, 7 = 11.59 i x5 = 2.73.

To sto je vrednost funkcije cilj jednako nuli ukazuje da je dobijeno resenje savrSeno jer nema ni
prebacaja ni podbacaja vrednosti funkcija cilja od idealne tacke. Ovo je ocigledno i na grafiku ; vidimo
da u tacki B sve funkcije cilja dostizu svoju najveéu vrednost.

b) Jedino je tacka B(11.59, 2.73) Pareto optimalna. Sve tacke na duzi AB na jednu stranu i BC
na drugu stranu su slabi Pareto optimumi.

Sledi funkcija MultiDist kojom se daje implementacija metode rastojanja. Kao
pomo¢na funkcija koristi se funkcija ideal [22].

ideal[q_,constr_,var_]:=

Module [{res={},i,1=Lengthlql},
For[i=1,i<=1,i++,
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AppendTo[res,First[Maximize[q[[i]],constr,var]]l];
1;

Return[res];

MultiDist[q_,constr_,w_List,var_]:=
Module [{con=constr,point={},1=Lengthl[q],s},
If [w=={}, point=ideal[q,con,var], point=w];
For[i=1,i<=1,i++,
AppendTo[con,q[[i]]-$[2i-1]1+$[2i]==point [[i]1]]; (* 3V,2V *)
1;
For[i=1,i<=21,i++, AppendTol[con,$[i]>=0] 1;
s=Minimize [Array[$,21,1,Plus],con,Union[Variables[Array[$,21,1]],varl];
(x 3V,2V *)
Return[{q/.Last[s],Last[s]}]
1;

Primer 2.8.2 Resiti problem

Max: {Q1(x) = z1, Qa2(x) = 2}
p.o.: 0<2: <1, 082 < 1.

Ovaj problem se resava izrazom
In[5]:= MultiDist[{x1,x2},{x1>=0,%2>=0,x1<=1,x2<=1},{},{x1,x2}]

Pozivom funkcije ideal, dobija se idealna tacka {2,3}. Posle toga, dobija se slededi:

Min: D(x) =2 — 21| + |3 — a2]
p.o.: 1 <1, o<1z >0, zo > 0.
Posle zamena y; = 2—x1 = $[1]” —$[1]T, yo = 3—22 = $[2]~ —$[2]*, koristedi |y;| = $[1]T+3$[1]~,
ly2] = $[2]" + $[2] 7, s obzirom na (2.7), polaznl problem se transformlse u slededi:
Min: ST+ 81 +8[2]" +9[2]
p.o: = $[1]T +8$[1]” =2, 22 —$[2]T +3[2] =3,

(Elgl, $2§17
1 >0, 29 >0, $[1]T >0, $[1]7 >0, $[2]T >0, $[2]” >0.

Unutrasnja reprezentacija ovog problema je

S[1] + $[2) + 8[3] + 3[4,

{z1>=0,22>=0,21 <=1, 22 <=1,
xl = $[1] + $[2]==2, 2 — [] $[]
$[1] >= 0,8[2] >= 0,3[3] >= 0,5[4] > },

{z1,22,8[1],$[2 ],$[3],$[4]}

dok je njegovo optimalno reSenje

{3, {z1—> 1,22—> 1,$[1]—> 0,$[2]—> 1, $[3]—> 0, $[4]—> 2}}
Prema tome, optimalno resenje polaznog problema je

Out[5]= {{1,1},{x1->1, x2->1, $[11->0,$[21->1,8[3]1->0,$[4]1->2}}
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2.9 Metod PROMETHEE

Metod PROMETHEE (Preference Ranking Organization METHods for Enrich-
ment Evaluation) je metod visekriterijumske analize i sluzi za rangiranje konacnog
broja alternativa. Postoje ¢etiri varijante ovog metoda: PROMETHEE I, II, IIT i IV
(poslednja predstavlja prosirenje za neprekidne skupove). Opisa¢emo metod II, koja

daje potpuni poredak alternativa [19].

Cilj nam je da, od N tacaka 20, ..., 2N

onu koja daje najbolju vrednost resenja.

) u skupu dopustivih resenja S izaberemo

Uvedimo funkciju preferencije P;(z("), 2(?)) za alternative 2™ i 2® u odnosu na

kriterijum @);:

Py(zV, 2®) = {O’

Uvodimo oznaku d = Q;(z®) — Q;(zV).

P(fi(2®) = fi(z D)),

ako je Q;(z™M) > Q;(z®?)
ako je Q;(zM) < Q(2?)

Predlozeno je Sest tipova funkcije preferencije:

1. Jednostavan kriterijum

2. Kvazi-kriterijum

3. Kriterijum sa linearnom preferencijom

o &

Pz, 2®)) =

=

4. Nivoski kriterijum

o
—~
8

3

-

=

)

3

[\]

>
S~—

Il

= N vo

)

ako je d <0
ako je d >0

ako jed < g¢q
ako je d > ¢q

ako je d <0
akoje 0 <d<p
ako jed >p

ako je d < ¢q
akojeqg<d<p
ako jed>1p

5. Kriterijum sa linearnom preferencijom i oblasé¢u indiferentnosti

ako je d < ¢q
akojeqg<d<p
akojed>1p



6. Gausov kriterijum

P(z®,2®) = {0’ . ako je d < 0

1—e2?, akojed>0
Pri tome paremetre p, ¢, o treba zadati za svaku kriterijumsku funkciju.

Definisemo visekriterijumski indeks preferencije alternative z) nad z®

k
M0, 2®) = 3w, (a®, 22)

=1

gde je w; tezina i-tog kriterijuma. Podrazumeva se Zle w; = 1.

Uvodimo zatim tokove preferencije:
N
oF () = Z II(z®, ™) (pozitivni tok)

N
o7 () = Z (2™, 2®)  (negativni tok)
m=1

¢i(a) = ¢f (aV) — ¢ (z1)  (neto tok).

Neto tok je funkcija pomoéu koje rangiramo alternative. Alternativa = je visekri-
terijumski bolja od ) ako je ¢;(z¥)) > ¢;(z9).

Time smo dobili potpuno uredenje skupa alternativa na osnovu koga mozemo iz-
abrati najbolju.

2.10 Metod ELECTRE

Metod ELECTRE I (ELimination and ET Choice Translating REality) prvi put
je objavio Roy sa svojim saradnicima (1971.). Za odredivanje delimi¢nih poredaka
alternativa najcesée se koristi metod ELECTRE I, a za potpuno uredenje skupa al-
ternativa metod ELECTRE II. Ovi metodi omogucavaju parcijalno uredenje skupa
reSenja na osnovu preferencija donosioca odluke, a pogodne su za diskretne probleme i
raznorodne kriterijumske funkcije. Modeli dozvoljavaju uklju¢ivanje subjektivnih pro-

cena, bilo kroz vrednosti kriterijumskih funkcija, bilo kroz relativne vaznosti pojedinih
kriterijuma. Metodi ELECTRE III i IV su metodi ”viseg” ranga.

Metod ELECTRE je metod visekriterijumske analize pomocu koga se moze dobiti
delimi¢no uredenje skupa alternativa. Na osnovu dobijene relacije delimi¢nog uredenja
p konstruise se graf G u kome ¢vorovi predstavljaju alternative. Grana grafa se usmer-
ava od ¢vora £ prema ¢évoru V) ako je 2 pz). Na osnovu tako konstruisanog grafa
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dobija se parcijalna rang lista (nepotpuno ureden skup) alternativa, a moze se desiti
da neke alternative ostanu izolovane.

Dakle, metod ELECTRE je razvijen za analizu odnosa medu alternativama, a ne
za potpuno uredenje skupa alternativa.

Opisa¢emo ukratko noviju varijantu ELECTRE II [19].
Ozna¢imo sa I = {1,...,l} skup indeksa kriterijumskih funkcija. Za svaki par
resenja (2(M), 2(?)) definisemo:

I*(2W,2®) = {i e I| Qi(a") < Qi(«™)}

I=(@W,2®) = {i e I] Qi(xW) = Qi(«™)}
I (@M, 2®) = {i € I] Qi(xV) > Qi(z®))}

Donosilac odluke zadaje tezine kriterijuma w;, ¢ = 1..., k. Zatim se odreduje
W (2zW z®) = Z w;
el t
W=(2W, 2®) = Z w;
iel=
W (2W, 2@y = Z w;
iel~

W = Wr+Ww-+WwW-.

Definisemo indeks saglasnosti

Uslov saglasnosti za par (z(!), 2(?)) je ispunjen ako vazi

+
ClzWM @) >q i —>1
(@,27) 2 ¢ 1 5=

gde je ¢ parametar ¢ijim variranjem ¢emo dobijati razlicite rezultate.

Da bismo definisali indeks nesaglasnosti moramo uvesti intervalnu skalu S koja ¢e
omoguciti poredenje funkcija raznorodnih vrednosti. Tako se dobijaju funkcije s; koje
predstavljaju surogat kriterijumskih funkcija Q);.

Indeks nesaglasnosti je:

1
A, 2¥) = = max|s (o) - si(a?)
el

Uslov nesaglasnosti za par (1), 2?) je ispunjen ako vazi

d(l‘(l), I@)) <r
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gde variranjem parametra r dobijamo razlicite rezultate.

Alternativa 29) je superiorna nad z®) ako su ispunjeni odgovaraju ’ci uslovi saglas-
nosti i nesaglasnosti. U tom slucaju grana (z), 2®) ulazi u rezultantni graf.

Povec¢anjem vrednosti parametra ¢ i smanjivanjem vrednosti parametra r smanjuje
se broj grana rezultantnog grafa. U praksi je dobro ispitati vrednosti 0.5 < ¢ < 11
0<r<a0.5.

Iz rezultantnog grafa mozemo identifikovati alternative nad kojima nema superi-
ornih. Naravno, neke alternative mogu ostati izolovane. Treba imati na umu da se
metodom ELECTRE pre mogu dobiti korisne informacije o alternativama nego sto se
moze potpuno resiti problem multikriterijumske analize.

2.11 Interaktivni metodi

U interaktivnim metodima DO aktivno ucestvuje tokom resavanja problema. Na-
jpre DO daje preliminarne informacije o svojim preferencijama na osnovu kojih anal-
iticar generiSe neki skup resenja ili neki skup novih korisnih informacija. Kada dobije
ove podatke DO obezbeduje nove informacije o svojim zahtevima i postupak se itera-
tivno ponavlja sve dok DO ne bude kona¢no zadovoljan dobijenim resenjem. Prednost
ovakvog pristupa reavanju VKO je taj Sto se generise samo deo Pareto optimalnog
skupa i sto DO iskazuje i menja svoje odluke i preferencije tokom samog procesa
resSavanja problema.

Postoji mnogo interaktivnih metoda a mi ¢emo navesti ukratko jednu od njih.

2.12 Metod referentne tacke

U raznim metodima VKO se koristi takozvana funkcija ostvarenja (achievement
function). Uoc¢imo referentnu tacku z € R* &ije su koordinate Zeljene vrednosti kriter-
ijumskih finkcja. Tacka Z moze biti ili ne biti dostizna. Funkcija ostvarenja je funkcija
sz koja zavisi od Z,

ss:Z —R

Posmatrajmo problem:
Minimizirati sz(Q(x)) pod uslovom x € S (2.12.0.1)

Teorema 2.12.1 Ako je funkcija ostvarenja sz : Z — R strogo rastuca, tada je resenje
problema (2.12.0.1) slabo Pareto optimalno resenje pocetnog problema VKO. Ako je
izursna funkcija sz Z — R jako rastuéa, tada je resenje problema (2.12.0.1) Pareto
optimalno resenje pocetnog problema VKO.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je x* € S resenje Problema (2.12.0.1), a da ono
nije slabo Pareto optimalno. Sledi da postoji neko x € S za koje vazi da je Q;(x) <
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Qi(x*) za svako i = 1,..., k. Kako je sz strogo rastuca funkcija, dobijamo sz(Q(x)) <
s(Q(x*)), odakle dobijamo kontradikeciju sa pretpostavkom da je x* resenje problema
(2.12.0.1).

Drugi deo teoreme se dokazuje slicno. Pretpostavimo da je x* reSenje problema
(2.12.0.1), a da ono nije Pareto optimalno. Dakle, postoji x € S za koje vazi Q;(x) <
Qi(x*) zasvako i = 1,... k, pri cemu za neko j < k vazi Q;(x) < Q;(x*). Kako je sz
jako rastuca funkcija dobijamo sz(f(x)) < sz(Q(x*)), odakle sledi da x* nije resenje
problema (2.12.0.1), sto je kontradikcija. [

U metodu referentne tacke generisanje Pareto optimalnog skupa je bazirano na
referentnoj tacki, a ne na vrednosnoj funkciji ili tezinskim koeficijentima. Najpre se
donosiocu odluke, ako je moguée, dostave neke informacije o problemu (idealna tacka,
maksimalne vrednosti kriterijumskih funkcija u odnosu na dopustivi skup i sli¢no).
Takode, potrebno je odrediti odgovaraju¢u funkciju ostvarenja. Na osnovu prethodne
teoreme se moze zakljuciti da je pozeljno da izvrsna funkcija bude jako rastu¢a. Metod
se sastoji iz sledecih koraka [?]:

1. Donosiocu odluka se predstave informacije o problemu. Stavi se h = 1.

2. DO navodi referentnu tacku z" (koordinate ove tacke su zeljeni nivoi kriterijum-
skih funkcija).

3. Minimizira se funkcija ostvarenja pod uslovom x € S i dobije se Pareto optimalno
refenje x" i odgovarajuée 2". ReSenje 2" se predstavi DO.

4. Minimizira se k funkcija ostvarenja sz(;) sa referentnim tackama z(i) =z"+||z"—
2"||e?, gde je e’ i-ti jedini¢ni vektor, i = 1,..., k. Na ovaj nacin se dobije k novih
Pareto optimalnih resenja. Dakle, ukupno imamo k£ 4 1 dominantnih reSenja, tj.
k + 1 odgovarajuc¢ih tacaka u kriterijumskom skupu Z.

5. Ako medu ovih k 4+ 1 tacaka DO izabere neku kao zadovoljavajuéu, onda je
odgovarajuée x” kona¢no resenje. U suprotnom, DO bira (medu dobijenih k + 1
tacaka skupa Z) novu referentnu tacku z"*1. Postavljamo h = h + 1 i prelazimo

na korak 3.

Prednost ovog metoda je sto DO neposredno upravlja procesom resavanja problema
i §to je u mogucnosti da menja svoje misljenje tokom procesa resavanja. Nedostatak
je §to to moze dugo da traje i sto DO ne moze biti siguran da je u koraku 5 koraku
dobro izabrao novu referentnu tacku.
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