GLAVA 1 - Diferencijalne jednacine prvog reda

1. Osnovni pojmovi, definicije i teoreme

Uporedo sa DJ ([I)) razmatra se RECIPROCNA DJ

) v =

Definicija 1 Oblast definisanosti DJ (1)) je unija oblasti definisanosti funkcija
fi1/f.

oblast definisanosti DJ ne sadrzi tacke u kojima funkcije f i 1/f nisu
definisane.
oblast definisanosti DJ je i oblast definisanosti recipro¢ne DJ

D — oblast definisanosti DJ |

Primer 1 Za DJ
(3) , ylny

funkcija f(z,y) = yIny/z je definisana u oblasti ((—oo, 0)U(0, 00)) x (0, 00),
a reciprocna funkcija u oblasti (—oo,00) x ((0,1) U (1,00)). Ove funkcije
su neodredene u tacki (0,1), te je oblast definisanosti ove jednacine D =

((=00,00) x (0,00)) \ {(0, 1)}. O



DJ se moze izraziti u diferencijalnom obliku
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

kao 1 u simetricnom obliku
dv dy
N(z,y)  M(zy)
Prednost ovakvog izrazavanja je u tome sto su promenljive x i y ravnopravne.
Oblast definisanosti DJ u diferencijalnom obliku ¢ine sve tacke zajednicke
oblasti definisanosti funkcija M i N u kojima je M?(x,y) + N?(x,y) # 0.

Analogno vazi i za DJ u simetricnom obliku.

Definicija 2 U oblasti definisanosti D jednacine , funkcija y = o(z)
definisana za x € (a,b), je reSenje ove jednacine, ako za svako x € (a,b)
vazi:

(i) postoji ¢'(z);

(i) (z,p(x)) € D;

(i) o'(x) = f(z, ().

Definicija 3 Ako je funkcija y = o(z),z € (a,b), resenje DJ (1)), geometri-
jsko mesto tacaka I' = {(x,p(z)), = € (a,b)} je integralna kriva DJ ili
grafik resenja.

Zbog druge osobine u definiciji resenja, sledi da grafik resenja pripada
oblasti ID.

Kosijev problem za DJ (l)): Za datu tacku (xo,y0) € D odrediti
resenje y = p(x) jednacine , definisano u nekoj okolini tacke x,
koje zadovoljava uslov (KoSijev uslov, pocetni uslov)

(4) (o) = Yo

Resenje Kosijevog problema (I)-(4) postoji ako postoji interval (a,b)
kome pripada tacka xy i ako postoji funkcija y = (), definisana na tom
intervalu, koja je resenje DJ i koja zadovoljava uslov .

Geometrijski, resiti Kosijev (pocetni) problem znaci naéi integralnu krivu
date DJ koja prolazi kroz tacku (zg, yo).

Ako f(z,y) — oo kad * — xg, y — yo, odreduje se Kosijevo resenje
x = 1(y) reciproéne DJ koje zadovoljava pocetni uslov ¥ (yy) = .
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Fundamentalna pitanja koja se postavljaju u vezi Kosijevog problema su:

(1) Egzistencija resenja: Pod kojim uslovima postoji resenje KP (1))
definisano u nekoj okolini tacke xy? Odnosno, da li postoji integralna kriva
DJ koja prolazi kroz pocetnu tacku?

(2) Jedinstvenost resenja: Ako reSenje KP postoji, pod kojim uslovima
je to resenje jedinstveno? Odnosno, pod kojim uslovima postoji samo jedna
integralna kriva DJ koja prolazi kroz datu pocetnu tacku?

(3) Interval egzistencije resenja: Koji je maksimalni interval (a, §) egzis-
tencije reSenje Kosijevog problema —?

Definicija 4 Podskup oblasti definisanosti DJ kroz ¢iju svaku tacku pro-
lazt neka integralna kriva, naziva se oblast egzistencije reSenja ovog sis-
tema. Ako, pored toga, kroz svaku tacku ove oblasti prolazi samo jedna inte-
gralna kriva, takva oblast je oblast egzistencije i jedinstvenosti reSenja.

Definicija 5 Tacka kroz koju prolazi jedna 1 samo jedna integralna kriva,
naziva se obiéna tacka diferencijalne jednacine prvog reda.

Q —— oblast egzistencije resenja DJ

G —— oblast egzistencije i jedinstvenosti resenja DJ

GCcQCD

| EGZISTENCIJA RESENJA |

Dovoljan uslov egzistencije resenja DJ u oblasti Q C D je f € C(Q).

Teorema 1 (Peanova teorema) Neka je f € C(Q). Tada za svako (xo,yo) €
Q postogi resenje y = p(x) KP ([A)-[{) definisano u okolini tacke .

| JEDINSTVENOST RESENJA |

Definicija 6 Funkcija f: D — R, D C R?, zadovoljava Lipsicov uslov sa
konstantom L > 0 po promenljivoj y u oblasti D, ako za bilo koje dve tacke
(.%', yl)? (xayQ) € D vazi

|f(z,y1) — f(2,92)] < Llyr — yal.
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Teorema 2 (Pikarova teorema) Neka je funkcija f € C(G) i neka zado-
voljavaju Lipsicov uslov po promenljivoj y na svakom kompaktu sadrZanom
u G. Tada za svako (xg,yo) € G postoji jedinstveno resenje y = p(x)
DJ , definisano u nekoj okolini tacke xq, koje zadovoljava pocetni uslov
(o) = yo, odnosno G je oblast egzistencije i jedinstvenosti reSenja DJ.

Ova teorema je lokalnog karaktera, jer daje dovoljne uslove egzistencije i
jedinstvenosti resenja samo u nekoj okolini tacke z.

Lema 1 Ako su funkcije f, f(j € C(D), tada funkcija f zadovoljava Lipsicov
uslov sa konstantom L po promenljivoj y na svakom konveksnom kompaktu
K C D, pri éemu je L = max, |f,(z,y)|.

Dokaz se zasniva na neposrednoj primeni Lagranzeove teoreme o srednjoj
vrednosti: Ako su funkcije f, f, € C(D), za svake dve tacke (z,y1),(z,y2) €
D postogi 6 € (0,1) tako da

Fy2) = Flsp) = £ (0,02 4+ 001 — 1) ) (1 — 10).

— ‘f(xayl>_f(xay2>‘ SL‘yl_y2|

Uslovi ovog tvrdenja se mogu oslabiti pretpostavkom da je funkcija le/
ogranicena na konveksnom kompaktu K, umesto f, € C(DD).

Primetimo da obrnuto tvrdenje ne vazi, jer funkcija f moze zadovolja-
vati Lipsicov uslov u nekoj oblasti, a da nema parcijalni izvod f,(z,y) u
svim tackama te oblasti. Na primer, funkcija f(z,y) = |y|sinz nema par-
cijalni izvod po y u tackama z-ose, ali zadovoljava u R? Lipsicov uslov sa
konstantom L = 1 po promenljivoj y, jer je

f(@,y2) = f(z,m)| < |lyel =il | < ly2—11| zasvako (z,u1), (z,92) € R?.

Prema Pikarovoj teoremi i Lemi [I, dovoljni uslovi egzistencije i jedin-
stvenosti resenja DJ u oblasti G su f, f, € C(G).

/

Teorema 3 AkO je f7 y

stvenosti resenja DJ.

€ C(G), onda je G je oblast egzistencije i jedin-



1.2. VRSTE RESENJA DJ

DJ (1)) moze imati razlicite vrste reSenja:

* KoSijevo resenje

* opsSte reSenje

* singularno resenje

* opsti integral
Definicija 7 Funkcija y = ¢(z,c), z € (a,b), c € H C R, gde je ¢ param-
etar, naziva se opsSte resenje DJ , ako je:

(i) jednacina y = o(x, c) resiva po ¢, ¢ = P(x,y) za svako (x,y) € G

(ii) funkcija y = p(x,c) je resenje DJ u oblasti G za proizvoljan izbor
parametra ¢ € H odredenog kao ¢ = ¥(xg,yo) za neku tacku (xg,y) € G.

> o, 9(2,9)) = y 7a svako (z,y) € G

> za proizvoljnu tacku (zg,y9) € G jednacina y = ¢(z,c) je resiva po
c = cy = ¥(xo,y0). Tada je funkcija y = ¢(x,cy) je resenje DJ koje
zadovoljava pocetni uslov (g, co) = @(zo, ¥ (x0,0)) = Yo

Stav 1 Opste resenje DJ sadrzi sva Kosiyjeva resenja ¢ije integralne krive
pripadaju oblasti G.

Dokaz: Neka je (zg,y0) € G proizvoljna tacka i y = g(z) Kosijevo resenje
DJ definisano u nekoj okolini tacke x(, koje zadovoljava pocetni uslov
g(xg) = yo. Neka je y = p(x,c) opste resenje te jednacine. Jednacina
y = p(x,c) je reSiva po ¢; ¢ = P(x,y) za svako (z,y) € G, pa postoji
konstanta ¢y takva da je ¥(xg,y0) = co. Definisimo funkciju p(z,cy) 1=
g1(x). Ova funkcija je resenje DJ ¢ija integralna kriva prolazi kroz tacku
(o, %0), jer je g1(xo) = w(xo, o) = @(x0, ¥ (x0,y0)) = yo. Kako kroz tacku
(x0, Yo) prolaze integralne krive dvaju resenja istog Kosijevog problema, a G
je oblast egzistencije i jedinstvenosti resenja, ova resenja se moraju poklapati
na zajednickom intervalu definisanosti. Kako je proizvoljno Kosijevo resenje
sadrzano u opStem reSenju, opste reSenje sadzi sva Kosijeva resenja. [

Opste resenje DJ je resenje koje zavisi od proizvoljne konstante
c, ako se iz njega za odgovarajuc¢i izbor konstante moze dobiti bilo koje
Kosijevo resenje.




Primer 2 y' = y?

> Oblast definisanosti DJ je D = R*. Kako je f(z,y) = y*1 f;(x,y) = 2y,
to je f, f; € C(R?), paje D =G = R*

> Opste reSenje je y = ——. Ako stavimo k = 1/c, opste reSenje je
_ _k

Y= 1%z
> Kosijevo reSenje kroz tacku (—1,1) je ¢1(x) = —1/x, © € (—00,0),

sadrzano je u opstem resenju za ¢ = 0;

> Kosijevo resenje kroz tacku (1,0) je po(z) = 0, x € (—o0, 00), sadrzano
je u opstem resenju za k = 0 (odnosno ¢ = 00). [

Definicija 8 Resenje DJ je partikularno ako je sadrZano u opstem
resenju za konkretnu vrednost parametra ¢ € R U {#£oo}.

Pri resavanju sistema DJ poseban problem predstavljaju reSenja koja nisu
sadrzana u opStem reSenju, pa zahtevaju dodatnu diskusiju. Ona se, prema
tome, ne mogu dobiti iz opsSteg resenja ni za koju vrednost konstante c, a
njihove integralne krive ne pripadaju oblasti jedinstvenosti resenja.

Definicija 9 Resenje y = ¢(x) DJ je singularno ako kroz svaku nje-
govu tacku osim njega prolazi i neko drugo resenje, koje u toj tacki ima istu
tangentu kao i resenje y = @(x), a razlikuje se od njega u ma kojoj okolini
tacke dodira.

Integralna kriva singularnog resenja je singularna integralna kriva.

Definicija 10 Singularna tacka DJ je tacka koja zadovoljava jedan
od sledeca dva uslova:

(1) kroz nmju prolazi vise od jedne integralne krive koje se wu toj tacki
dodiruju;

(ii) kroz mju ne prolazi niti jedna integralna kriva DJ | ali u proizvoljnoj
okolini te tacke nalazi se bar jedna obicna tacka DJ .

Svaka tacka koja lezi na singularnoj integralnoj krivi DJ je singularna
tacka.



Primer 3 y' = 2,/y.

Oblast definisanosti DJ je D = R x [0,00). Kako je f(z,y) = 2\/¥,
fi(x,y) = 1/\/y, to je f € C(D), ali f; € C(R x (0,00)). Dakle, oblast
egzistencije resenja je Q = D, dok je G; = R x (0,00), prema Teoremi ,
podskup oblasti egzistencije i jedinstvenosti reSenja, ali da bi odredili ovu
oblast moramo resiti DJ i ispitati da li i tacke prave y = 0 pripadaju oblasti
egzistencije i jedinstvenosti resenja date DJ.

Opste resenje DJ ¢ = 2,/y je familija funkcija y = (z 4 ¢)?, @ > —c, pa
integralne krive ¢ine delovi parabola desno od tacaka (—c,0)

-2 2 4

Slika 1: Integralne krive DJ ' = 2,/y

y = 0 je resenje koje nije sadrzano u opstem resenju ni za koju vrednost
konstante ¢ — singularno reSenje (?)
Kroz tacku (—x,0) prolaze dve integralne krive:
y=0iy=(z+z)% 2= -z
sa zajednickom tangentom u toj tacki, pa je prava y = 0 singularna inte-

gralna kriva.
Dakle, oblast egzistencije i jedinstvenosti resenja date DJ je

G =R x (0,00),

jer je u tackama prave y = 0 naruSena jedinstvenost resenja. [J

RESITI DIFERENCIJALNU JEDNACINU ZNACI:

* ODREDITI OPSTE RESENJE;

* ODREDITI SVA SINGULARNA RESENJA;

* ISPITATI PONASANJE RESENJA U BLIZINI SINGULARNIH TACAKA.




1.3. GEOMETRIJSKA INTERPRETACIJA RESENJA DJ
Neka je ¢(x) resenje Kosijevog problema ([I)+(4)). Posto je
¢'(20) = f(z0, (%)) = f (20, Yo),

vrednost f(xg,y0) je koeficijent pravca tangente Kosijevog resenja u tacki

(0, Yo)-
Jednacina tangente reSenja y = @(x) u tacki (g, o), yo = ©(xo) je

t:y—yo= ¢ (w0)(z — 20)

t:y—yo=f(xoy0)(@— o)
Vektor tangente je (1, f(xo, %))

VEKTORSKO POLJE DJ je skup tacaka i odgovarajuc¢ih vektora tangenti
integralne krive u tim tackama:

V— {(a, b), (1,f(a, b)) ) (a,b) € @}

* graficka interpretacija resenja DJ koja se dobija bez resavanja DJ

[ZOKLINA je geometrijsko mesto tacaka u kojima polje pravaca ima istu
vrednost.

Primer 4 Odredimo vektorsko polje DJ 3/ = y — x. Familija izoklina je
{(z,y) :y —x =c, c € R}, tj. pramen pravih y =z + ¢, c € R.

c=3 K e=1 c=3 c=1
c=2 c=0 /‘ C/=42 / e=0
T c=-1 / / 1 4 : c=:1
/‘ /
7 I"a 1"‘ 1
1 1 =2 ~1 1 \ 2
c=-2 / —4 < i \
1 L \ c=-2
oy \
c=-3 \
£ \ \c=3
~2 A

Slika 2: Izokline, vektorsko polje i integralne krive DJ ¢/ =y — x
Na Slici P} (a) prikazane su izokline za ¢ € {—3,-2,—1,0,1, 2, 3}.
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e Zac = 0, duz prave y = x, pravac polja odreden je vektorom (1, f(a,a)) =
(1,0);

e za ¢ = 1, duz prave y = x + 1, pravac polja je odreden vektorom
(L, fla,a+1)) = (1,1);
e za ¢ = —1, duz prave y = x — 1, pravac polja je odreden vektorom

(17 f<a7 a— 1)) - (17 _1)7
itd. (Slika [2}(b)). Na Slici P}(c) prikazano je vektorsko polje i prateci polje
pravaca, mogu se skicirati integralne krive date DJ. [
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