2. Integral diferencijalne jednacine

(1) y=flr,y) [:D—=R, DCR
G — oblast egzistencije i jedinstvenosti resenja DJ

Definicija 1 Funkcija 1 € CY(G), koja nije identicki jednaka konstanti,
naziva se integral DJ , ako duZ bilo kog resenja ima konstantnu vrednost.

Prema tome, za proizvoljno resenje y = ¢(x), z € (a,b), jednacine (1
mora vaziti
Y(z,p(x)) = const, x € (a,b).
Nadalje ¢e se, bez posebnog naglasavanja, podrazumevati da je bar jedan
od parcijalnih izvoda 1}, ¢, razlicit od nule u oblasti G, sto je ekvivalentno
uslovu da funkcija 1 nije identicki jednaka konstanti.

Teorema 1 (Teorema o integralu) Neka je v € CV(G) funkcija koja
nije identicki jednaka konstanti. Funkcija 1 je integral DJ ako 1 samo
ako je

(2) vy, y) + ¥z, y) f(2,y) =0, (z,y) €G.

DokAz: Neka je funkcija ¢ = ¢ (z,y) integral DJ (1)) u oblasti G i neka je
(x0,v0) € G proizvoljna tacka. Tada postoji jedinstveno resenje y = ¢(x) ove
jednacine, definisano u nekoj okolini (a, b) tacke z, koje ispunjava pocetni
uslov () = yo. Kako je ¢(z, p(x)) = const, x € (a,b), to je

d
U@, 0(2)) + ¥y (@, (@) f (2, 0(x)) =0, € (a,b),
T = 9, ¢(T0) = Yo
Y, (20, o) + 1, (0, Yo) f (w0, o) = 0.
Kako je (xg,y0) € G proizvoljna tacka, to (2) vazi za svako (z,y) € G.

Obrnuto, neka vazi relacija i neka je (zg,y0) € G proizvoljna tacka.
Neke je y = ¢(x),z € (a,b),z9 € (a,b) reSenje DJ kroz datu tacku. Kako
grafik resenja y = (), x € (a,b), pripada oblasti G, to je

0 = ¥ (2, 0(2)) + ¥} 2, (@) f (@, () = W(a, (2)) + ¥ (@, o)) (@)
_ di(e, o))

- , x € (a,b).



Dakle, ©(z, p(x)) =const, x € (a,b), pa je prema Definiciji 1, ¢(z,y) inte-
gral DJ (1). O

Definicija 2 Ako je funkcija 1 integral DJ u oblasti G, relacyja
(3) Y(x,y) =¢, c= const

se naziva opsSti integral te jednacine.

Konstanta ¢ u prethodnoj definiciji je proizvoljna sa ograni¢enjem da
relacija ima smisla. Naredna teorema povezuje opsti integral sa opstim
reSenjem DJ.

Teorema 2 Opstim integralom DJ implicitno je odredeno opste resenje
ove DJ .

DokAz:  Posto je funkcija ¢(z,y) integral DJ (1)), to je vy (x,y) # 0 i
V.(z,y), ¥, (7, y) suneprekidne funkcije u oblasti G. Prema teoremi o egzis-
teniciji i izvodu implicitne funkcije jednacina ¢(z, y) = ¢ moze se jedinstveno
resiti po y, odnosno postoji neprekidno diferencijabilna funkcija y = ¢(z, ¢)
takva da je ¥ (z, p(x,c)) = c.

Dokazimo da je y = ¢(x, ¢) opste resenje DJ ().

Po Teoremi [1] je

(%) U@, o(, 0)) + ¥z, oz, 0)) f (@, 0(z, ) = 0.
Diferenciranjem identiteta 1 (z, p(x,c)) = ¢ sledi
() V(@ (@, 0)) + (2, o(x,0))¢'(z,¢) = 0.

(5) A (ex) = Az, 0(x,0) [¢(z,0) = fz,0(x,0)] = 0.
Kako je ¢y (z, ¢(z,c)) # 0, to mora biti ¢'(z,c) = f(z,p(z,c) u oblasti de-
finisanosti funkcije y = ¢(z, ). Dakle, ova funkcija je resenje DJ (I]). Da je
to opste resenje sledi iz definicije opsSteg resenja. [

Ako je ¢ integral DJ (1)) i ®(¢) neka data funkcija, definisana

u oblasti vrednosti integrala 1, koje uslove bi trebalo da ispunjava funkcija
®, da bi funkcija 8 = ®(v)) bila integral ove DJ?

Teorema 3 Ako je neprekidno diferencijabilna funkcija ®(t) definisana u
oblasti vrednosti integrala ¢» DI (1), pri éemu je ®'(t) # 0 za svako t iz te
oblasti, tada je funkcija 6(x,y) = ®((x,y)) integral DI ().
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DokAz: Jasno, 0 € C(l)(G), pri ¢emu je bar jedan parcijalni izvod razlicit
od nule u oblasti G. Na primer, ako je ¢, (7,y) # 0, (z,y) € G, tada je

0 (z,y) = ' (¥(2,y) ¥)(2,y) #0, (z,y) € G.

Sta vise, za svako (x,y) € G vazi

0, (2, y) +0,(x,y) f(x,y) = ' () [V (2, y) + oy (x,y) f(x,y)] =0,

jer je ¢ (z,y) integral DJ (I). Dakle, prema Teoremi [1] funkcija 6 je integral
DJ ([@). O

Na osnovu prethodnog stava zakljuc¢ujemo da se poznavanjem jednog inte-
grala ¥ (x,y) DJ (1) moze dobiti drugi oblik integrala ove jednacine, za pogo-
dan izbor funkcije ®. Medjutim, pokaza¢emo da su ti integrali funkcionalno
zavisni.

Funkcija g(z,y) je FUNKCIONALNO ZAVISNA od funkcije f(x,y) u za-
jednickoj oblasti definisanosti D, ako postoji funkcija ®(t), definisana u
oblasti vrednosti funkcije f(x,y), tako da je g(x,y) = ®(f(z,y)) za svako
(z,y) € D.

Dovoljni uslovi zavisnosti dveju funkcija izrazeni su slede¢im tvrdenjem:
Lema 1 Neka su funkcije f,g € C'W(D) i neka je
D(f,9) _ | filz,y) f(z,

(z,y) | i
D(z,y) | ¢:(z.y) g,(z,y) =0, (z,y)€D.

Ako za tacku (wo,y0) € D wvazi (fi(zo,40))* + (f,(x0,10))> # 0, tada je
funkcija g(x,y) funkcionalno zavisna od funkcije f(x,y) u nekoj okolini Dy C
D tacke (o, o).

Teorema 4 Bilo koja dva integrala ¢(z,y) i 6(x,y) DI (), definisana u
oblastt G, funkcionalno su zavisna u nekoj oblasti Gy C G.

Dokaz: Kako su ¥(x,y) i 6(z,y) integrali DJ (1)) u oblasti G, po Teoremi
o integralu je

%(%y) + ¢£/($7y) f(x7y) =0,
0, (z,y) + 0, (z,y) f(x,y) =0,



sto je homogeni sistem po nepoznatim {1, f(z,y)}, pa kako je njegovo resenje
netrivijalno, sledi

Vol y) dy(y) | _
0.(z,y) 0,(z,y) ’

Kako je za bilo koju tacku (zg,yp) € G bar jedan od parcijalnih izvoda u
svakoj vrsti ove determinante razlicit od nule, po Lemi (1] sledi funkcionalna
zavisnost integrala ¥ (x,y) i 6(x,y) u nekoj okolini Gy posmatrane tacke. [

(x,y) € G.

Prema tome, svaki integral DJ moze se izraziti u funkciji samo jednog
integrala te jednacine, za odreden izbor funkcije . Ova osobina integrala
omogucava da se opsti integral izrazi u sto jednostavnijem obliku, kao i da
se ispita priroda nekih diskutabilnih resenja.

(Teorema o egzistenciji i izvodu implicitne funkcije): Neka je F C R?
(SU(), yO) S E.
(i) F: E — R je neprekidna
(i) F'(zo,y0) =0
(iii) M postoji i neprekidna je funkcija na E
Y

0
(iv) 8_];(5130;%) # 0

Tada postoji okolina Wi, ) = Uy, XV, 1 jednoznacno odredjenja neprekidna
funkcija f : U,, — V,, tako da je yo = f(zo) 1 F(z, f(z)) = 0 za svako
x € U,,.

Ako je zadovoljen i uslov

OF
(v) o postoji i neprekidna je funkcija na F
T
tada je f € CL(U,

) 1 za svako x € U,, vazi:

OF (z, f(x))

/ - ox
S @) = = 5F G, @)
dy



