4. Egzistencija i jedinstvenost resenja
DJ u normalnom obliku

Fundamentalna pitanja koja se postavljaju u vezi Kosijevog problema
(1) v = fle,y),  ylwo) =

(1) Egzistencija resenja: Pod kojim uslovima postoji resenje KP defi-
nisano u nekoj okolini tacke xy?

(2) Jedinstvenost resenja: Ako resenje KP postoji, pod kojim uslovima je
to reSenje jedinstveno? Odnosno, pod kojim uslovima postoji samo jedna inte-
gralna kriva DJ koja prolazi kroz datu pocetnu tacku?

(3) Interval egzistencije resenja: Koji je maksimalni interval (o, 3) egzis-
tencije resenje Kosijevog problema ?

Neka je funkcija f definisana u oblasti D i neka je (xg,y0) € D data tacka.
Problem egzistencije i jedinstvenosti reSenja Kosijevog problema je u di-
rektnoj vezi sa egzistencijom i jedinstvenosS¢u resenja odgovarajuce integralne
jednacine

@) o) =+ [ Syt i

Definicija 1 Neka je funkcija [ definisana u oblasti D. Funkcija y = p(x),
x € (a,b), je resenje integralne jednacine ako je za svako x € (a,b):

1. (z,¢(z)) € D;

2 )=t | Se)d

Lo

Naredno tvrdenje upucuje na ekvivalenciju resavanja Kosijevog problema (1))
1 odgovarajuce integralne jednacine .

Lema 1 [Lema o ekvivalenciji| Neka je f € C(D). Funkcija y = p(zx) €
Ct(a,b) je resenje Kosijevog problema (1)) ako i samo ako jey = @(x) neprekidno
resenje integralne jednacine .



DoKAZ: (=): Ako je funkcija y = p(z) € C(a,b) resenje Kosijevog problema
, tada integralna kriva pripada oblasti D. Dakle, (z,p(x)) € D za svako

€ (a,b). Leva i desna strana jednakosti ¢'(x) = f(z,¢(x)), z € (a,b) su
neprekldne pa integracijom na [z, x] se dobija , sledi

3) —y0+/ F(tp()dt, o € (a,b),

pa je y = ¢(z),x € (a,b) neprekidno resenje integralne jednacine ([2).

(«<): Ako je y = ¢(x), x € (a,b) neprekidno resenje integralne jednacine (2),
zbog neprekidnosti funkcije f funkcija f(s, ¢(s)) je neprekidna kao funkcija po
s € (a,b), pa je integral u diferencijabilna funkcija. Deferenciranjem
dobija se ¢'(x) = f(z,p(x)) za svako x € (a,b), odnosno p(x) € Cl(a,b) je
resenje DJ ¢ = f(x,y). Kako je p(xg) = yo, funkcija y = ¢(x),z € (a,b) je
resenje Kosijevog problema . [l

Neka je (X, d) metricki prostor i F skup realnih neprekidnih funkcija na X.

Definicija 2 Skup F C C(X) je uniformno ogranicen, ako postoji M > 0
tako da je |f(z)] < M za svako x € X 1 svako f € F.

Definicija 3 Skup F C C(X) je ekvineprekidan, ako za svako € > 0 postoji
0 > 0 tako da je |f(x1) — f(x2)| < € za svako f € F i svako x1,x9 € X koji
zadovoljavaju d(x1,x2) < 9.

Teorema Arzela-Ascoli je fundamentalni rezultat o kompaktnosti u skupu
C(I) neprekidnih realnih funkcija na I = [a, b].

Teorema 1 (Teorema Arzela-Ascoli) (i) Skup F C C(I) je kompaktan
ako i samo ako je zatvoren, uniformno ogranicen i ekvineprekidan.

(ii) Podskup F metrickog prostora C(I) je relativno kompaktan ako i samo ako
je uniformno ogranicen i ekvineprekidan.

(11i) Za svaki uniformno ogranicen, ekvineprekidan niz funkcija { fi}ren defin-
isanih na zatvorenom i ogranicenom skupu [a, b] postoji uniformno konver-
gentan podniz.



Neka je G C R? otvoren skup. Uocimo proizvoljnu tacku (zg,%9) u oblasti
G. Posto je G otvoren skup, za svaku tacku postoje realni brojevia > 0ib > 0
tako da pravougaonik

H:{(l',y) : ’x_x()’Saa |y_y0|§b}

pripada oblasti G.

o(x)

(x()7y0)

U nastavku razmatramo metricki prostor (R? d) sa Euklidovom metrikom

d(z,y) = \/(1’1 —y1)? + (22— y2)% = (21,72), ¥y = (y1,%2)

Teorema 2 (Peanova teorema) Neka je funkcija f = f(x,y) definisana i
neprekidna na pravougaoniku I1. Tada postoji resenje y = () Kosijevog prob-

lema definisano na I = [xqg — h,xo + h|, gde je

b
M—(g?gn\f(x,y)la h—min{mﬂ}.

DokKAZ PEANOVE TEOREME:

Neka je II; = {(z,y) : [z — o < h, |y —yo| < b} CIL

Jednostavnosti radi, dokaza¢emo egzistenciju resenja na [xg, xg + h|. Fiksir-
ajmo m € N i defini§imo ~,, = % Segment [xg, zo + h| podelimo na m + 1
podsegmenata duzine 7,,, tackama xp = xg+ kv, za 1 < k< m .

Prvi korak: Po Lemi o ekvivalenciji dovoljno je dokazati egzistenciju neprekidnog
reSenja integralne jednacine

y(x) = 1yo + /fﬂ f(t,y(t))dt

na segmentu I = [xg — h,zo + h| .



Drugi korak - Konstrukcija niza funkcija {@m}men na [xo, zo+h|. Za svako
m € N definisimo funkciju ¢,, rekurzivno po k, 1 <k <m — 1:

©m(x) = yo, za 1o < x <o+ Ym = 1,

T—Ym
om(T) = 1o —I—/ f(s,om(s))ds za T <x < T, 1<kE<m-—1.
o
Prva jednakost definise funkciju ¢,, na [xg, o+, nakon ¢ega druga jednakost
najpre definise vrednost funkcije ¢, (z) na [zg + Ym,To + 27n], pa zatim na
[0 + 2Ym, To + 37Ym) itd. do [xg + (m — 1)y, o + hl.

Primetimo da ako je © € [z, z511], 1 < k < m — 1, onda je p,(s) veé
definisano za

(4) o< S< T — Yy < X1 — Y = Tk
Pokazimo da za svako m € N:
(a) ©m € 0[950,1‘0 + h]§

(b) grafik funkcije ¢, je u pravougaoniku II; tj. za svako = € [zg,x¢ + h] je
’@m(x) - y0| < b;

Za x € [xg, 11] je pm(x) = yo, pasvojstva (a) i (b), oc¢igledno vaze. Dokazimo
da vaze svojstva (a) i (b) rekurzivno po k.

Za x € [xy, xry1], prema (4) je ¢, (s) je veé definisano i neprekidno preslika-
vanje na [zo, — Y|, pa je f(s,@m(s)) neprekidna kao funkcija od s, odakle
sledi da je funkcija

om(z) = 10+ / T s pn(s))ds

g
diferencijabilna na [xy,xpy1]. Prema tome, za x € [xg,xs], kako je ¢, €

Clxo, 21], pm € Clry, 9] i
T1—Ym
Yo = Pm(®1) = Yo + / f(5,0m(s))ds = yo,

g
zakljucujemo najpre da je p,, € Clxg, z2]. Zatim rekurzivno po k zaljucujemo

da je ¢, € Clxg, o + h).
Pretpostavimo da je

(5) lom(z) —yol < b zasvako x € [z, 2], 2<k <m.



Tada za © € [r},T),1], imamo prema i da je |pm(s) —yo| < b za
s € [xo, T — Yml, Paje (s, om(s)) € II;. Dakle, za x € [z, x41] imamo da je

IA

[om () — Yol

T—Ym Tk
/ (s, om(s))lds < / (5, om(s)]ds

odakle sledi da (b) vazi za svako x € [z, xo + hl.

Treéi korak - Niz funkcija {¢n,} je uniformno ogranicen: Za svako x €
[xo, xo + h] i za svako m € N imamo

IA

To+h—"ym
om(@)] <yl + / (s om(s)] ds < Jyol + M(h — )

Lo

< |yo| + Mh < |yo| + b,

Cetvrti korak - Niz funkcija {p,,} je ekvineprekidan: Pokazimo da je
©m(u) — apm(v)’ < Mlv — ul, za svako u,v € [z, xo+ h].

Za svako u,v € [xg,zo + h| i za svako m € N imamo
(i) za u,v € [0, To + Vm]:

() = p(v)| =0

(ii) za u € [xo, o + V| 1 v € [Tk, Tps1]:
o) = (@] < [ 1F. o (6)1ds < Mlo =3 = 0] < Mo~
(ili) za w € [xj,xj11], v € [, Tht1], J < ke

fout) = ou)] < [ 1o (sl de < b~

Peti korak - Primena teorema Arzela-Ascoli: Niz {p,, } sadrzi podniz { ¢, }ien
koji ravnomerno konvergira na [xg, zo + h] ka neprekidnoj funkciji ¢. Pokazimo
da tada vazi i

(6) f(@,om,(2) = fx,0(2), i—=o00  ma [z,20+h].



(i) funkcija f je neprekidna na kompaktu II;, pa je i ravnomerno neprekidna.
Zato, za € > 0, postoji § > 0, tako da za svako (z,y),(s,z) € II; za koje je

|f(x,y) — f(s,2)] < %

(i) kako je niz {¢,, } ravnomerno konvergentan ka ¢, postoji N; € N tako da
je lpm,(x) — @(x)| < §/2 za svako x € [xg, xg + h] i svako i > Nj.
(iii) ¢ je neprekidna na kompaktu [xg,z¢ + h], pa i ravnomerno neprekidna
na njemu. Zato, postoji 6; > 0 tako da je |p(z) — ¢(s)] < 6/2, za svako
x,s € |xg,zo + h| takve da je |z — s| < dq;
(iv) postoji Ny € N tako da je 7,,. < 41 za svako i > Ns.

Neka je sada Ny = max{Ny, Na}, x € [xg,x0+ h] 17 > Np. Onda je,

£, om (@) = fl, ()]
< |Fl@som @) = Fl@ @+ )| + | £ 0@ + ) = fla (@)

Kako je i > Ny, imamo da je 7, < d1, i kako je i > N7 bic¢e prema (iii) i (ii)

)

A((@, 0@ +7m); @ 0, (@) = 6@+ 9m,) = ¢, ()]

< ol +3m) = (@) + [ol@) — (@) <3+ 5 =,

A{ (@ pla + ). 2). (.0@)) = [l +7m) — ()] <5 <.

Zato je prema (i)
@ om, (@) = Fla (@ + )| <

odnosno

| f@ e+ ) — f (@ e@)] <

Y

DO ™

€
2

(@, om () = 2, 0(x))] <&

za svako x € [xg, xo + h] i svako ¢ > Ny. Dakle, vazi @, pa je

T

T dim [ f(s o (s ))ds:/m lim £(s, o ( ))ds=/wf(s,go(s))ds

1—00 Zo Zo 1—00

Sesti korak - Funkcija ¢ je resenje KP (1) na segmentu [xg, xo+ h]: Imamo
da je

®  en@) =wt [ SeonlDds— [ fopns) ds
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Kako je

h .
<M-——0, 11— 00,
my;

/‘:Vmi f(8,0m.(s)) ds

bice

(9) im [ f(spm(s)) ds = 0.

i—00 E——
Dakle, prelaskom na grani¢nu vrednost kada ¢ — oo, iz , koristeci @) i @D,
zakljucujemo da je ¢ neprekidno reSenje integralne jednacine (3)) na segmentu
[0, zo + h], pa je prema Lemi [1] resenje Kosijevog problema (/1)) na tome seg-
mentu. [

x funkcija f : G — R, G C R?, zadovoljava Lipsicov uslov sa konstantom L > 0
po promenljivoj y u oblasti G, ako za bilo koje tacke (x,y1), (x,y2) € G vazi

|f(@,y2) = f(@, )] < Lly2 — wl.

* ako su funkcije f, f; € C(G), tada funkcija f zadovoljava Lipsicov uslov sa
konstantom L po promenljivoj y na svakom konveksnom kompaktu K C G, pri
cemu je L = sup, |f,(z,y)l.

* Pokazac¢emo da su neprekidnost funkcije f u oblasti G i pretpostavka da
funkcija f zadovoljavaju Lipsicov uslov po promenljivoj y na svakom kompaktu
sadrzanom u G DOVOLJNI USLOVI EGZISTENCIJE I JEDINSTVENOSTI RESENJA
DJ ¢y = f(x,y) u oblasti G.

Primer 1. Opste resenje DJ y' = 2,/y je familija funkcija y = (z — ¢)*, x > ¢,
pa integralne krive ¢ine delovi parabola desno od tacaka (¢, 0).

y = 0 je singularno reSenje (resenje koje nije sadrzano u opstem resenju
ni za koju vrednost konstante c)

prava y = 0 je singularna integralna kriva, jer kroz proizvoljnu tacku
(x0,0) ove prave prolaze dve integralne krive:
y=0 i y=(x—x0)? x>
sa zajednickom tangentom u toj tacki.



.0F
251
20p

15[

10
%

-2 2 4

Figure 1: Integralne krive DJ ' = 2,/y

Funkcija

é—(x):{ 07 xS'xO)

(x — x0)?, x> 0,

je takode resenje jednacine koje prolazi kroz tacku (z¢,0), a koje nije ni par-
tikularno, ni singularno.

Resenje Kosijevog problema y' = 2,/y, y(z9) = 0 nije jedinstveno,

odnosno u svim tackama z-ose narusSena je jedinstvenost resenja !!!

1
Primetimo da f;(7,y) = — — o0, y — 0, odnosno f;(x,y) nije neprekidna

VY

funkcija za y = 0.

Primer 2. Opste resenje DJ ¢/ = 1/y% je y = v/3z + c¢. Oblast definisanosti
DJ je R%. Funkcija f(z,y) = 1/y? je neprekidna i zadovoljava Lipsicov uslov na

svakom kompaktu K koji ne sadrzi tacke z-ose, jer za svako (x,y1), (z,y2) € K
sledi

1 1 ly1 + v
f(zoy1) = [z, ) = |5 — 3| < 55 vy1 — 12| < Liy1 — yal,
yi o Y3 Y1 Y3

gde je
L= max—'yljgﬂ.
K Y1 Y2
Ovo ne vazi ako kompakt K sadrzi tacke z-ose, jer za y; = kyo, k = const > 0,
sledi | f(z,y1) — f(x,y2)| = oo kad yo — 0, pa Lipsicov uslov nije ispunjen.

Kroz proizvoljnu tacku (z¢,0) na z-osi prolazi samo jedna integralna kriva
y=+/3(x—x), z€R,

pa je R? oblast egzistencije i jedinstvenosti resenja ove jednaé¢ine, odnosno u
tackama z-ose NIJE narusena jedinstvenost reSenja iako funkcija f(x,y) ne
zadovoljava Lipsicov uslov na kompaktu K koji sadrzi tacke z-ose !!! Primetimo,
naravno da y = 0 uopste nije resenje date DJ.
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Sledeca teorema predstavlja osnovnu teoremu u teoriji diferencijalnih jed-
nacina, jer daje dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti resenja KoSijevog
problema (1)) u nekoj okolini tacke xy. U literaturi je poznata kao PIKAROVA
TEOREMA ili KOSI-L1PSIC-PIKAROVA TEOREMA. Uobicajeni postupci dokazi-
vanja Pikarove teoreme su metodom sukcesivnih aproksimacija ili primenom
Banahove teoreme o nepokretnoj tacki.

Teorema 3 (Pikarova teorema) Neka je funkcija f = f(x,y) definisana i
neprekidna na pravougaoniku 11 i neka zadovoljava LipSicov uslov po promen-
ljivog y na 11. Neka je

b
]\/[:é%xgn\f(x?yﬂ, h:min{a,ﬁ}.

Tada Kosijev problem ima na I = [xg — h,xo + h] jedinstveno resenje
y =) .
DOKAZ EGZISTENCLJE RESENJA KP: Neka je

Prvi korak: Po Lemi o ekvivalenciji dovoljno je dokazati egzistenciju neprekidnog
reSenja integralne jednacine

mw=m+/ﬂwmmﬁ

na segmentu I = [xg — h,zo + h .

Drugi korak — Konstrukcija niza sukcesivnih aproksimacija: Za pocetnu
aproksimaciju se uzima proizvoljna funkcija ¢y € C(I) tako da je po(xg) = yo i
(x,¢0(z)) € II; za svako = € I. Ne narusavajuci opstost, stavicemo ¢o(z) = o
i definisati na segmentu [ niz sukcesivnih aproksimacija

wo(x
(10) onl

) = Yo
n CL‘) = Yo +/ f(ta Spn—l(t))dta n € N.

Funkcije ,, n =0,1,2,..., imaju slede¢e osobine:
(Z) Yn € O(I)Q
() ¢n(z0) = o
(7ii) grafik bilo koje funkcije ¢, je u pravougaoniku Ily;
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Osobina (7) se jednostavno dokazuje matematickom indukcijom. Dokazimo
osobinu (#7). Iz ¢injenice da je {(x,yo) : x € I} C Iy, sledi | f(z,y0)| < M, pa
jezax €1,

[p1(z) — yo| =

[ stoya <| [ iscmar
X0 Zo
b
SM\x—xo\thgMM:b.
Dakle, grafik funkcije y = ¢1(x), z € I je u Il;. Pretpostavimo da je grafik
funkcije y = ¢n(x), z € I ully, tj. {(x,¢on(x)),z € I} C I, i dokazimo da

to vazi i za funkciju y = ¢, 11(z), 2z € I. Kako je max, |f(x,¢n(z)] < M, po
prethodnom postupku je

[ont1(2) = ol <

/ \f(t,son(t))ldt‘ < Mo — 20| < b,

pa su, dakle, u II; grafici svih sukcesivnih aproksomacija.

Trecéi korak — Dokaz ravnomerne v apsolutne konvergencije niza sukcesivnih
aproksimacija na segmentu I : Dokaza¢emo da niz funkcija { ¢, }nen ravnomerno
i apsolutno konvergira na segmentu I ka funkciji y = ¢(x), x € I, koja je
neprekidno resenje integralne jednacine (2)).

Za niz parcijalnih suma {5, },en funkcionalnog reda

(11) 20(x) + D [en(r) — n1(2)]
Sn(x) = po(z) + [p1(x) — o) + - + [pn(®) — Pn-1(2)] = pn(2),

pa se taj niz poklapa sa nizom funkcija {p,},en. Dakle, za dokaz ravnomerne
konvergencije funkcionalnog niza {¢, }n,en na segmentu I, dovoljno je dokazati
ravnomernu konvergenciju funkcionalnog reda (11) na istom segmentu. Zbog
toga ¢emo proceniti opsti ¢lan ovog reda, imajuéi u vidu ¢injenicu da funkcija
f zadovoljava Lipsicov uslov po drugom argumentu na kompaktu II;. Otuda je

|o1(2) = @o()] = lpar() = wol <

/ |f<t,yo>|dt| < Mz — o],
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lpa(z) — p1(z)| <

<L

l1(t) — Yol dt| < LM

Zo

|z — x|

/ (t— 0) dt|
< LM

2!
|mm—mmug/uwmm—mwwmﬂ

< T | . 2 ! (t B xO)Q
< wa(t) — p1(t)| dt| < L*M 5 dt
X0 Zo
20 |7 = mol?
<L MT’ x el
Polazeé¢i od induktivne pretpostavke
(12) enla) — gua(o)) < Mo 2200 e g
jednostavno sledi
= o[
[Pn+1(z) — pulz)| < ML TS €1,
tako da nejednakost vazi za svako n € N, odakle je
"
[on(z) — ona(@)| S ML —, wel

nl’

Dakle, opsti ¢lan funkcionalnog reda moze majorirati opstim ¢lanom bro-
jnog konvergentnog reda, pa primenom VajerStrasovog kriterijuma zakljucuje-

mo da funkcionalni red (11)) apsolutno i ravnomerno konvergira na segmentu
I

Cetvrti korak — Dokaz da grani¢na funkcija niza sukcesivnih aproksimacija
predstavlja neprekidno resenge integralne jednacine (2)):
Oznacimo sa ¢ grani¢nu funkciju niza sukcesivnih aproksimacija, tj. funkciju
definisanu sa
(13) e(x) = lim S,(x) = lim ¢,(z), =€ l.
n—o0 n—oo

Jasno, o(zg) = yo. Sta vise, zbog ravnomerne konvergencije funkcionalnog reda
(1)), odnosno niza sukcesivnih aproksimacija { ¢, }nen, funkcija ¢ je neprekidna
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na segmentu [ i njen grafik je u pravougaoniku I1; (za svako fiksirano = € I, svi
¢lanovi brojnog konvergentnog niza {y,(7) },en su iz kompakta [yo — b, yo + b],
tako da grani¢na vrednost ¢ () ne moze biti van ovog kompakta). Pored toga,
kako je

|f(z,n(2)) = fz,0(2))| < Llpn(z) — o(z)], =z €1,
imamo da
[z, on(x)) = flx,0(x)), n— o0 na [zrg,xo+ hl.
Tada je

nlggoxf( <>>dt=/$,}ggof nlt)) dt = /f

Prema tome, kada n — oo u (L0) dobija se

(14) —m+/“f vel,

odakle zakljucujemo da je funkcija y = ¢(x), z € I neprekidno resenje integralne
jednacine koja odgovara Kosijevom problemu ([I). Po Lemi [I] ona je resenje
Kosijevog problema (1]) na segmentu 1.

DOKAZ JEDINSTVENOSTI RESENJA KP: Pretpostavimo suprotno, da pored
resenja y = p(x), x € I postoji i neko drugo resenje y = £(z), x € I, istog
Kosijevog problema. Prema Lemi [I} &(z) je resenje odgovarajuce integralne
jednacine

m:m+/?wamﬁ,weL

Aﬁmwmwﬂ

odakle je

[po(z) —&(@)| = [&(z) =yl =

‘.T—Zlfo‘, LUG],

o) | <

IA

o1(z) = &(x)] <

L/u ot mamw4

leo(t) - <wﬂ<LM

IA

/ |t—x0|dt|

Zo

2
- MLM, zel,
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pa() — &(2)] <

/x |f(t, e (t) — f(E,€(1))] dt|

2
< \dt‘<ML2/ Mdt|
3
- MLQ%, vel.
Matematickom indukcijom se dokazuje
_ n+1
feulo) ~ €@ <ML BP0 selinen,
odakle je
hn+1 M (Lh)n—H
15 n(x) — <ML" = —- , I, N
(15) lpn(z) — €(x)] < (n+ 1) I e+ rel,ne
Kako (L
(n+ 1) — 0, n— o0,

iz. (15 sledi da niz funkcija {@,}nen ravnomerno konvergira ka funkciji € na
segmentu I. Kako ovaj niz ravnomerno konvergira ka funkciji ¢ na istom seg-
mentu, zbog jedinstvenosti grani¢nih vrednosti mora biti p(z) = £(z) za svako
zxel [

Posledica 1 Neka je G C R? otvoren. Ako su funkcije f, f, € C(G), tada je
G oblast egzistencije i jedinstvenosti resenja DJ y' = f(z,y).

DokAz. Neka je (zg,y0) € G. Tada postoje a > 0,b > 0 tako da
I={(z,y) : [z -] <a, ly—w| <0} CG.

Ako su funkcije f, f;, € C(G), za svake dve tacke (z,y1), (v,y2) € II postoji
6 € (0,1) tako da

Flwyn) = Flwsy) = £ (0,02 + 00 — 1) ) (1 — 10).

— |f(x7y1)_f(xay2)‘ SLlyl_y2|

Dakle, funkcija f(x, y) zadovoljava Lipsicov uslov sa konstantom L po promenljivoj
y na II, pri cemu je L = max(, yen | f,(7,y)|. Prema Pikarovoj TEJR postoji
jedinstveno resenje KP definisano u okolini tacke xy. [
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PRIBLIZNO RESAVANJE KOSIJEVOG PROBLEMA DJ: Pikarov metod sukce-
sivnih aproksimacija je jedan od metoda za priblizno resavanje Kosijevog prob-
lema DJ. Naime, n-ti ¢lan niza moze se uzeti za priblizno resenje Kosijevog
problema ([]), tj.

o(x) ~ o,() xel.
Veoma cesto, ve¢ za male vrednosti n, zbog komplikovane integracije niz sukce-
sivnih aproksimacija se ne moze efektivno odrediti, Sto ukazuje na ogranicenu
primenu Pikarove metode u efektivnom nalazenju pribliznog resenja.

Iz se moze odrediti gresku aproksimacije resenja ¢(z) sa ¢,(x) na seg-
mentu I = [x9 — h,xo + h]. Stavljajuéi ¢(z) umesto &(z) u (L7), dobija se

ocena
hn—i—l

[on(x) — ()] < ML"m vel.

Ocena greske po ovoj formuli u mnogim sluc¢ajevima moze biti komplikovana.
Jedan prakti¢ni metod za prekidanje izracunavanja je

lon(z) —pna(x)| <e, xzel

gde je € unapred zadata tacnost.
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