6. Neproduzivost resenja

Nedostatak Pikarove teoreme je njen lokalni karakter, zato Sto uvrduje do-
voljne uslove za egzistenciju i jedinstvenost Kosijevog resenja problema

(1) y' = flz,y), (@) =10

samo u nekoj okolini pocetne tacke xy. Prirodno se namece pitanje dokle se moze
prosiriti interval definisanosti ovog regenja. Pokaza¢emo da ako f € C1(E), E C
R?, KP ima jedinstveno resenje y(z) definisano na maksimalnom intervalu
egzistencije (o, 8), pri ¢emu je ili § = 400 ili ako je f < 400, lim,_,5- y(z) = 00
ili postoji konacna grani¢na vrednost

lim y(z) = ys
x—f
ali je (8,y3) € OE. Odnosno, ili je @ = —o0 ili je @ > —o0 i lim, 4+ y(x) = 00

ili postoji konacna grani¢na vrednost

lim y(z) = ya

r—at

ali je (a,yq) € OE.

Slika 1: Resenja Kosijevog problema

Naredni primer pokazuje da se reenje ne moze produziti izvan intervala («a, ()
ako je f < 40 i
lim y(z) = oc0.

r—p



Primer 1. Posmatrajmo KP

(2) v =y°, y(0)=1.

Oblast definisanosti ove DJ je D = R? i f € CY(R?). Prema TEJR postoji
jedinstveno resenje KP definisano u okolini pocetne tacke xyo = 0. ReSenje

KPje

h(z) = —

Cl-u

i definisano je na maksimalnom intervalu egzistencije (a, 8) = (—o00, 1). ReSenje
KP se dakle moze produziti neograniceno nalevo, ali je ovo resenje neproduzivo
nadesno izvan intervala (—oo, 1) (videti Sliku[)). Takodje, lim, ;- k(z) = oc.

Naredni primer pokazuje da je (a, ) maksimalni interval egzistencije resenja,
ako je B < 400 1 postoji konacna grani¢na vrednost

lim y(x) = yg,
x—0

ali je (8,ys) € OE.
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r(@) = A+ V1

Slika 2: Resenja Kosijevog problema (3]

Primer 2. Posmatrajmo KP

1
3 Y=
W 2(y —2)
Funkcija f(z,y) = (2(y—2))~! je neprekidno-diferencijabilna na E = R x (2, c0),
pa prema TEJR kroz tacku (3,4) € E prolazi jedinstveno resenje Kosijevog
problema definisano u nekoj okolini tacke zyg = 3. Resenje KP je

r(x)=2++V1+zx

2

y(3) =4.



definisano na maksimalnom intervalu egzistencije (o, 3) = (—1,400). Dakle,
reSenja Kosijevog problema moze se produziti neograniceno nadesno, ali je ovo
resenje neproduzivo nalevo izvan intervala (—1, 00) (videti Sliku ). Primetimo
da je rub oblasti E prava y = 2 i da je lim, , 1+ r(z) = r, = 2 pri ¢emu tacka
(a,74) = (—1,2) pripada pravoj y = 2, odnosno («,r,) = (—1,2) € OF.

Primer 3. Posmatrajmo, KoSijev problem

(4) y =2y, y(0)=1.

Kako je funkcija f(z,y) = 2y neprekidna na R? i zadovoljava LipSicov uslov po
y na svakom kompaktu

= {(z,y) |z| <a, [y—1] <b} CR’

prema Pikarovoj Teoremi G = R?. Prema Pikarovoj TEJR postoji jedinstveno
reSenje KP ({)) definisano na [—h, h], gde je

b

h = min {a, m}, M = mr?xf(x,y) =a(b+1).

S druge strane ¢(r) = ev’/2 je resenje datog KP koje je definisano za svako
r € R. Dakle, Pikarova TEJR garantuje jedinstvenost resenja KP u okolini
tacke z¢p = 0, dok resenje tog KP postoji na mnogo veéem intervalu (—oo, +00).

Uvodenjem pojma neproduzivog resenja pokazac¢emo da se oblast definisanosti
Kosijevog resenja, ¢iju egzistenciju i jedinstvenost u okolini pocetne tacke garan-
tuje Pikarova teorema, moze proSiriti do maksimalnog otvorenog intervala na
kome je reSenje definisano ili do ruba oblasti G egzistencije i jedinstvenosti
reSenje Kosijevog problema.

Definicija 1 Resenje y = o(z) KP (1), definisano na intervalu (o, ) 3 z se
naziva PRODUZIVO RESENJE ako postoji resenje y = £(x) KP definisano na
intervalu (o, f1) 3 xp, an < a < B < py tako da je

o(x) =£&(x) za svako x € (o, B).
Resenje & naziva se PRODUZENJE RESENJA .
Definicija 2 Resenje KP (1) je NEPRODUZIVO ako se bilo koje njegovo produzenje

poklapa sa njim. Oblast definisanosti neproduzivog resenja naziva se MAKSI-
MALNI INTERVAL EGZISTENCIJE RESENJA KOSIJEVOG PROBLEMA.
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U nastavku razmatramo metricki prostor (R?, d) sa Euklidovom metrikom

d(z,y) = V(@1 — y1)? + (22 — 1)?, &= (21,22), y = (Y1, 12)
i neka jeza Y CR? iz € R?,
d(z,Y)=inf{d(z,y) : y€ Y}.

Napomenimo da ako je Y zatvoren, preslikavanje x +— d(z,Y") je neprekidno.

Neproduzivo resenje se moze okarakterisati slede¢om teoremom:

Teorema 1 Neka (xg,y0) € D, D je oblast egzistencije resenja KP (1)) i neka je
D C R? otvoren. Resenje y = @(x) KP definisano na («, 8) je neproduzivo
nadesno (nalevo) ako i samo vazi jedan od naredna tri uslova:

(i) B =+oo (a=-00)

(ii) |p(z)] = o0 kada © — -0 (z — a+0)

(i) d((z, p(z)),0D) = 0 kada z — -0 (z — a+0).

DoKkAzZ: (=) Pretpostavimo da je reSenje y = ¢(z) KP definisano na
(cr, B) 3 xp neproduzivo nadesno i da ne vazi ni jedan od uslova (i), (ii) i (iii).
Neka je {x, }nen proizvoljan niz takav da x, € (o, f) i

(5) lim z, =6 < c0.

n—oo

Tada je {@(z,)}nen ogranicen (jer smo pretpostavili da ne vazi (ii)), pa ima
konvergentan podniz {¢(x,, ) }ren = {@(Zk) }ren. Neka je

(6) Jim ©(Tr) = ys -
— 00

Kako

~

(T, p(Tk)) = (Byys), k—o00 A (Tp,o(T))) €D, k€N,

sledi da B
(ﬁ,y,g) eD=DUID.

Dokazimo da (3,ys) € D. Oznacimo sa D¢ = R*\ D. Pretpostavimo suprotno
da (B,y5) ¢ D, tj. (B,y5) € D° C D¢. Prema tome, (§,y5) € DN D¢ = ID.
Dakle,

d((fc’k, o(Tk)), (9]]])) — d((ﬂ,ylg), 8]D) =0, k—
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Sto je suprotno pretpostavci da (iii) ne vazi. Dakle, (8,y3) € D i kako je D
otvoren skup, postoji pravougaonik

Neka je
N = max z,Y)| -
e |/ (2,9)]
Za b > 0, kako vazi (f]) i (0]), postoji K > 0 tako da za svako k > K je
Boa<ii<B, fooe<T<B o) -yl <2

a L ) N Lk ) P Lk Ys 9
Dokazimo da je
(7) lo(x) —ys| < b zasvako x € (g, ).

Pretpostavimo suprotno, da postoji n € (zx, ) tako da je |¢(n) —ys| = b i
lo(x) — ys| < b zasvako z € (zx,n). Tada je

b ~
5 = b= <lem) —ysl = lo(@x) — usl

sto je kontradikcija. Dakle,vazi ([7]).
Tada, za svako x,t € [Tx, () je

/tx ©'(s)ds

Dakle, prema Kosijevom kriterijumu postoji grani¢na vrednost lim, .z ¢(z),
odakle zaklju¢ujemo da je

< Nl|z —t|.

o(z) —(t)] =

/ (s, 0(s)ds

lim () = yz.

r—fP—
Definisimo (@) : )
o), € (a,p
€Tr) =
¢< ) { Ys, T = 5
Tada je ¥ € Cl(a, B]. Zaista, zbog neprekidnosti funkcije f je

lim /() = Y f() = lim fe() = F(8,un) = £(3.0(5)

z—p3—0
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Prema tome, y = ¥ (x) je resenje KP na (o, f], $to je suprotno pretpostavci
da je resenje y = ¢(x), x € (o, f) neproduzivo resenje.

Kosijev kriterijum za granicnu vrednost funkcije: Neka je data funkcija
f X — R. Granic¢na vrednost lim,_,. f(x) postoji ako i samo ako za svako
e > 0 postoji 6 > 0 tako da je |f(x) — f(y)| < € za svako x,y € X tako da je
lz—c| <0 ily—c| <.

(«<:) Pretpostavimo da vazi jedan od uslova (i), (ii) ili (iii). Ako se resenje
y = p(x) KP (1)) definisano na (a, ) moze produziti na («, ], onda produzenje
y = ¥ (x) mora biti neprekidna funkcija, a tacka (5, (/3)) mora pripadati oblasti
D. To medjutim nije moguée ako vazi neki od uslova (i)—(iii). Zaista, da ne moze
vaziti ni jedan od uslova (i) i (ii) je ocigledno, pa onda mora vaziti uslov (iii).
Pored toga, kako (3,1(3)) € D C D, postoji niz {(z,,¥n) nen C D, tako da
(Zn, yn) — (B,%(B)) kada n — oo, odakle

d((xn, yn),OD) — d((8,(8)), D), n — oo

Prema (iii) je d((azn,yn),aﬂ)}) — 0, n — 00, odakle sledi d((5,¢(6)),8D) =0,
odnosno (8,¢(8)) € 0D = DNDe¢. Dakle, (5,1(5)) € D¢ =DC, jer je D° zatvoren
skup. Na osnovu dobijene kontradikcije da (5,1(5)) ¢ D, zaklju¢ujemo da ako
vazi jedan od uslova (i), (ii) ili (iii), resenje y = ¢(z) KP (1) definisano na («, )
je neproduzivo. X

Primetimo da ako je oblast DD ogranicena, slucajevi (i) i (ii) otpadaju i svako
neproduzivo resenje DJ zadovoljava uslov (iii).

(A) Moze se pokazati da ako je funkcija f mneprekidna u oblasti
[xo,zo + a] x Y, maksimalni interval egzistencije resenja Kosijevog problema
je

(i) J = [xo,x0 + a] ili
(ii) J = [zo, 20+ ), 0 < ai |y(z)] = oo, z — 9.

(B) Moze se pokazati da ako je funkcija f neprekidna na zatvorenju E otvorenog
skupa £ C R?, maksimalni interval egzistencije resenja Kosijevog problema je
(i) J = [z, 00) ili
(ii) J = [x0,6], 6 < o0, (4,y(9)) € OF ili
(iii) J = [xg,0), 6 < oo i |y(x)| = o0, z — 4.



Intuitivna ideja o produzenju resenja

Neka je G (oblast egzistencije i jedinstvenosti resenja DJ ¢’ = f(x,y)) otvoren
skup. Za svaku tacku (xg,y9) € G postoje realni brojevi a > 01 b > 0 tako da
pravougaonik

I=A{(z,y) : vo <z <zo+a, ly—yl <0}

pripada oblasti G. Kosi-Pikarovom teoremom su dokazane egzistencija i jedin-
stvenost resenja y = p(x) Kosijevog problema (1)) na segmentu [xg, z¢ + ho].

/\y

% :

xo'h 0 Xo .?C0+H—hl x:')+h x,,+h+l,11

h,p(x;th))

7

Uo¢imo tacku (z1,1), gde je ©1 = xo + ho, 11 = @(xo + ho) 1 ponovimo
prethodni postupak, uzimajuéi (z1,y;) za pocetnu tacku. Postoji jedinstveno
resenje y = 1(z) Kosijevog problema

(8) v =fy),  ylE)=un

definisano na nekom segmentu [z1, 21 + hy]. Kako je ¢(z1) = ¥(x1), y = ¢(z),
y = ¥(x) su resenja KP , pa prema Teoremi globalne jedinstvenosti resenja
je p(z) = Y(x) za svako © € [r1 — hy,z1]. Prema tome, kako je ¢(x;) =
Y(x1), "lepljenjem” prethodna dva resenja mozemo formirati novo neprekidno
resenje y = ¢1(x) KP (1)), definisano na intervalu [zg — hg, 21 + k1], odnosno
[l’o — ho, To + ho + hl]

or(z) = { o(x), x € [rg— ho,xo + ho
Y(z), x € [x0+ ho, 7o + ho + hi]
Nastavljajuéi postupak, mozemo formirati novo resenje y = ps(x) definisano na
intervalu [zg — ho, o + ho + h1 + hsl, itd. Ostaje otvoren problem dokle se moze
nastaviti ovakav postupak, odnosno dokle se moze produziti interval egzistencije
jedinstvenog resenja.



Sledec¢a teorema daje odgovor na postavljeno pitanje dokle mozemo nastaviti
opisani postupak produzenja reSenja.

Teorema 2 (Egzistencija neproduzivog reSenja) Neka je G otvoren,
funkcija [ € C(G) zadovoljavaju Lipsicov uslov po promenljivoj y na svakom
kompaktu sadrzanom u G. Za bilo koju tacku (xo,y0) € G postoji neproduzivo
resenje Kosijevog problema ([1)).
DokaAz: Oznacimo sa

o= {(z,y) + w9 <z <a0+70, [y —y0| <70}

gde je ry jednako polovini najkraceg rastojanja tacke (xg, 1) do ruba oblasti G
ako G # R?ili 7p = 1 ako G = R?. Tada Il C G. Neka je
. o
My = max x,y)|, ho =min< rg, — ¢ .
o= o [fe)l, o= min {72 |

Prema Kosi-Pikarovoj teoremi postoji jedinstveno resenje y = po(x) Kosijevog
problema ([1)) definisano na segmentu [xg, o + ho]. Uocimo tacku (x1, 1), gde je
x1 = xo + ho, 11 = @o(x1) 1 oznacimo sa

Hl:{(x7y) : $1§$§$1+T1, |y_y1|§T1}7

(1’7:(/)61_[1 Ml
gde je r; odredjeno na isti na¢in kao rg. Postoji jedinstveno resenje y = ¢1(x)
Kosijevog problema

M; = max |f(x,y)|, hlzmin{rl,ﬁ}

y' = flz,y), wyl)=wn
definisano na nekom segmentu [z1, x1 + h;]. Funkcija

_ S po(x), @ € [0, 0 + hol
o(a) = {
o1(z), x € [zo+ ho,z0 + ho + h]
je resenje Kosijevog problema ([1)) definisano je na [zg, x1 + hy].

Nastavljajuéi postupak, dobijamo resenje y = () definisano na [z, 8), gde
je b = lim, .oz, < +00. Dokazimo da je konstruisano resenje neproduzivo
nadesno. Prema Teoremi 1. to je ocegledno ako je

(1) B = +oo ili

(2-a) B < +oo, liminf, .5 ¢ @(z) < limsup, 5 o ¢(z), ili

(2-b ) B < 400, |@p(x)] = +oo kada z — 5 — 0,
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jer ni u jednom od ovih sluc¢ajeva funkcija y = ¢(x) se ne moze dodefinisati do
neprekidnosti u tacki x = . Ostaje slucaj kada je

B <too,  lim o(z)=ys.
U tom slucaju da bi pokazali da je resenje y = ¢(x) neproduzivo treba pokazati
da tacka (8, ys) ne moze biti unutrasnja tacka skupa G, tj. da mora biti (3, ys) €
0G, jer tada prema uslovu (iii) Teoreme 1. zakljucujemo da je resenje y = ¢(x)
neproduzivo.

Zaista, ako tacka (8,ys) € G, mozemo odrediti pozitivne konstate g, Mg, hg
za tacku (f3,ys) na isti nacin kao i r;, M;, h; za neku tacku (z;,y;). Tada, kako

z, = B 1¢(x,) =y, — ys kada n — oo, imamo

1 1
rn = 5 d((2n, ), 0G) = S d((8,y5), 0G) =15, 1 — o0
sto povlaci da
M, — Mg i h, = hg kadan — oo.

Onda z,41 = x, +hy, = B+ hg, n — co. Zbog jedinstvenosti granicne vrednosti
niza {z,} mora biti § = 8 + hg, tj. hg = 0, odakle je rzg = 0, $to je suprotno
pretpostavci rg > 0. Dakle, (5,y3) € 0G, pa je resenje y = ¢(x) prema Teoremi
1. neproduzivo. X.

Iz konstrukcije neproduzivog resenja y = ¢(x) Kosijevog problema sledi
da je ono produzenje svakog drugog resenja y = () tog KP.

Teorema 3 (Jedinstvenost neproduzivog resenja) Ako suy = ¢(x), y =
W(x) dva neproduziva resenja Kosijevog problema , tada su ona definisana na
1stom intervalu i poklapaju se na njemu.

Dokaz: Neka je reSenje y = p(x) definisano na intervalu («, ), a resenje
y = ¥(x) definisano na intervalu («q, 51). Iz neproduzivosti resenja ¢, y = ¢(z)
je produzenje resenja y = 1(x), pa mora biti

(9) a<a<f <P, ) =), ze(m,f).

S druge strane, iz neproduzivosti reSenja v, y = (x) je produZenje reSenja
y = p(x), pa mora biti

(10) ar<a<f<pB, @) =1y@), z€(ab).
Dakle, iz (9) i jea=a, B=011¢() =), zasvako x € (o, ). X
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