GLAVA 1I - Diferencijalne jednacine viSeg reda

1. Uvodni pojmovi

Definicija 1 Funkcija y = ¢(x), definisana na intervalu (a,b), je reSenje
DJ () ako za svako x € (a,b):

1. FoM(x);

2. (z,0(x), ¢ (x),..., 0" V() € D;

3. ¢"(x) = flz,0(x), ¢(x), ..., " V(2)).

Kosijev problem za DJ : Za datu tacku (xo, Y0, Yos - - - y(()n_l)> € D odre-

diti resenje y = @(x), definisano u nekoj okolini tacke xy, koje zadovoljava
uslove

. ~1
(2) o (w0) = Yo, ¢ (x0) =3y - " Vo) =",
Brojevi yo, yp, - - - ,y(()n_l) su pocetne vrednosti, a uslovi pocetni uslovi.

Oblast G C D je oblast egzistencije i jedinstvenosti resenja DJ ako kroz
svaku tacku te oblasti prolazi samo jedna integralna kriva. Drugim recima,
za proizvoljnu tacku (zo, yo, ¥, - - - ,y(()n_l)) € G Kosijev problem H ima

jedinstveno reSenje.

Definicija 2 Neka je G oblast egzistencije 1 jedinstvenosti resenja DJ .
Funkcija y = p(x,c1,¢9,...,¢,), © € (a,b), gde su (c1,¢9,...,¢,) € HCR"
parametri, naziva se opSte resenje ove DJ, ako:
1. Sistem jednacina
Yy = QO(ZUJ C1,Coy .. -, Cn)

v = Oz, c1,00,...,0)

Y = SO(n_l)(x,Cl,C%---,Cn)
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je jedinstveno resiv po ci,Ca, ..., c, u oblasti G:

Ci:wi(xuyayla"wy(n_l))? i:1727"'7n7
za svako (z,y,y, ...,y V) € G;
2. Funkcijay = p(x,c1,09,...,¢,) je resenje DJ za bilo koje vrednosti
(c1,¢9,...,cn) € H.
v' moze se dokazati da opste resenje sadrzi sva Kosijeva resenja
v' Ako je izrazom
(3) d(x,y,c1,09,...,¢,) =0

implicitno odredeno opste resenje DJ , funkcija ¢ = ¢(z,y, 1,0, ..., ¢n)
je integral DJ (1)), a izraz (3) naziva se opsti integral DJ (1.

v’ resenje DJ je partikularno ako u opstem reSenju najmanje jedan
parametar ¢; uzima konkretnu vrednost.

v Singularno resenje i singularna integralna kriva se definisu ana-
logno jednodimenzionalnom sluc¢aju. Diferencijalna jednacina (1)) moze imati
familiju singularnih resenja koja zavisi od najvise n — 1 parametara.

transformacija DJ na sistem DJ u normalnom obliku (|4) ‘

Y=Y =1
Yo =y" = y3

- y_ =y =y,
yh =y = f(x,y, 9,y )
— f(x7y1ay27- .. 7yn)



Y =vy2 = filx,y1, 92, -, Yn)
Yo =y3 = fo(,y1, Y2, -, Yn)

y;z—l = Yn = fn—l(x7ylay27 s 7yn)
L y;m:f(xaylay%"')yn):fn(xaylay%"')yn)

Peanova teorema egzistencije resenja sistema DJ (4) i Pikarova teorema
egzistencije i jedinstvenosti resenja sistema DJ (4) bi¢e pokazane u kursu
DIFERENCIJALNE JEDNACINE I DINAMICKI SISTEMI. S obzirom da se DJ
reda n moze svesti na sistem DJ reda n u normalnom obliku, Peanova
teorema i Pikarova teorema za DJ (2) slede iz odgovarajuéih teorema za
sistem DJ (4) i ovde ih zato navodimo bez dokaza.

Teorema 1 (Peanova teorema) Dowoljan uslov egzistencije resenja DJ

u oblastt Q C D je f € C(Q).

Teorema 2 (Pikarova teorema) Neka je funkcija f € C(G) i neka zado-

voljava LipSicov uslov po promenljivamay,y', . .., y" Y na svakom kompaktu

sadrzanom u G. Tada za bilo koju tacku (o, yo, Y, - - - ,yénil)) € G postoji
jedinstveno resenje y = @(x) DJ , definisano u nekoj okolini tacke xy,

koje zadovoljava pocetne uslove .

Zbog jednostavne provere dovoljnih uslova, u primenama se ¢esto koristi
sledeca teorema, koja je sustinski posledica Teoreme 2]

Teorema 3 Neka su funkcije f, g_iv 3—5,, ...,8y;dnf;1) € C(G). Tada za svaku
tacku (zo, Yo, Yy, - - - ,y(()"_l)) € G postoji jedinstveno resenje y = p(x) DJ ,

definisano u nekoj okolint tacke xq, koje zadovoljava pocetne uslove .

Primer 1.1. Po Peanovoj teoremi oblast egzistencije resenja DJ

' =2y

je R? x [0,00), a po Teoremi [3| oblast egzistencije i jedinstvenosti resenja je
R? x (0, 0).
Smenom u = ¢ DJ se svodi na DJ prvog reda

d
v =2yu, u#£0 = /_u: dr = Ju=ax+c, x> —c.
2\/u
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Onda je 3 = (7 + ¢1)?, pa je opste reSenje DJ

1
Yy = 5(93 + 1) e, x>~

Treba ispitati jedinstvenost onih resenja za koja je ¥’ = 0, tj. jedinstvenost

familije resenja y = ¢. Kroz proizvoljnu tacku (g, yo), pored resenja y =
prolazi i integralna kriva partikularnog resenja y = %(x — 20)% + o,z > T,

sa koeficijentom pravca tangente jednakim nuli u toj tacki. Dakle, y = v je
singularno resenje.

Definicija 3 Funkcija y = (x), definisana na intervalu (a,b), je reSenje
DJ ako za svako x € (a,b):

1. JoM(x);

2. (z,0(x), ¢ (z),..., 0" (x)) € Q;

3. F(z,o(x),¢(x),...,0" (z)) =0.

Kosijev problem DJ (f]), pored pocetnih uslova (2), potpuno je odreden
e g (n) ) . () L ..
jos jednim uslovom ¢\ (z) =y, ’, gde je z =y, ' neko od resenja jednacine
F(x07 Yo, y(,)a s 7y(()n_1)7 Z) = 0.

Teorema 4 Neka je funkcija F definisana @ neprekidna © sa neprekidnim

parcijalnim izvodima prvog reda po promenljivamay,y/, ..., y" u nekoj okolini
tacke (xo, Yo, Yo, - - - ,y(()n)) € Q, pri éemu je
(n) . OF

F(x07y07y67"'7y0n)20 1 )(ZCOJyO)y(I)))y(()n))#O

Dy
Tada DJ ima jedinstveno resenjey = p(x), definisano in puta neprekidno
diferencijabilno u nekoj okolini tacke xq, koje zadovoljava pocetne uslove

i uslov @™ () = y((]n).

v za DJ jedinstvenost resenja Kosijevog problema nije narusena ako
iste pocetne uslove zadovoljavaju dva reSenja y = ¢1(x) i y = @o(x), tako

da je o\ (z) # &5 (o).

v" Ako su uslovi Teoreme [4] ispunjeni za svaku tacku oblasti €y C Q, tada
je €1 oblast egzistencije i jedinstvenosti resenja DJ .
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