
ELEMENTARNA MATEMATIKA 1
Prvi kolokvijum - 12.12.2017.

1. [10] Koliko ima 20-tocifrenih brojeva u kojima se ne pojavǉuje cifra 0, a svaka
od cifara 1, 2, ..., 9 se pojavǉuje barem jednom?

2. [11] Odrediti koji kompleksni brojevi odgovaraju temenima pravilnog xestougla
konstruisanog u kompleksnoj ravni, ako se dva ǌegova dijametralno suprotna temena
nalaze u taqkama 2 + 4i i −4 + 2i.

3. [11] Na svakom poǉu table 10 × 10 nalazi se po jedna kuglice. Kuglice u prvoj
vrsti su �ute, kuglice u drugoj vrsti su zelene, itd. kuglice u desetoj vrsti su
plave (u svakoj vrsti je drugaqija boja). Na svim kuglicama u prvoj koloni urezan
je broj 1, na svim kuglicama u drugoj koloni urezan je broj 2, itd. na kuglicama u
desetoj koloni urezan je broj 10.

a) Na koliko naqina mo�emo odabrati 5 razliqitih kuglica sa table?

b) Na koliko naqina mo�emo odabrati 5 kuglica tako da nikoje dve kuglice ne budu
iste boje i nemaju na sebi iste brojeve?

v) Kixa je pala i sprala je boju sa svih kuglica na tabli. Prema tome, kuglice u
istoj koloni se sada ne razlikuju me�usobno. Na koliko naqina mo�emo odabrati
10, ne obavezno razliqitih, kuglica sa table?

4. [13] Skup A ⊆ N nazivamo zadovoǉavaju�i ako ima osobinu da se svaki broj
1, 2, ..., 2017 mo�e prikazati u obliku:

±b1 ± b2 ± ...± bk,

pri qemu su b1, b2, ..., bk razliqiti elementi skupa A, i k ≥ 1. Koliko najmaǌe
elemenata mo�e sadr�ati jedan zadovoǉavaju�i skup?

Doma�i:

5. [8] Na sivom kvadrati�u na figuri dole nalazi se �eton. U svakom potezu
�eton mo�emo premestiti na red za jedan ni�e, levo ili desno (kao xto pokazuju
strelice).

a) Na koliko razliqitih naqina mo�emo dovesti �eton na najni�i red?

b) Na koliko razliqitih naqina mo�emo dovesti �eton na roze kvadrati� u
najni�em redu?

v) Rexiti problem pod b) i kada figura ima 2017 redova.

Сиво

Розе

Vreme za rad: qetiri qasa.
Svaki zadatak detaǉno obrazlo�iti!



Skice rexeǌa

1. Neka je Ai skup 20-tocifrenih brojeva koji u sebi nemaju cifru i, ni cifru 0.
Broj 20-tocifrenih brojeva bez nule je 920, a rexeǌe zadatka je: 920−|A1∪A2∪...∪A9|.
Da bi naxli |A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ A9| koristimo princip ukǉuqeǌa-iskǉuqeǌa, pri qemu
su kardinalnosti preseka: |Ai1 ∩Ai2 ∩ ... ∩Aik | = (9− k)20. Itd.

Qesta grexka: Ne mo�emo prvo da smestimo po jednu cifru 1, 2, ..., 9, a da ostalih
11 cifara biramo proizvoǉno, jer tada ima previxe ponavǉaǌa. Recimo, na taj
naqin bi broj: 1111111111123456789 raqunali 11 puta, jer smo na 11 naqina mogli da
ga dobijemo tako xto prvo fiksiramo cifre 1, 2, 3, ..., 9, a onda popunimo ostatak.

2. Centar xestougla se nalazi u kompleksnom broju o = 1
2((2+4i)+(−4+2i)) = −1+3i.

Neka je xestougao ABCDEF , sa centrom u O i neka su date a = 2 + 4i i d = −4 + 2i.
Vektor ~OB dobija se od vektora ~OA rotacijom za 60◦, znaqi: b − o = (a − o) · cis π

3 .
Dakle, taqka B se nalazi u: −1 + 3i+ ((2 + 4i)− (−1 + 3i)) · (cos π3 + i sin π

3 ), itd.

Napomena: Sva taqna predata rexeǌa nisu bila ovakva, ve� su koristila qiǌenicu
da se taqke nalaze na jednakom rastojaǌu jedna od druge (naravno, ne svih xest, ve�
tri po tri), pa se na taj naqin sraqunaju brojevi.

3. a) Rexeǌe je samo
(
100
5

)
, jer imamo 100 kuglica i treba da odaberemo 5.

b) Rexeǌe je
(
10
5

)
·
(
10
5

)
· 5!, xto je isto kao i

(
10
5

)
· 10 · 9 · 8 · 7 · 6, odnosno isto kao i

102 · 92 · 82 · 72 · 62 · 15! . Obrazlo�eǌe: najpre odaberemo boje na kuglicama, to mo�emo
uraditi na

(
10
5

)
naqina. Kada fiksiramo �eǉenu kolekciju boja: b1, b2, b3, b4, b5, od

kuglica boje b1 mo�emo izabrati bilo koju, dakle 10 mogu�nosti, zatim od kuglica
boje b2 sada ostaje 9 mogu�nosti, itd. Drugaqije: Za prvu kuglicu mo�emo da uzmemo
bilo koju kuglicu sa table, pa imamo 102 mogu�nosti. Za drugu kuglicu preostaje 92

kuglica (ne dolaze u obzir kuglice izabrane boje, sa izabranim brojem, od ostalih 9
boja i 9 brojeva dolazi u obzir bilo koja kombinacija), itd. Dobijamo 102·92·82·72·62,
ali ovako smo svaki izbor kuglica raqunali 5! puta umesto samo jednom, jer smo
izbor istih kuglica u drugaqijem redosledu raqunali kao razliqite izbore. Zato
ovaj proizvod treba podeliti sa 5!. Drugaqije: mo�emo se opredeliti najpre za
boje, zatim za brojeve, a zatim za naqin da ukrstimo izabrane boje i brojeve. U tom
sluqaju dolazimo do

(
10
5

)
·
(
10
5

)
· 5!.

v) Poxto se kuglice po kolonama ne razlikuju, ako sa xi obele�imo koliko smo
kuglica uzeli iz kolone i, broj naqina za odabir 10 kuglica jednak je zapravo broju
ure�enih 10-torki (x1, x2, ..., x10) nenegativnih celih brojeva za koje va�i: x1 + x2 +
...+ x10 = 10. ǋih ima

(
19
10

)
pa je to i rexeǌe.

4. Zadovoǉavaju�i skup mo�e imati najmaǌe 8 elemenata. Jedan zadovoǉavaju�i
skup je A = {1, 3, 32, ..., 37}. Kako to vidimo: svaki broj 1, 2, ..., 2017 se mo�e zapisati
kao zbir c0 + c1 · 32 + ... + c6 · 36, gde su ci ∈ {0, 1, 2} (to je zapravo ǌegov zapis u
bazi 3). Ako nijedan ci nije jednak 2, onda to upravo daje i ǌegovo predstavǉaǌe
preko elemenata skupa A na dozvoǉen naqin. Ako su neki ci jednaki 2, onda to
predstavǉaǌe mo�emo korigovati time xto je dozvoǉeno i oduzimati elemente iz
skupa A. Recimo, n = 2122101(3) = 1+ 32 − 33 − 35 + 37. (Ovo naravno treba pojasniti
xta se taqno radi u opxtem sluqaju).

Doka�imo da ne postoji zadovoǉavaju�i skup sa maǌe od 8 elemenata. Neka je
A = {a1, a2, ..., ak} zadovoǉavaju�i skup. Svaki broj koji mo�emo na opisan naqin
predstaviti preko elemenata skupa A izgleda ovako: e1 ·a1+ e2 ·a2+ ...+ ek ·ak, gde su
ei ∈ {−1, 0, 1}. Poxto za svaki ei imamo 3 mogu�nosti, ovakvih brojeva ima, najvixe,
3k (neki mogu i da se ponavǉaju). Od toga, najmaǌe jedan od ǌih jednak je nuli



(onaj kada su svi ei jednaki 0), prema tome najvixe 3k − 1 je nenula. Kako za svaki
broj koji ovako mo�e da se predstavi, va�i da se i ǌegov suprotan broj mo�e ovako
predstaviti, najvixe ǌih 3k−1

2 su pozitivni. Zakǉuqak: ako A ima k elemenata, na
opisan naqin od tih k elemenata mo�emo dobiti najvixe 3k−1

2 pozitivnih brojeva.
Ako je k < 8, onda je 3k−1

2 < 2017, pa zadovoǉavaju�i skup ne mo�e imati maǌe od 8
elemenata.

5. Svako kretaǌe �etona od vrha do posledǌeg reda mo�e da se predstavi nizom
slova: LDDLLL. To znaqi da se �eton najpre pomerio Levo, zatim Desno, zatim
Desno, i onda Levo, Levo, Levo, Levo.
a) Broj naqina da �eton sa vrha dovedemo na posledǌi red je broj nizova du�ine 6
od slova L i D. ǋih ima 26.
b) Broj naqina da �eton dovedemo u roze kvadrati� je broj nizova du�ine 6 od slova
L i D u kojima imamo tri slova L i tri slova D. To je

(
6
3

)
= 20.

v) Isto kao pod b), samo xto sada imamo niz du�ine 2016 u kome treba da bude 1008
slova L i 1008 slova D. Takvih nizova ima

(
2016
1008

)
.

Napomena: Nije texko uoqiti da, kada bi za svako poǉe izraqunali broj naqina
da �eton dovedemo bax u to poǉe, dobili bi Paskalov trougao, odnosno, xemu
binomnih koeficijenata. To se dexava zbog toga xto je broj naqina da �eton
dovedemo u izvesno poǉe jednak zbiru broja naqina za dva poǉa neposredno iznad
posmatranog poǉa.


