
5 Razliqiti tipovi matematiqke indukcije

1. Neka je n prirodan broj. Dokazati da je
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2. Iz table formata 2n×2n izbaqeno je jedno jediniqno poǉe. Dokazati da se ostatak

table mo�e poploqati koriste�i figuricu sa slike (dozvoǉeno je rotirati
figuricu).

3. Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i 2n > n. Dokazati da za svaki prirodan
broj n ≥ 4 va�i 2n > n2.

4. Dokazati da je svaki prirodan broj zbir razliqitih stepena dvojke.

5. Dokazati da za svaki prirodan broj m postoji prirodan broj k tako da va�i
m = ±12 ± 22 ± ...± k2 za pogodan izbor znakova + i −.

6. Perica ima nekoliko bokala sa vodom, tako da je u svim bokalima ukupno 22018

litara vode, a zapremina svakog bokala ve�a je od 22018 litara. Ukoliko bokal A
sadr�i barem onoliko litara vode koliko i bokal B, Perica mo�e u jednom potezu
da prebaci iz bokala A u bokal B onoliko vode koliko je ve� u bokalu B. Dokazati
da bez obzira na poqetni raspored vode po bokalima, Perica mo�e sa nekoliko
poteza da svu vodu presipe u jedan bokal.

7. Neka su a1, a2, ..., an nenegativni realni brojevi. Dokazati da va�i nejednakost:

a1 + ...+ an
n

≥ n
√
a1 · ... · an.

8. Izvrxena je proizvoǉna trijangulacija pravilnog 2018-tougla. Dokazati da
se dobijeni trouglovi mogu obojiti crnom i belom bojom, tako da trouglovi sa
zajedniqkom ivicom uvek budu obojeni razliqitim bojama.

9. Na koliko naqina mo�emo rasporediti brojeve 1, 2, 3 u niz du�ine 2018 ali tako
da iskoristimo paran broj jedinica?

10. Ako su m i n prirodni brojevi, pri qemu je m neparan, dokazati da 2n+2|m2n−1.

Zadaci za doma�i:

11. Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i:

• 1 + 2 + ...+ n = n(n+1)
2 ;

• 12 + 22 + ...+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 ;

• 1 + 3 + ...+ (2n− 1) = n2;
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12. Dokazati da je svaki prirodan broj ve�i od 1 ili prost ili proizvod prostih
brojeva.

13. a) Neka je P pravilan mnogougao sa 3n temena. Dokazati da je mogu�e izvrxiti
trijangulaciju1 mnogougla P tako da je svako teme mnogougla ujedno i teme neparnog
broja trouglova te trijangulacije.
b) Neka je P pravilan mnogougao sa brojem temena koji nije deǉiv sa 3. Dokazati
da je mogu�e izvrxiti trijangulaciju mnogougla P tako da su taqno dva temena
mnogougla ujedno i temena parnog broja trouglova te trijangulacije.

14. Neka je f konveksna funkcija na intervalu (a, b) (tj. za svako x, y ∈ (a, b) i
λ ∈ [0, 1] va�i: f(λx+(1−λ)y) ≤ λf(x)+ (1−λ)f(y)). Dokazati Jensenovu nejednakost:
ako su λ1, λ2, ..., λn nenegativni realni brojevi takvi da je λ1 + λ2 + ... + λn = 1 i
x1, x2, ..., xn ∈ (a, b), tada je:

f(λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn) ≤ λ1f(x1) + λ2f(x2) + ...+ λnf(xn).

15. Na stolu se nalazi gomila od n > 1 kamenqi�a. U jednom potezu, ta gomila se
razdvoji na dve gomile, veliqina a i b i zapixe se proizvod a · b. Zatim se isti
postupak ponavǉa sa svim gomilama koje se nalaze na stolu: u svakom potezu, neka
gomila koja ima vixe od jednog kamenqi�a podeli se na dve gomile i zapixe se
proizvod koliqina kamenqi�a na tim gomilama. Nakon posledǌeg poteza, dobijamo
n gomila sa po jednim kamenqi�em na svakoj.
a) Pokazati da, bez obzira na naqin deǉeǌa gomila, uvek zapixemo isti broj
proizvoda.
b) Pokazati da, bez obzira na naqin deǉeǌa gomila, zbir zapisanih proizvoda je
uvek isti.

16. Niz brojeva a0, a1, a2, ... definisan je na slede�i naqin: a0 = 9, an+1 = 4a3n +
3a4n, n ∈ N. Dokazati da broj a10 u svom dekadnom zapisu sadr�i vixe od 1000
cifara 9.

1Trijangulacija mnogougla je podela mnogougla dijagonalama na trouglove, takve da
svaka dva trougla imaju disjunktnu unutraxǌost i da su temena trouglova ujedno i temena
mnogougla.

2


