Osnovne jednacine plazme i ravnoteza



Jednacine polja, struje i napon

- Naelektrisane Cestice U plazmi su izlozene dejstvu spoljasnjeg elektricnog |
magnetnog polja, ali i same generiSu ta polja. Uvodi se pojam samo-
usaglasenog sistema Cestice + polje, koji je dosta sloZzen za opisivanje!

1. Sudari medju cesticama ne zavise od makroskopskih polja. Omogucava da
se odredi funkcije raspodela po brzinama naelektrisanih Cestica.

2. Funkcije raspodele se usrednjuju preko brzina da bi se dobile jednacine
makroskopskog kretanje.

3. Kretanje se odvija u spoljasnjim primenjenim poljima i makroskopskim
poljima generisanim usrednjenim kretanjem cestica.

4. Efekat prostorne promene funkcije raspodele dovodi do sile pritiska u
makroskopskim jednacinama.

5. Sudari se manifestuju u procesima nastajanja i1 gubljenja Cestica, kao
usrednjena sila trenja izmedu Cestica razli¢itih vrsta, 1 U izmeni energije
izmedu njih.




Maksvelove jednacine:
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- E(r, t) i H(r, t) vektori elektricnog imagnetnog polja, p, =4 10" H/m i

g, =8.854 1012

- lzvori polja, gustina naelektrisanja p(r, t) 1 gustina struje J(r, t), su povezani
jednacinom kontinuiteta:
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Ukupna gustina struje:
J= Jcond t ‘]pol t ‘]mag
- J.ong Qustina provodne struje usled kretanja slobodnih naelektrisanja,
- Jpor ustina polarizacione struje usled kretanja vezanih naelektrisanja u
dielektricnom materijalu,

- Jmag QuStina magnetizacione struje usled magnetnih momenata u
magnetnim materijalima.

.
U plazmi u vakuumu J, 1 J,,, SU Jednake nuI




Integracijom jednacine (2.2.5), dobijamo:
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>> przina porasta koli¢ine naelektrisanja unutar zapremine V odredena je
ukupnom strujom koja protice kroz povrsinu S u V, naelektrisanje je odrzano.

Uvedimo ukupnu struju u Maksvelovu jednacinu za rotor H:

K
Jr = EU("I+ J (2.2.7)
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gde je prvi Clan gustina struje pomeranja a drugi gustina provodne struje, 1
nalazenjem divergenciie leve 1 desne strane. dobiiamo:

Volr=0 (2.2.8)

Ova jednadina se u jednoj dimenziji redukujena :  dJp, /dx = 0,




Struja je konstantna duz neke konture, odakle sledi prvo Kirhofovo
pravilo: I =1+ + |,

Ako je vremenska promena magnetnog polja zanemarljiva, kao sto je
¢esto U slucaju plazme, iz Maksvelovih jednacina sledi
VxE~(

Posto je rotor gradijenta jednak nuli, sledi da elektri¢no polje moze DIt
izvedeno iz gradijenta skalarnog potencijala:
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Integracijom ove jednacine po proizvoljnoj konturi C dobijamo:
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Dobili smo drugo Kirhofovo pravilo: V=V, + V, + V,




= =
®
///////‘/////// +
+ ¢I1(t) _S_hga_th ________ . V1
1 Nonuniform
IO P A
- Sheath Yt +V
SRS, — 2
o ®

Kirchhoff’s pravila: Ukupna struja J; koja protice Kkroz
neuniformno 1-D praZnjenje je nezavisna od x; zbir struja koje
ulaze u ¢vor je jednak nuli (I+ = I+ + 1,); zbir padova napona duz
konture je jednak nuli (V; =V, +V, + V,).




Ako (2.2.9) zamenimo u (2.2.3), dobijamo Poasonovu jednacinu:

V22— (2.2.11)
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Razmotrimo potencijal u centru (X = 0) izmede dve uzemljene (® = 0) ploce,
na medusobnom rastojanju od 1=10cm, sa uniformnom koncentracijom jona
ni=10%m3, bez prisustva elektrona koji bi ih neutralizovali. Integracijom
Poasonove jednacine, Uz grani¢ne uslove da je ®=0 za x=+ /2 1 da je dd/dx =

0 za x=0 (zbog simetrije), dobijamo:
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Maksimalni potencijal u centru bi bio 2.3x10°V, §to je nezamislivo za
realna praznjenja. Dakle, joni moraju biti neutralizovani elektronima, Sto
vodi ka kvazi-elektroneutralnosti u plazmi.




-Sila kojom elektri¢no i magnetno polje deluju na naelektrisane cestice je data
Lorencovim izrazom:

F=gE+vxDb) (22.12)

gde je v brzina Cestice, a B =pyH vektor magnetne indukcije.

- Naelektrisane Cestice se krecu pod dejstvom Lorenzove sile, a sa druge strane
one doprinose gustini naelektrisanja p i gustini struje J u plazmi, koje generisu E
I H (B).

- Ako su p 1 J linearne funkcije E 1 B, onda su i jednacine polja linearne, Sto u
plazmi, generalno, nije slucaj. Bez obzira na to, linearizacija je moguca u
pojedinim slucajevima kada se plazma moze posmatrati kao da ima efektivnu
dielektricnu konstantu. To jest, da “slobodna naelektrisanja” imaju istu ulogu kao
“vezana naelektrisanja’ u dielektriku.




- Jedan od nacina da se modeluje dinamika plazme u reaktoru je da se
strogo racunaju trajektorije svake pojedinacne Cestice. To nije
izvodljivo zbog:

1. Velikig broj Cestica 1016-10'8 m3

2. SamousaglaSenosti polja i Cestica!!

3. Cestice uéestvuju u sudarima koji menjaju njihove brzine i energije

u vrlo kratkim vremenskim periodima!

* Prvinivo upros¢avanja je uvodenje PIC (particle-in-cell) simulacije.
Prate se trajektorije ,,super-Cestica“ kojih ima nekoliko hiljada, vreme
1 prostor su diskretizovani, polja 1 trajektorije Cestica se racunaju
iterativno, do dostizanja stacionarnog stanja.

* Analiti¢ki pristup, dva pristupa, jedan preko KINETICKE TEORIJE
a drugi preko TEORIJE FLUIDA.




Kineticki pristup je zasnovan na statistickoj fizici, uvodi se
funkcija raspodele Cestica po brzinama (energijama) f(r,v,t). Njeno
poznavanje je neophodno za racunanje brzina sudarnih 1
transportnih procesa.

Dosta je komplikovana primena ovog pristupa za opisivanje
makroskopskih osobina plazme!!!

Mnoge fundamentalne osobine plazme 1 praznjenja se mogu opisati
primenom makroskopske teorije fluida (hidrodinamike). VeliCine
kao Sto su koncentracija Cestica u fluidu, njihova brzina, srednja
energija... se dobijaju integracijom f-je raspodele f(r,v,t) u
brzinskom prostoru (po brzinama).



Funkcija raspodele, Bolcmanova jednacina.

Za date cestice, uvodimo funkciju raspodele f (r, v, t) u Sestodimenzionom
faznom prostoru (r, v) koji definiSu polozaji i brzine ¢estica, sa osobinom:
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Sest koordinata (r,v) se posmatraju kao medusobno nezavisne promenljive.

Ako posmatramo 1D slucaj, kad se ¢estice pomeraju u faznom prostoru ili
se kre¢u pod dejstvom makroskopskih sila, one ulaze ili izlaze iz fiksirane
zapremine dxdv,. 1z tog razloga funkcija raspodele f treba da zadovoljava
jednacinu kontinuiteta koja se moze izvesti na sledec¢i nacin.



Dakle posmatramo promenu broja
¢estica unutar fazne zapremine dxdv,
za vreme dt:

f (x,v,,t)dx a,(x,v,,t)dt Cestica ulaze u
dxdv, Kkroz stranicu 1

f (x, v, +dv,, t)dx a (x, v,+dv,, t)dt
Cestica izlaze iz dxdv, kroz stranicu 2

f (X, v, t) dv,v, dt Cestica ulaze u dxdv,

kroz stranicu 3

f (x+dx,v,,t) dv,v,dt Cestica izlaze iz
dxdv, kroz stranicu 4
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Jednodimenzioni v,—x fazni prostor,
izvodenja Bolcmanove jednacine |
promene f-je raspodele f pod
uticajem sudara.



Dakle, promena f-je raspodele za vreme dt = (1- 2) + (3 — 4).

f (x,v,,t +dt)dxdv, - f(x, v,,t)dxdv, =
[f (x,v,,D)a,(x,v,t) - f (X,v,+dv,,t)a (x,V,+dv,, t)] dxdt
+ [f (x,v,,t)v, - T (x+dx, v,,t)v,] dv, dt

Deljenjem sa dxdv,dt dobijamo:

=~ () — 5= (fax) (2:3.1)

v, nezavisno od X I ubrzanje a,= F,/m e zavisi od v, , sledi:
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Generalizacija na 3D:

£%+7-\7rf+&-\7vf=0 (2.3.2)}

gde su:
v, =@R0/0x+93/dy+20/0z) iV, = (%0/0v, +90/0v, + 20/0v,)

Jednacina (2.3.2) je poznata kao bezkoliziona Bolcmanova ili Vlasova
jednacina.

- Dodatak protoku u ili van fazne zapremine kroz stranice 1- 4, su Cestice koje

se “trenutno” pojave u ili nestanu iz zapremine usled meducesti¢nih sudara.

- Te efekte promene f uracunavamo na taj nacin Sto dodajemo “kolizioni ¢lan”
desnoj strani jednacine (2.3.2), i tako dobijamo Bolcmanovu jednacinu:
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- Usrednjene veli¢ine, koncentracija ¢estica, srednja brzina, 1 gustina energije se
zovu makroskopske velicine Cestica, a jednacine koje ih opisuju makroskopski
zakoni odrzanja.

- Da bi ih dobili, nalazimo momente funkcije raspodele po brzinam, a zakoni se
dobijaju iz momenata Boltzmanove jednacine.

- koncentracija:
n(r,t)= [ f(r,v,t)dv (2.3.4)
- fluks cestica:

[ 6) = nitl = j P O (23.5)
gde je u (7, t) je srednja brzina. Kineti¢ka energija estica po jedinici zapremine:

3 1 1
w=op + Emuzn = Emf vif(r,v,t)d3v (2.3.6)

gde je p (7, t) izotropni pritisak, koji ¢emo definisati kasnije. U ovom obliku w je
zbir untrasnje energije %p | protoka gustine energije % mu?n.



Jednacine odrzanja — fluidne jednacine:

- Set fluidnih jednacina za konstituente plazme se dobija raCunanjem momenata
Bolcmanove jednacine po brzinama.

- Najnizi moment Bolzmanove jednacine se dobija njenom integracijom po
prostoru brzina. Integracija daje makroskopsku jednacinu kontinuiteta cestica:

j
% V(m)=G-L (23
(

- Kolizioni ¢lan u (2.3.3) je jednak nuli kada se integrali po brzinama, osim za
sudare koji kreiraju ili gube cestice, oznacenih sa G i L, (e.g., ionization,
recombination).

- Clan sa silom u Bolcmanovoj jednaéini ne doprinosi prvom momentu jer

uzima vrednost f-je raspodele za V = +oo, gde je vrednost jednaka nuli!



Odrzanje momenta koliCine kretanja:

- Da bi se dobila jednacina po u, prvi moment se formira mnozenjem
Bolcmanove jednacine sa v I integracijom po brzinama. Rezultat je:

J
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Sa leve strane je gustina (mn) ¢estica pomnozena sa konvektivnim izvodom
srednje brzine, predstavljajuéi proizvod gustine i ubrzanja.

-Konvektivni izvod ima dva ¢lana: - prvi ¢lan ou/ot predstavlja ubrzanje usled

vremenske promene u;

- drugi ¢lan, “inercijalni” (u-V)u predstavlja ubrzanje ¢ak 1 za slucaj (0/ot=0)
kada je srednja brzina u prostorno promenljiva. Na primer, ako u= x"u,(x)
raste duz x-ose, onda se fluid ubrzava duz x-ose.

- Ekvivalentna je Navier-Stokes-ovoj jednacini u neutralnom fluidu



- Proizvod mase I ubrzanja je odreden, sa desne strane, silom koja deluje na
cestice.

- Prvi ¢lan predstavlja gustinu sile elektricnog I magnetnog polja.

- Drugi ¢lan je gustina sile usled divergencije tenzora pritiska, koji nastaje usled
Integracije po brzinama:

Il = i (p; - u]( = u]l}v (2.3.10)

gde indeksi I, j daju pravac delovanja komponente a (-), oznacava usrednjavanje
veli¢ine U zagradama po f.
- Za slabo jonizovanu plazmu se primenjuje izotropna verzija:

p 0 0
mM=10 p 0 (2.3.11)
0 0 p

tako da je:
V-M=V-p (2.3.12)
gradijent pritiska, u kome je skalarni pritisak dat sa:
1
p =-—mn{(v — u)?), (2.3.13)

3



Fizicki, gustina sile usled gradijenta pritiska
je ilustrovanana slici.

Mala zapremin fluida je izlozena dejstvu
pritiska, koji je rastu¢a funkcija od x. Ukupna
sila na tu zapreminu (dAdx) je p(x)dA -
p(x+dx)dA.

Dakle, sila po jedinici zapremine je -op/ox!!!

Gustina sile uzrokovana gradijentom pritiska.



Tre¢i ¢lan sa desne starne u (2.3.9) predstavlja vremensku promenu prenosa
Impulse po jedinici zapremine usled sudara sa ostalim ¢esticama.

Za elektrone i pozitivne jone najvazniji je prenos impulsa u sudarima sa
neutralima. Taj prenos se uobicajno aproksimira Krook-ovim kolizionim
operatorom:

fl. = - Zmnvmﬁ(u —ug). —m(u —ug)G +m(u—uy)L (2.3.14)
p

- Ug Je srednja brzina Cestice vrste B, v, Je frekvencija za prenos impulse za
sudare sa cesticama vrste 3,
- Ug I U_su srednje brzine novo-kreiranih i izgubljenih cestica.

- lugl<<|u| za par kreiran jonizacijom, a u, =u za procese gubitka
rekombinacijom ili transferom naelektrisanja.



Uopsteni oblik jednacine odrzanja momenta impulsa se dobija kada se u (2.3.9)
zanemari magnetna sila I uzimajuci da uz=0 u Krook-ovom kolizionom ¢lanu za
sudare sa jednom neutralnom vrstom. Rezultat je sada:

o

nm[T +u- Yu] = gnE — Vp = mnvyu (2.3.15)

0l

- gde figurisu ¢lanovi sa ubrzanjem (ou/ct), inercijom ((u-V)u), elektricnim
poljem, gradijentom pritiska i kolizioni ¢lan.

- Jednacdine (2.3.7) i1 (2.3.15) zajedno jos uvek ne formiraju zatvoren set, posto je
tenzor pritiska IT (ili skalarni pritisak p) nije odreden. Uobicajna procedura za
zatvaranje tog seta jednacina je da se iskoristi termodinamicka jednacina stanja
da se p poveze san.

- lzotermna relacija za ravnoteznu Maksvelovu raspodelu je:

D=kl (2.3.16)



Tako da je sada:
Vp = kT'Vi (2.3.17)

gde je T u (K), ak je Bolcmanov konstanta (k= 1.381x10-22 J/K). Vazi za spore
vremenske promene. U tom slucaju, fluid moze da razmeni energiju sa sa svojim
okruzenjem, I potrebna nam je jednacina za energiju za odredivanje p i T.

- Alternativno, adijabatska jednacina stanja je:

p=Cn' (2.3.19)

tako da je:

w_ (2.3.20)

D n

- gde je y odnos specificnih toplota pri konstantnom pritisku i pri konstantnoj
zapremini. y = 5/3 za idealan gas; za jedno-dimenziono adijabatsko kretanje je y
= 3. Adijabatska relacija vazi za brze vremenske promene, kao u talasima, kada
fluid ne menja energiju sa okruzenjem; ovde nije potrebna jednacina odrzanja
energije.



Jednacina odrZanja energije

Jednacina odrzanja energije se dobija mnozenjem Bolcmanove jednacine
sa amv? i integracijom po brzinama. Posle sredivanja dobijamo:

J . L h

3 } J (3 an
E(;h) | V*E(MIJ FpV-uA V‘(l_a(sz) | (2.3.21)

Ovde je: - 3/2p gustina termalne energije (J/m?3),

-V % (pu) je makroskopski fluks termalne energije (W/m?), koji
predstavlja protok gustine termalne energije za brzinu fluida u,

- pV - u (W/m?3) opisuje grejanje ili hladenje fluida usled kompresije ili
ekspanzije njegove zapremine

- je vektor protoka toplote (W/m?2), koji daje makroskopski fluks
toplotne energije, i

- sudarni ¢lan koji ukljucuje sve sudarne procese koji menjaju gustinu
termalne energije. (Jonizacija, ekscitacija, elasti¢no rasejanje |
zagrevanje usled trenja (omskog)).



Jednacine se uobicajno zatvara stavljanjem da je g=0 ili uzimanjem da je g =
— k7 VT, gde je k; termalna provodnost.

Za mnoga stacionarna praznjenja makroskopski termalni fluks energije je
uravnotezen Sa sudarnim procesima, dajuci jednostavniju jednacinu:

o33
7)) T aRf

(2.3.22)

c



RavnoteZne raspodele:

Za pojedinacCnu vrstu Cestica, koje su u termalnoj ravnotezi sa svojom vrstom
(npr. elektroni u praznjenju sa Te), u odsustvu vremenske promene, prostornith
gradijenta 1 ubrzanja, Bolcmanova jednacina se redukuju na oblik:

of

— = () (2.4.1)
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gde C u indeksu oznacava sudare Cestica sa svojom vrstom.

- Kao resenje ove jednacine se dobija Maksvelova f-ja raspodele:

£(0) ( m )33 muv- (2.4.7)
Uy = c —_ .
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Mozemo da primenimo sada 1zraze koje smo dobili za nalaZzenje srednje brzine:

v=(m/2 WkT)z’Q‘ v [exp(— l:_,, )}47:‘1.‘2 dv (2.4.8)

" U 2‘ “ﬁ}

odakle dobijamo:

T

_ SkT\ '/? |
= (2.4.9)

Usmereni fluks u pravcu +z ose, I'z se dobija usrednjavanjem komponente
32
I — ”( m )
2mkT

Sto daje: I
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