ELEMENTARNA MATEMATIKA 1

1. OSNOVNI POJMOVI O FUNKCIJAMA |

Jedan od najvaznijih pojmova u matematici predstavlja pojam funkcije.

DEFINICIJA 1.1. Neka su X 1Y dva neprazna skupa. Funkcija f iz skupa X u skup
Y, voznaci f: X — Y ili X i) Y, je relacija f C X X Y, koja ima osobinu da je
svaki element skupa X wu relacifi sa tacno jednim elementom skupa Y . Dakle, podskup f
Dekartovog proizvoda X XY koji zadovoljava uslove:

(2) (Vo€ X)(Ty €Y)(z,y) € f,

(12) (Ve € X)(Vyn,y2 €Y)(x,y1) €EF A (y2) €F = y1 =92

naziva se funkcija (preslikavanje) f iz skupa X u skup Y .

Kod funkcija uobic¢ajeno je da umesto (x,y) € f pisemo y = f(x).

A@

f:A— B je funkcija
g: A— B nije funkcija

Slika 1:

e Skup X naziva se domen ili oblast definisanosti funkcije f, oznacava se sa D(f) ili
Dom(f).

e Skup Y naziva se kodomen funkcije f.

e Skup R(f) = {f(x) |z € X} = f(X) C Y naziva se oblast vrednosti funkcije f ili
slika skupa X funkcijom f.

e Element & € X naziva se nezavisno promenljiva ili original ili argument funkcije, a y =
f(x) €Y se naziva zavisno promenljiva ili slika elementa x € X ili vrednost funkcije f
u tacki x.

Skup G tacaka u Dekartovom koordinatnom sistemu sa koordinatama (z, f(x)), € D(f)
naziva se grafik funkcije y = f(x), x € D(f), tj.

G=A{(z, f(z)) |z € D(f)}.
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f: X-Y

Slika 2: ”plavi skup” je kodomen Y funkcije f : X — Y, "zuti skup” je oblast vrednosti
funkcije f tj. R(f) = f(X) CY

(i) Grafik funkcije y = f(x) 4+ a moze se dobiti translacijom grafika funkcije y = f(x) u
pravcu y-ose za vrednost a > 0.

(ii) Grafik funkcije y = f(x — b) moze se dobiti translacijom grafika funkcije y = f(x) u
pravcu x-ose za vrednost b > 0.

(iii) Grafik funkcije y = f(—x) je simetri¢an u odnosu na y-osu sa grafikom funkcije y = f(x).

(iv) Grafik funkcije y = — f(x) je simetrican u odnosu na x-osu sa grafikom funkcije y = f(x).

DEFINICIJA 1.2. Ako je f : X — Y ¢ A neprazan podskup skupa X, za funkciju fi :
A —'Y definisanu sa fi1(x) = f(x) za svako x € A, kaZemo da je restrikcija funkcije
f na skup A i oznacavamo sa f‘Az fi- Akoje f : X =Y i X C A, za funkciju
f2: A = Y kazemo da je proSirenje funkcije f na skup A, ako je fa(x) = f(x) za
svako x € X.

frX, =Y, FiX=Y,
y =flx) y =f(x)

Slika 3: Restrikcija funkcije f : X — Y na skup X7 C X, odnosno na skup Xo C X, pri
cemu je f(X1) = Y11 f(X2) = Ya.
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1.1. INJEKTIVNA FUNKCIJA, SURJEKTIVNA FUNKCIJA, BIJEKCIJA

DEFINICIJA 1.3. Funkcija f : X — Y naziva se:
(1) injekcija (71-17 funkcija) ako za svako x1, T2 € X vaZi

f(z1) = f(z2) = =1 =z

(2) surjekcija (funkcija "NA”) iz skupa X NA skup Y ako i samo ako za svako y €
Y postoji bar jedno x € X takvo da je y = f(x), tj. ako i samo ako je f(X) =
{f@)|zeX}=Y;

(3) bijekcija ako je ona injekcija i surjekcija.

Prema tome, funkcija f : X — Y je surjekcija ako i samo ako je Y C f(X). S obzirom da
za funkciju f : X — Y vazi da je f(X) C Y, zakljuéujemo da je funkcija f surjekcija ako i
samo ako je f(X) =Y.

‘PRIMER 1.1. ‘ Ispitati da li su sledece funkcije 71-1”7 1 "NA”:

3 x—3

(b) f2: R\ {2} =R, fa(z) =

@) f1:R >R fi(e) = 5o s

(c) fs : R\ {—3,3} > R, fa(x) = (d) f1: R > R, fy(x) = e*=

3 — |z|

(e) fs :R =R, fs(2x —1) =4z2 — 2z + 1

RESENJE. Funkcije f1, f3 i fs(x) = 2 + = + 1 nisu ni ”1-1” ni "NA”. Funkcija f2 je 71-17
ali nije "NA”. Funkcija f4 je bijekcija.

Kako je R(f1) = (0,3/2] (videti Primer 1.1A. str.17) , funkcija fy preslikava skup D(f1) = R
NA skup (0,3/2].

Kako je R(f2) = R\ {1} = Y (videti Primer 1.1A. str.17), funkcija f2 preslikava skup
X =R\ {—2} NA skup Y.

Kako je R(fs) = (—o00,0) U [2/3,+00) = Y (videti Primer 1.1A. str.17), funkcija fs pres-
likava skup X = D(f3) = R\ {—3,3} NA skup Y, tj. f3(X) =Y.

Kako je R(fs) = [3/4,400) = Y (videti Primer 1.1A. str.17), funkcija fs preslikava skup
X = D(f3) = R NA skup Y, tj. £5(X) = Y.

1.2. JEDNAKOST FUNKCIJA

DEFINICIJA 1.4. Funkcije f i g su jednake ako i samo ako:
(1) D(f) = D(9) = X;
(2) f(x) = g(x) za svako x € X.
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Iz uslova (2) Definicije 1.4. sledi da za jednake funkcije f i g imamo R(f) = R(g), tj.
f(X) = g(X), odnosno njihove oblasti vrednosti su jednake.

‘PRIMER 1.2. ‘ Ispitati da li su sledeée funkcije jednake:

wz
(a) fi(z) =x i fao(z) = — M) fi(x) =z i fa(z) = Va2
(c) fi(x) =z i fa(z) = (v@)® (d) fs(x) = 3987 i fy(z) = (v@)”

RESENJA: (A) NE — jer je D(f1) = R # D(f2) =R\ {0}.

(B) NE — prvi uslov Definicije 1.4. je zadovoljen, jer je D(f1) = R = D(f3), ali fi(x) =
x # || = fa(x) za svako x < 0

(C) NE — jer je D(f1) = R # D(f) = [0, 00).
(D) NE — jer je D(f5) = (0,00) # D(f1) = [0, 0).

1.3. KOMPOZICIJA FUNKCIJA

DEFINICUIJA 1.5. Nekaje f: X =Y ig: W — Z, pri cemu je f(X) C W. Svaki
element f(x) € f(X) C W funkcija g preslikava u element g(f(:):)) € Z. Tada se
funkcija h : X — Z koja za svako € € X ima vrednost z = g(f(w)) =(gof)(x) e Z
naziva kompozicija funkcija g i f i oznacava se sa g o f.

Dakle, oblast definisanosti kompozicije funkcija g o f je

D(gof)={z € X =D(f)| f(=) € D(9)}

TEOREMA 1.1. Nekaje f: X —-Y ig:Y — Z. Tada vazi:
(i) Ako su f,g injekcije, onda je g o f injekcija.

(ii) Ako su f,g surjekcije, onda je g o f surjekcija.

(iii) Ako je g o f injekcija, onda je f injekcija.

(iv) Ako je g o f surjekcija, onda je g surjekcija.

DokAz: (i) Neka su f, g injekcije i (g o f)(x1) = (g o f)(x2) za x1,z2 € X. Tada je
g(f(x1)) = g(f(x2)). Kako je g injekcija, vazi f(x1) = f(x2), a odavde kako je f injekcija
vazi &1 = x2. Dakle, g o f je injekcija.

(ii) Neka su f, g surjekcije. Tada je (g o f)(X) = g(f(X)) =g(Y) = Z, odnosno g o f je
surjekcija.
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(iii) Neka je g o f injekcija i f(x1) = f(x2) za x1,x2 € X. Tada je g(f(x1)) = g(f(x2)),
tj. (g o f)(x1) = (g o f)(x2). Kako je g o f injekcija, zakljuéujemo da je €1 = 2, odnosno
da je f injekcija.

(iv) Neka je go f surjekcija, odnosno neka je (gof)(X) = g(f(X)) = Z. Kakoje f(X) C Y,
sledi da je Z = g(f(X)) C g(Y), pa je dakle g surjekcija. W

Slika 4: Kompozicije funkcija h = g o f

1.4. INVERZNA FUNKCIJA

Neka A, B C R i neka je f: A — B data funkcija. Ako postoji jedinstvena funkcija g : B —
A takva da vazi

(i) g(f(x)) == za svakow € A, tj, gof =1ia .
(i) fl9(w) =y aswohoy € B, 1, fog=in W

kazemo da je funkcija g inverzna funkcija funkcije f i oznacavamo je sa fL.

TEOREMA 1.2. Za svaku funkciju f : A — B postoji najvise jedna funkcijag : B — A
za, koju vazi .

DOKAZ: Ako za funkciju f : A — B postoje funkcije g1,92 : B — A takve da je
(grof)(x) =xzasvakox € A,
(fog2)(y) =y zasvakoy € B,

onda je g1 = g2. Zaista, za proizvoljno y € B je g2(y) € A, pa je

22(y) = (910 H)(9:2v) = 01(f(92(¥))) = 91 ) »
Sto povlaci da je go = g1. M

Grafik funkcije y = f~!(x) simetri¢an je grafiku funkcije y = f(z) u odnosu na pravu y = x
(slika |5]).

Inverzna funkcija funkcije f ne mora da postoji, a blize uslove pod kojima funkcija f ima
inverznu funkciju daje naredna teorema.
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Slika 5: Grafik funkcije f i njene inverzne funkcije f—1

TEOREMA 1.3. Neka je f : A — B. Funkcija f je bijekcija ako i samo ako postoji
jedinstvena funkcija g : B — A takva da vaZi .

DokAz: (=) : Dokazimo najpre da ako je f bijekcija, funkcija g sa svojstvima (2) i (¢¢)
postoji i jedinstvena je.

EGzIsTENCIJA: Kako je f : A — B funkcija "NA”, za svako y € B postoji € A takvo da
jey = f(x). Kako je f 71-1”, takvo x je jedinstveno. Na taj nac¢in svaki element y € B je u
relaciji sa tacno jednim elementom x € A za koji je y = f(x), odnosno imamo na taj nacin
definisanu funkciju g : B — A. Dokazimo da za funkciju g vazi (¢) i (42). Za svako ¢ € A

imamo (g o f)(z) = g(f(z)) = g(y) =z izasvakoy = f(x) € B

(Fo9)w) = flaw) = F(a(£@)) = f((go H@)) = fl@) =y.

JEDINSTVENOST: (a) Kako je f : A — B surjekcija, postoji najvise jedna funkcija g : B — A
sa svojstvom (2) tj. takva da je (g o f)(x) = x za svako = € A.

Zaista, ako bi postojale dve funkcije g1, g2 sa tim svojstvom, onda pretpostavka g1 7 g2 vodi
ka egzistenciji bar jednog elementa z € B takvog da je g1(z) # g2(2z). Kako je f surjekcija,
postoji € € A takvo da je z = f(x). Ali tada je g1 (f(:c)) #* go (f(:z:)), $to je u suprotnosti
sagiof =gaof = 1ia (ia je identicno preslikavanje skupa A, tj. funkcija definisana sa
ta(x) = x za svako ¢ € A). Prema tome, mora biti g3 = ga.

(b) Kako je f : A — B injekcija, postoji najvise jedna funkcija g : B — A sa svojstvom (1)
tj. takva da je (f o g)(y) = y za svako y € B.

Zaista, ako bi postojale dve takve funkcije g1, g2, onda zbog pretpostavke g3 7 g2 postoji bar
jedan element z € B takav da je g1(z) # g2(z). Kako je f injekcija, onda je f(g1(2)) #
f(g2(2)), a to je kontradikcija sa f o g1 = f o g2 = iB.

(«<=) : Pretpostavimo suprotno, da je funkcija g : B — A sa svojstvima (2) i (¢¢) jedinstveno
odredena, a da funkcija f nije bijekcija.
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Ako f nije 71-17, postoji €1, x2 € A tako da je 1 # x2 1 y1 = f(x1) = f(x2) = y2. Kako

je onda g(y1) = g(y2) tj. g(f(x1)) = g(f(x2)), zbog svojstva (2) bilo bi 1 = x2, Sto je
suprotno pretpostavci da je 1 # xa.

Ako f nije "NA”, tada postoji yo € B takav da se u njega funkcijom f ne preslikava nijedno
x € A, odnosno da za svako x € A je f(x) # yo. Neka je zg = g(yo) € A. Tadaza yo € B
zbog svojstva (i) je f(g(yo)) = Yo, Sto je suprotno pretpostavci da je f(g(yo)) = f(xo) #
Yo- |

Kvadratna funkcija F' : R — [0, 00) je preslikavanje skupa R "NA” skup [0, 00), ali nije 71-1",
jer je za svako ¢ € R, f(x) = f(—x). Prema tome, inverzna funkcija funkcije F' ne postoji.
Medutim, ako posmatramo restrikciju funkcije F', F‘[O,oo): f, F‘(—oo,O]: g, odnosno funkcije
f :[0,00) = [0,00), f(x) = x2ig: (—00,0] = [0,00), g(x) = 2, koje su bijektivne,
njihove inverzne funkcije f=1 : [0, 00) — [0,00), f~1(x) = /T ig™ ' :[0,00) = (—00,0],
g~ 1(x) = —+/Z postoje i prikazane su na Slici

Slika 6: Grafik bijektivne funkcije f : [0,00) — [0,00), f(z) = =2 i njene inverzne funkcije
f71:]0,00) — [0,00), f~1(x) = /x i grafik bijektivne funkcije g : (—o0,0] — [0, 00),
g(x) = x2 i njene inverzne funkcije g=1 : [0, 00) — (—00,0], g7 () = —v/T

1.5. PARNOST FUNKCIJE

DEFINICIJA 1.6. Neka f : A — R, gde skup A C R ima osobinu da ako x € A
onda —x € A. Funkcija f je parna na A ako za svako ¢ € A vazi f(—x) = f(x), a
neparna na A ako za svako x € A vazi f(—x) = —f(x).

Isticemo sledeca svojstva parnih i neparnih funkcija:

e Grafik parne funkcije simetri¢an je u odnosu na y-osu

e Grafik neparne funkcije simetrican je u odnosu na koordinatni pocetak

TEOREMA 1.4. Ako je neparna funkcija f : X — Y bijekcija, onda je njena inverzna
funkcija f~1: Y — X takode neparna funkcija.
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DokAz: Kako je funkcija f "NA”, za svako y € Y postoji x € X tako da je f(xz) = v,
odakle zbog neparnosti funkcije f zaklju¢ujemo daje —y = —f(x) = f(—x) € Y. Dakle, za
skup Y vazi da akoy € Y, ondai —y € Y. Takode,

Ul =Y~ f@) = (f(-z) = —2z=—f"'(y). W

Slika  7: (a) Grafik parne funkcije simetrican je u odnosu na  y-osu;
(b) grafik neparne funkcije simetrican je u odnosu na koordinatni pocetak.

1.6. MONOTONOST FUNKCIJE

DEFINICIJA 1.7. Nekaje f : X - Y i A C X. Za funkciju f kaZemo da je :
(a) rastuéa na skupu A, ako je taéna implikacija
(Vz1,z2 € A) (3131 <z2= f(z1) < f($2)> :
(b) strogo rastuéa na skupu A, ako je tacna implikacija
Vx1,22 € A) («’131 <z2= f(71) < f(iv2)> :
(¢) opadajuéa na skupu A, ako je tacna implikacija
(Vz1,z2 € A) (1‘1 <z2= f(z1) > f(w2)) :
(d) strogo opadajuéa na skupu A, ako je taéna implikacija
(Vx1,22 € A) (331 < x2 = f(x1) > f(332)> :

Za funkciju koja zadovoljava bilo koji od uslova (a)-(d) kazemo da je monotona funkcija na
skupu A, a za funkciju koja zadovoljava uslov (b) ili uslov (d) kazemo da je strogo monotona
funkcija na skupu A.

DEFINICIJA 1.8. Neka je funkcija f definisana u tacka a. Za tacku x = a kaZemo da
je tacka lokalnog minimuma (maksimuma) ako postoji € > 0 tako da je

f(x) > fla) (f(x) < f(a)) =zasvakox € (a —e,a+ ¢).

Broj f(a) naziva se lokalni minimum (maksimum) funkcije f.
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fiX oY XeX; xeX,
y =(x) y=f(x) XX, € X

Slika 8: (a) Injektivna funkcija f : X — Y, f(X) = Y; (b) Funkcije f‘Xl’ ’f‘Xz nisu
injektivne funkcije

1.7 INJEKTIVNOST I MONOTONOST FUNKCIJE

TEOREMA 1.5. Ako je f + X — Y strogo monotona funkcija na X, onda je f
mjektiona funkcija na tom skupu.

DOKAZ: Neka je f strogo rastuca funkcija na X i neka su xy,x2 € X, 1 # x2. Tada je
ili 1 < x2 ili z2 < x1. Kako je f strogo rastuéa, zakljucujemo da je ili f(z1) < f(x2) ili
F(z2) < f(z1). Dakle, f(z1) # f(x2), pa je f injekcija. W

TEOREMA 1.6. Ako je f : X — Y strogo monotono surjektivno preslikavanje skupa X
na skup Y, tada postoji inverzna funkcija £~ koja preslikava skup Y na skup X i koja
je takode strogo rastuc¢a (opadajuca) na skupu 'Y, ako je f strogo rastuca (opadajuia)
funkcija na skupu X.

DokAz: Kako je f strogo monotono surjektivno preslikavanje skupa X na skup Y, tj. f(X) =
Y, prema Teoremi 1.4, f je bijekcija, pa prema Teoremi 1.3. postoji inverzna funkcija f=1 :
Y — X funkcije f.

Dokazimo da je f~! : Y — X strogo rastuca funkcija, ako je f : X — Y strogo rastuéa
funkcija. Neka su y1,y2 € Y takvi da je y1 < y2 i neka je 1 = f71(y1) i z2 = F~1(y2).
Tada je za @1, 2 tac¢no samo jedno od tvrdenja: 7 < @, 1 = T2, 1 > T2. Ako je xy = 2
imali bi da je f(xz1) = f(x2), tj. y1 = ya2, Sto je suprotno pretpostavci da je y1 < y2. Ako
je &1 > x2, kako je f strogo rastuca funkcija, vazi f(x1) > f(x2), tj. y1 > ya2, sto je takode
suprotno pretpostavci da je y3 < y2. Dakle, mora biti 1 < @2, odnosno £~ (y1) < f~1(y2),
S§to znadi da je f~1 strogo rastuca funkcija. W

Napomena. Funkcija f : [0,00) — [0,00), f(z) = z2 je strogo monotono rastuéa, pa je
njena inverzna funkcija f=1 : [0,00) — [0,00), f~1(y) = /¥ je strogo monotono rastuca
(videti Sliku @ Takodje, funkcija g : (—o00,0] — [0,00), f(x) = =2 je strogo monotono
opadajuca, pa je njena inverzna funkcija g=*! : [0,00) — (—00,0], g~ (y) = —/¥ je strogo
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monotono opadajuca (videti Sliku @

1.8. NEPREKIDNOST FUNKCILJE

DEFINICIJA 1.9. Nekaje f: A — Ria € A. Za funkciju f kaZemo da je neprekidna
u tacki a ako je

lim f(x) = f(a).

Ako su funkcije f,g neprekidne u tacki a, onda su u tacki a neprekidne i funkcije ¢ - f,

f+g9, f—g, f-g9, (ceR).

TEOREMA 1.7. Neka je f neprekidna i monotona funkcija na [a,b]. Tada je f([a,b]) segment
sa krajevima u tackama f(a) i f(b). Ako je f rastuca, onda je f([a,b]) = [f(a), f(b)], a
ako je f opadajuca, onda je f([a,b]) = [f(b), f(a)].

TEOREMA 1.8. Neka je f : [a,b] — R neprekidna i strogo monotona funkcija. Ako je f strogo
rastuca, inverzna funkcija f~1 definisana je na [f(a), f(b)], strogo je rastuéa i neprekidna na
tom segmentu. Ako je f strogo opadajuca, inverzna funkcija f=1 definisana je na [f(b), f(a)],
strogo je opadajuéa i neprekidna na tom segmentu.

TEOREMA 1.9. Neka je f neprekidna i strogo rastuca (strogo opadajuca) funkcija na intervalu
(a,b) (konacnom ili beskonacnom). Ako su a,b konacni, neka je ¢ = limg_yq40 f(x) id =
lim, o f(x). Ako je a = —o0, neka je ¢ = limg_s_ o f(x), a ako je b = +oo, neka je
d = limg_, 4o f(xz). Tada,

(i) ako je f strogo rastuca, onda je f((a,b)) = (c,d) i postoji inverzna funkcija £~ koja je
strogo rastuca i neprekidna na (c, d).

(i) ako je f strogo opadajuca, onda je f((a,b)) = (d,c) i postoji inverzna funkcija f=1 koja
je strogo opadajuca i neprekidna na (d, c).

TEOREMA 1.10. (i) Neka je f neprekidna i strogo rastuca (strogo opadajuca) funkcija na
intervalu [a,b) (konacnom ili beskonacnom). Neka je ¢ = f(a) i ako je b konacno, neka je
d = limg_,p_o f(x), a ako je b = +o00, neka je d = limy_ 1 oo f(x). Tada, ako je f strogo
rastuca, onda je f([a,b)) = [c,d) i inverzna funkcija f~' definisana je na [c,d), strogo je
rastuca i neprekidna na tom intervalu. Ako je f strogo opadajuca, onda je f([a,b)) = (d,c] i
inverzna funkcija £~ definisana je na (d, c], strogo je opadajuca i neprekidna na tom intervalu.

(i2) Neka je f neprekidna i strogo rastuca (strogo opadajuca) funkcija na intervalu (a,b]

(konacnom ili beskonacnom). Neka jed = f(b) i ako je a konacéno, neka je ¢ = limg_,q+0 f(x),
a ako je a = —oo, neka je ¢ = limy y_o f(x). Tada, ako je f strogo rastuéa, onda je

f((a,b]) = (c,d] i inverzna funkcija £~ definisana je na (c, d), strogo je rastuca i neprekidna

na tom intervalu. Ako je f strogo opadajuca, onda je f((a,b]) = [d,c) i inverzna funkcija

f1 definisana je na [d, c), strogo je opadajuca i neprekidna na tom intervalu.
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ELEMENTARNA MATEMATIKA 1 Osnovni pojmovi o funkcijama

Skup realnih brojeva
U nastavku pretpostavljamo da je skup realnih brojeva definisan aksiomatski:
DEFINICIIA 1.10. Polje (R, 4+, +) naziva se polje realnih brojeva ako su ispunjeni uslovi:

(i) Na skupu R je definisana relacija poretka < za koju vazi

(i-1) Vz,y,2 ER) ( <y = z+2<y+2)

(i-2) Ve, y €ER) (0<z AN 0<y = 0<z-y)

(ii) za svaka dva neprazna podskupa X,Y skupa R takva da je x < y za svakox € X, y €Y
postoji z € R tako da jex < z < y.

Relacije < i > odredjene su sa:

z<y < z<y N zT#Y; T>yYy <= T2y N TFUY;

TEOREMA 1.10. Neka su a, b, c,d € R.

1. Vazi tactno jedna od moguénosti:

a<b a=2> a>>b

2.a<b = at+c<b+c

3.al<bANc<d = a+c<Lb+d,

4. a>20 ANb>20 = a-b2>0;

5a<0Ab>20 == a-b<L 0 a<0ANbBLO0 = a-b>0;
6.a<bANc>0 — a-c<b-¢ a<bANc<0 = a-c>b-c

7.0<a<<bAN0<c<d = 0<Lac<bd;
a<b<0ANc<d<0 — 0L bd<agc

8.0<a<b = 0<a?<d? a<b<0 = a?>b%>0;

Svojstva 2° — 6° vaze i ako se < zameni sa <, odnosno > zameni sa >.

Prema 5° je

ab>0 1 1 1 1
0<a<b = 0<a-—<b:-— = 0<-<-
ab ab b a
1 1 1 1
a<b<0 220 4. - <bh.- <0 = -<-<0
ab ab b a
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ELEMENTARNA MATEMATIKA 1 Kvadratna funkcija

2. KVADRATNA FUNKCLJA

Funkcija y = f(z) = axz?2 +bx + ¢, a,b,c € R, a # 0 naziva se kvadratna funkcija.
Kvadratna funkcija je definisana za svako € R. Kriva u Oy ravni koja predstavlja grafik
kvadratne funkcije naziva se parabola.

Da bi smo skicirali grafik kvadratne funkcije, transformisemo kvadratni trinom ax? 4 bz + ¢
na kanonski oblik:

2 (Z b c) [( b>2 b2 c]
ar“+br+c=al(lx“+—-—xx+—)=a||lx+ — — 4=
a a

2¢) 4a? ' a

Dakle, uvodenjem oznaka

b 5 D 4ac — b?
o= —— i e —
2a’ 4a 4a
dobija se
y = f(z) = a(z — a)® + 8. (2)
1z zakljuCujemo da su
b v D
wl,zzazl: —éz—fﬂ:i
a 2a 2a
koreni kvadratne jednacine
(KJ) ax? +bxr+c=0, a#0.

TEOREMA 2.1. Brojevi &1, x2 su resenja kvadratne jednacine (KJ) ako i samo ako je

C
(VF) 1+ xo = 2 Ty Ly = . VIETOVE FORMULE .

\. J

DokAz. (=) : Ako su x1, x2 resenja kvadratne jednacine (KJ), tada je

—b— Vb2 —4ac —b+ /b2 — 4dac b
T @y = 2a + 2a - a

L1 * g = —

4a2 a

b+ Vb2 — 4ac ( b—\/b2—4ac> b2 — (b —4dac) ¢
2a 2a N T a

(<) : Neka su x1,x2 brojevi koji zadovoljavaju relacije (VF'). Posmatrajmo polinom
a(x — x1)(xz — x2). Koristedi relacije (V F') dobija se

a(x —x1)(x — x2) = azr? — a(x1 + xz2)x + axi1x2 = azr? + bx + c.

Dakle, jednacinu (K J) mozemo zapisati u obliku a(x — x1)(x — x2) = 0, pa su x1, €2 reSenja
te jednacine. M
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ELEMENTARNA MATEMATIKA 1 Kvadratna funkcija

TEOREMA 2.2. (i) Neka jea > 0. Funkcija f je strogo opadajuca na (—oo, a) i strogo

rastuca na (a, +00). Kvadratna funkcija ima minimum 8 = —— koji se dostize za
b

r=a=——;
2a
(2¢) Neka je a < 0. Funkcija f je strogo rastuc¢a na (—oo, ) i strogo opadajucéa na
(o, +00) . Kvadratna funkcija ima maksimum 8 = —— koji se dostiZe za * = o =
b

—2a"

DokAz. Neka je a < 0. Pokazimo da je f strogo rastuéa na (—oo, a), odnosno da za svako
T1, T2 € (—o0,a), 1 < z2 = f(x1) < f(x2). Imamo

1 <reo<<a => r1—a<zrzz—a<0
= (r1—a)*>(xz2—a)® = a(r1—a)? <a(zz—a)?

=  f(z1) =a(z1 — o)’ + B < a(z2 — a)’ + B8 = f(z2).

Ostali slucajevi pokazuju se analogno.

Neka je @ < 0. Zbog monotonosti funkcije f imamo da je f(x) < f(a) za svako z < «
i f(x) < f(a) za svako * > «, tako da prema Definiciji 1.8. & = « je tacka lokalnog
maksimuma funkcije, a f(a) = 8 je maksimum funkcije f. W

Tacka T' (e, 3) naziva se teme parabole.

y y
a>0 D>0

a<0 D>0

(2) (b)

Slika 9: Kvadratna funkcija ako je D > 0: (a) za a > 0; (b) za a < 0.

S obzirom na znak koeficijenta a i znaka diskriminante D razlikujemo Sest karakteristicnih
slucajeva grafika kvadratne funkcije. Ako je @ > 0 parabola je sa otvorom nagore, a ako je
a < 0 parabola je sa otvorom nadole.

(I) Ako je D = b2 — 4ac > 0 funkcija ima dve nule (Slika 9.)
—b + vb% — 4ac c

2a

R.

1,2 =
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ELEMENTARNA MATEMATIKA 1 Kvadratna funkcija

by y a<0 D=0
T(a,0) X

(b)

Slika 10: Kvadratna funkcija ako je D = 0: (a) za a > 0; (b) za a < 0.

y y

a>0 D<O
T(a,p) a<0 D<O0

T(o,B)

(a) (b)

Slika 11: Kvadratna funkcija ako je D < 0: (a) za a > 0; (b) za a < 0.

Za a > 0, funkcija f je pozitivna za x € (—oo,x1) U (x2, +00) i negativna za « € (1, x2).
Za a < 0, funkcija f je pozitivna za € (x1,x2) i negativna za € (—oo, 1) U (2, +00).

(I1) Ako je D = b? — 4ac = 0 funkcija ima jednu nulu (Slika 10.) 3 = z2 € R i parabola
b

dodiruje £—osu u tacki (z1,0) = (—2,0>. Dakle, f(x) > 0 za svako ¢ € R, odnosno
a

f(x) > 0 zasvako x € R\ {a}.

(ITII) Ako je D = b? — 4ac < 0 funkcija nema realnih nula (Slika 11.), tj. njeg grafik nema
zajednickih tacaka sa x—osom. Dakle, f(x) > 0 za svako x € R.

Takodje, primetimo da oblast vrednosti funkcija f je [3, 00) ako je @ > 0, odnosno (—oo, 3]
ako je @ < 0. Odnosno, za a > 0, funkcija f preslikava skup R NA skup [3, c0), dok za a < 0,
funkcija f preslikava skup R NA skup (—oo, 3].
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ELEMENTARNA MATEMATIKA 1 Kvadratna funkcija

PRIMER 2.1. ‘ Odrediti vrednost realnog parametra m za koju je zbir kvadrata korena jednacine

2 —ma 4+ m — 3 = 0 najmanji.

RESENJE: Prema Vietovim pravilima za korene x1, x2 date KJ je 1 + 2 = m,x1 - 3 =
m — 3, tako da je

22+ 22 = (x1 +22)? — 221 22 =M* —2(Mm —3) =m? —2m + 6.

Vrednost parametra m za koju je zbir kvadrata korena KJ najmanji je vrednost parametra
m za koju kvadratna funkcija f(m) = m? — 2m + 6 ima mimimalnu vrednost. Dakle,

PRIMER 2.2. ‘ Iz skupa funkcija

f@)=(m—-1)z>+(m -4z —m—-1, m#1
odrediti onu funkciju:
(a) koja dostize najveéu vrednost za € = —1;
(b) koja ima najveéu vrednost fmax = 4.
RESENJE:

(A) Funkcija dostize najveéu vrednost ako je a = m — 1 < 0, tj. m < 1. Najveéa vrednost se

. m — 4
dostize za * = —— = ————— . Dakle,
2a 2(m —1)
m-d 2<1
—_ = — m = — .
2(m —1)
(B) Funkcija ima najveéu vrednost ako jea =m — 1 < 01
D (m—-—4)2—-4(m—1)(—-m —1) 0
4 = = —— = — = bm 8 —4=0
Kako su my = —2 i mo = — reSenja dobijene kvadratne jednacine i ispunjavaju uslov m < 1

to su i trazene vrednosti parametra m. X

’ PRIMER 2.3. ‘ Odrediti nagmanju i najveéu vrednost funkcije f(x) =
[_1’ 1]-

na segmentu

2 +x+1

1
2 +x+1

najveéa i najmanja vrednost funkcije g(x) = 2?4z + 1 na datom segmentu. Lokalni minimum
funkcije g je

RESENJE: Najmanja i najvecéa vrednost funkcije f(x) = na segmentu [—1, 1] bice

D 3 b
9min = _a = Z za Tmin = _z = _5 € [_]—7 1] .
Dakle, najveca vrednost funkcije f na segmentu [—1, 1] je 4/3. Kako je g(—1) = 1ig(1) = 3,
to je najveéa vrednost funkcije g na datom segmentu 3, tako da je najmanja vrednost funkcije
f na datom segmentu 1/3. X
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ELEMENTARNA MATEMATIKA 1 Kvadratna funkcija

PRIMER 2.4. ‘ U zavisnosti od parametra k € R\ {—2} resiti nejednacine

(@) (k+2)2®?—22+k<0; (b) (k+2)z>—2x+k<0.

RESENJE: ResSenja odgovarajuée kvadratne jednacine su

2+ \4—4k(k+2) 1xvV-k2-2k+1

T2 = 2(k + 2) - k+ 2
A_l—\/—kz—zk:—l—l )\_1—|—\/—k:2—2k:+1
e k+ 2 ’ 2 k+ 2

Resavanje kvadratne nejednacine zasniva se na ispitivanju znaka odgovarajuce kvadratne funkcije
y = f(x) = (k + 2)z? — 2z + k &iji grafik moze imati jedan od Sest oblika prikazanih na
slikama 9., 10. i 11. u zavisnostioda =k +2<0i D < 0. Za D = —k? — 2k + 1 vazi

D>0, -1—V2<k<—-1++2
D=0, k=-1—-+vV2 AN k=-1++2
D<0, k<—-1—+vV2V k=-1++v2

Dakle, nejednacinu ¢emo resavati razdvajajuéi slucajeve za
k€ (—oo,—1—vV2)U(-1—v2,-2)U(-2,—-14+V2)U(-1+V2,+0)U{-1+Vv2}.

E<—-1—v2|ke(-1—-+v2,-2) | k€ (=2,—1+V2) | k> —-1++2
a<0,D<O a<0,D>0 a>0,D>0 a>0,D<O0

Slucéaj (I) -zak < —1 —v2< —2:jea=k+2<0iD < 0 (Slika 11-(b)). Kvadratna
funkcija f(x) je negativna za svako & € R. Dakle, V& € R je resenje kvadratne nejednacine
(a) i (b).

Sluéaj (I1) - za —1 — V2 < k < —2:jea=k+2 < 0i D > 0 (Slika 9-(b)). Pre svega
primetimo da je A2 < A;. Kvadratna funkcija f(x) je negativna za * < Ag i @ > A1. Dakle,
resenje kvadratne nejednacine (a) i kvadratne nejednacine (b) je & € (—oo, A2) U (A1, 00).

Sluéaj (ITI) - za —2 < k < =14+ +v2: jea=k+2 > 0iD > 0 (Slika 9-(a)). Pre
svega primetimo da je A1 < Ag. Kvadratna funkcija f(x) je negativna za x € (A1, A2).
Dakle, resenje kvadratne nejednacine (a) je € € (A1, A2), a resenje kvadratne nejednacine (b)
je T € [)\1,)\2].

Sluéaj (IV) -zak > —1++v/2> —2: jea=k+2 > 0i D < 0 (Slika 11-(a)). Kvadratna
funkcija f(x) je pozitivna za svako & € R. Dakle, kvadratna nejednacina (a), kao i kvadratna
nejednacina (b), nema realnih resenja.

Sluéaj (V-a)-zak = —1—+v2 < —2: jea =k+2 < 0i D = 0 (Slika 10-(b)). Kvadratna
funkcija f(x)) dodiruje —osu u tacki (—%,0) = (%_’_2,0) = (—1 -2, O) if(x) <O
za svako ¢ € R\ {—1 — +/2}. Dakle, Vx € R\ {—1 — v/2} je redenje kvadratne nejednacine
(a), V& € R je resenje kvadratne nejednacine (b).

Sluéaj (V-b) -zak = —14++v/2 > —2: jea =k+2 > 0i D = 0 (Slika 10-(a)). Kvadratna
funkcija f(x) dodiruje —osu u tacki (—%,0) = (%4_2,0) = (\/5— 1,0) if(x) >0za
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ELEMENTARNA MATEMATIKA 1 Kvadratna funkcija

svako £ € R\ {v/2 — 1}. Dakle, kvadratna nejednacina (a) nema realnih redenja, kvadratna
nejednacina (b) ima jedinstveno resenje © = v/2 — 1.

Resenje kvadratne nejednacine (a) je

V& €R, k< —1—1+/2
x € R\ {-1}, E=—1—+2;
@ € (—00,A2) U (A1,00) —1—+v2< k< —2;
z € (A1, A2), —2< k< -1+ V2
x € 0, E>—1++2.

Resenje kvadratne nejednacine (b) je

Vz €R, k< —1-—+/2;
T € (—oo,)\z]u[)\l,oo) —1-V2<k< -2
T € A1, A2, —2<k<—-1+v7%
r=+2-1, k=—1++v2;
x €0, E>—1++2.

2.1. ODREDJIVANJE OBLASTI VREDNOSTI FUNKCIJE

Ako je D oblast definisanosti funkcije f problem odredjivanja skupa f(D) = R(f),
odnosno oblasti vrednosti funkcije f, moze se formulisati kao zadatak odredjivanja vred-
nosti parametra y € R pri kojima jedna¢ina f(x) = y ima bar jedan realan koren
x € D.

PRIMER 1.1A. ‘ Odrediti oblast vrednosti funkcija uw Primeru 1.1.

RESENJE: (a) fi(x) = e Oblast definisanost funkcije f1 je D = R. Jednaéina f(x) =y

je ekvivalentna sa

3 3—2 3—2
— =y o z= Y o -4 Y
2+ z2 Y y

Prema tome, jednac¢ina f;(x) = y ima bar jedan realan koren ako i samo ako je

3 — 2y 3
> b
20 & y € (0,5]
Dakle, f1(D) = R(f1) = (0,3/2].
-3
(b) f2(x) = LH Oblast definisanost funkcije f2 je D = R\ {—2}. Jednacina f(x) = y je
x
ekvivalentna sa
r—3 3+ 2y
x+ 2 1—y

Prema tome, jednacina fa(x) = y ima bar jedan realan koren & # —2 ako i samo ako je y # 1.
Dakle, fo(D) = R(f2) =R\ {1}.
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ELEMENTARNA MATEMATIKA 1 Kvadratna funkcija

(c) fs(x) = Py Oblast definisanost funkcije f3 je D = R\ {—3,3}. Jednacina f(x) =y
— |z
je ekvivalentna sa
2 3y — 2
=y & |z|=
3 — |z Y

Prema tome, jednac¢ina fs(ax) = y ima bar jedan realan koren & € D ako i samo ako je

3y — 2
Yy
Dakle, f3(D) = R(f3) = (—o0,0) U [2/3, +00).

>0 o ye (—oo,o) U [§,+oo)

(d) fs(2x—1) = 42> —2x+1. Smenomt = 2x—1 = x = % dobijase f5(t) = t2+t+1.
Oblast definisanost funkcije f5 je D = R. Jednacina f(x) = y je ekvivalentna sa
-1+ 4y —3

Yy

a:z—l—x-l—l:y &S =

Prema tome, jednacina f(x) = y ima bar jedan realan koren ako i samo ako je 4y — 3 > 0,
odnosno y > 3/4. Dakle, f5(D) = R(f5) = [3/4,+00). X

2

’PRIMER 2.5. ‘ Neka je D oblast definisanosti funkcije f(x) = Odrediti skup f(D).

2r — 1

1
RESENJE: Oblast definisanosti funkcije f je D = R\ {2} Jednacina f(x) = y je ekvivalentna
sa 1 1
2 —2cy+y=0 A ac;éi <= T2=yEVy: -y A a:;éi

Prema tome, jednacina f(x) = y ima bar jedan realan koren @ € R\ {1/2} ako i samo ako je
y? —y > 0,tj. y € (—o0,0] U [1,00), sto daje skup f(D) =R\ (0,1). X

2.2. ODREDJIVANJE INVERZNE FUNKCIJE

’PRIMER 2.6. ‘ Za date funkcije:
(a) g(x) = 2% — 6z + 1; ®) f(x) =z -z +1

odrediti oblast vrednosti funkcije i nacéi restrikciju funkcije koja je bijekcija i odrediti njenu
mverznu funkciju.

RESENJE. (a) Oblast definisanost funkcije g je D = R. Jednacina g(x) = y je ekvivalentna sa

22 —6x+1=y & z=3+.,y+8 (3)
Prema tome, jednacina g(x) = y ima bar jedan realan koren ako i samo ako je y + 8 > 0,
odnosno y > —8. Dakle, oblast vrednosti funkcije g je g(D) = R(g) = [—8, +00), odnosno

funkcija g preslikava skup R NA skup [—8, +00).

Surjektivna funkcija g : R — [—8, 400) nije ”1-1”. Da bi odredili restrikciju funkcije koja je
bijekcija ispitujemo monotonost funkcije. Kako je g(x) = (x — 3)? — 8, ispitujemo monotonost
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Slika 12: Grafik funkcije f(z) = % — x + 1, > 1/2 i njene inverzne funkcije f=1(y) =
1/2 4+ \/y —3/4, y > 3/4 i grafik funkcije f(x) = 2 — 6z + 1, = < 3 i njene inverzne
funkcije f~'(y) =3 — Vy + 8,y > 8

funkcije na (—oo, 3] i na [3, +00). Za x € (—oo, 3] funkcija g je strogo monotono opadajuéa,
jer je
1 <x3<3 = 21 —-3<x3—3<0 = (r1—3)2>(x2—-3)2>0
= (1 —3)2-8>(z2—-3)>—-8> -8 = g(z1) > g(z2) > —8
Za [3,400) analogno se pokazuje da je funkcija g strogo monotono rastuéa.
Prema tome, restrikcija funkcije g na skup (—oo, 3] kao strogo monotona funkcija, je ”1-1”
funkcija. Dakle, funkcija G : (—o0, 3] — [—8, +00) je bijekcija i prema Teoremi 1.3. postoji

inverzna funkcija G=1 : [-8, +00) — (—00, 3]. Resavanjem jednacina g(x) = y po = dobija

se (3). Kako je G™!(y) =« € (—o0, 3], bice G (y) =3 — Vy + 8.

(a) Oblast vrednosti funkcije f je R(f) = [3/4,400). Kako je f(x) = (a: — %)2 +

3/4, funkcija f je strogo monotono rastuéa na [1/2,+00) i strogo monotono opadajuc¢a na
(—o00,1/2]. Prema Teoremi 1.3. restrikcija F' : [1/2,400) — [3/4,+0c0) funkcije f je
bijekcija i njena inverzna funkcija F~1 : [3/4, +00) — [1/2,+00) je

i 1 3 3
F (y):§+ Y- yZZ X

’PRIMER 2.7. ‘ Data je funkcija f(x) =1 — v/ 8x — x2.
(a) Ako je D oblast definisanosti date funkcije, odrediti f(D).

(b) Ispitati monotonost funkcije.
(¢) Naéi restrikciju funkcije f koja je bijekcija i odrediti njenu inverznu funkicju.
RESENJE. Funkcija f je definisana za & € [0, 8] = D. Funkcija

f(a:):l—\/Scc—:ﬁ:l—\/16—(33—4)2

19 DR JELENA MANOJLOVIC, PMF U NiSu




ELEMENTARNA MATEMATIKA 1 Kvadratna funkcija

oCigledno nije ”1-1” na celoj svojoj oblasti definisanosti, jer je f(a + 4) = f(4 — a) za svako
a € [—4,4].

a redimo vrednosti parametra y € ri kojima jednacina y = 1 — x — x? ima bar
(a) Odredi d ip y € R pri kojima jednacina y = 1 — v/8 2 ima b
jedan realan koren & € . Da bi smeli da kvadriramo jednacinu +/8x — 2 = 1 — y mora biti
1 —y > 0, odnosno y < 1. Dobija se kvadratna jednacina

22 —8x+(y—1)2=2>—-8x+1—-2y+y>=0 (4)
koja ima realan koren ako je
D=4(16 —(y—1)’) =4(15+2y —3*) >0 < —-3<y<5.

Dakle, jednacina f(x) = vy ima realan koren za y € [—3, 1]. Ostaje da ispitamo da li bar jedno
od reSenja KJ

T1=4—/15+2y —y?, x3 =4+ /1542y —y? (5)

pripada D = [0, 8]. ReSavamo nejednacine

0<4—15+2y—9y2<8 & —4<,/16—(y—1)2<4
0<4+I5+2y—92<8 & —4< /16— (y—1)2<4

Kako 1/16 — (y — 1)2 > 0 ocigledno vazi za svako y € R i

16 —(y—1)2<16 = /16— (y—1)2<4

zakljucujemo da i druga nejednakost vazi za svako y € R, odnosno da za svako y € R su
x1,x2 € [0,8]. Zakljutujemo da jednacina f(x) = y ima bar jedan realan koren = € D, ako
je —3 <y < 1, tj. oblast vrednosti funkcije f je f(D) = [—3, 1].

(b) Kako je y = h(z) = 8¢ — x? = 16 — (z — 4)2, funkcija koja je strogo rastuéa na [0, 4]
i strogo opadajuca na [4, 8], ispitajmo monotonost funkcije f na ovim intervalima. Pri tome
koristimo da je G : [0,00) — [0,00), G(t) = +/t strogo monotono rastuéa funkcija, kao
inverzna funkcija strogo monotono rastuée funkcije g : [0, 00) — [0,00), g(x) = x? (videti
Napomenu na str. 9), odnosno koristimo

(*) 0<t1 <ta = 0 Vt1 <Vt
0<zr1<22<4 =5 4<21—-4<22—4<0 = 162(:1}1—4)2>(:132—4)220
= —16< —(r1—-4)> < —(22—4)?<0 = 0<16—(x1—4)2 < 16— (2—4)* < 16

8 0< /16— (21 -4)2 < /16— (z2—0)2 < 4

= 1>1—/8zy —22>1—,/8z1 —22 > -3

= 12 f(z1) > f(z2) > 3. (6)
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Dakle, funkcija f je strogo monotono opadajuca na [0,4]. Pored toga, zaklju¢ujemo i da je
f :]0,4] — [—3, 1] preslikavanje "NA”.

4<@ <23<8 = 0<@—4<w;—4<4 = 0<(21—-4)" <(22-4)°<16
= 0> —(w1—4)>> —(w2—4)> > —16 = 16 > 16— (v1—4)> > 16— (z2—4)> >0

& 4> /16— (@1 - 4)2 > /16 — (22— 4)2 2 0

= —4< —/8z1 —x3 < —/8z1 — 22 <0
= —3< f(w) < f(x2) <1. (7)

Dakle, funkcija f je strogo monotono rastuéa na [4,8]. Pored toga, zakljucujemo i da je f :
[4,8] — [—3, 1] preslikavanje "NA”.

(c) Prema Teoremi 1.4. restrikcija F' funkcije f na [0, 4] kao strogo monotono opadajuéa funkcija
je 71-1”7 funkcija. Pored toga, zakljucili smo da je F' : [0,4] — [—3,1] preslikavanje "NA”.
Prema Teoremi 1.6. postoji inverzna funkcija F~1 : [—-3,1] — [0, 4].

Da bi odredili inverznu funkciju resavamo jednacinu y = 1 — +/8x — x? po x i dobijamo KJ

@) cija su resenja (5). Kako z = F~1(y) € [0,4], bice F~ (y) =4 — /15 + 2y — y2. K

’PRIMER 2.8. ‘ Data je funkcija f(x) = ¢ — 24/x.

(a) Odrediti f(D), ako je D oblast definisanosti funkcije f.
(b) Ispitati monotonost funkcije.
(c) Naéi restrikciju funkcije f koja je bijekcija i odrediti njenu inverznu funkciju.
RESENJE. Funkcija f je definisana za « > 0, tj. D = [0, 00). Funkcija
f@)=z—-2vz=(va-1)" -1
ocigledno nije ”1-1” na celoj svojoj oblasti definisanosti, jer je f(4) = f(0).
(a) Smenom t = y/z > 0 jednacina f(x) = x — 24/ = y postaje kvadratna jednacina
t? -2t —y=0 (8)

Odredimo vrednosti parametra y € R pri kojima jednacina (8 ima bar jedan nenegativan realan
koren. Ova jednac¢ina ima realne korene akko D = 4(1+y) > 0, tj. y > —1. Koreni jednacine
sutip =1x+/1T+yikakojel+ 1+ y > 1> 0 zasvako y > —1, zakljucujemo da je
f(D) = [-1, 00).

(b) Kako je f(x) = g(v/x), gde je g(t) = t2 — 2t = (t — 1)? — 1, ispitivanje monotonosti
funkcije f treba izvrsiti na [0, 1] i na [1, 00). Dokazimo da je f strogo opadajuéa na [0, 1].

0<m <ws<1 & o< Vam<vam<1
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= 1< VB —1<yz3-1<0 = 1> (Vo1 —1)°> (Va2 —1) >0
2 2
= —1< f(me)=(Vaz2—1)" —1< (Vo1 —1)" =1 = f(21) <O.
Pored toga, zakljué¢ujemo da je f : [0,1] — [—1, 0] preslikavanje "NA”.

Analogno, moze se pokazati da je f strogo rastuéa funkcija na [1, 00), kaoida je f : [1,00) —
[0, co) preslikavanje "NA”.
(c) Prema Teoremi 1.4. restikcija F' funkcije f na [0, 1] je injektivna funkcija. Takodje, prema

prethodnom, F' je surjektivno preslikavanje [0, 1] "NA” [—1, 0], pa prema Teoremi 1.3. postoji
inverzna funkcija F~1 : [—1,0] — [0, 1].

Da bi odredili inverznu funkciju trazimo resenje jednacine € — 24/ — y = 0 po x koje pripada
segmentu [0,1]. Dobijamo /x = 1+ +4/1+y. Zaxz € [0,1] je v/ € [0,1]. Kako je
Ve=14+/1+y>1zasvakoy > —11i

Ve=1—/14+y<1 i Vx=1—/14+y>0 zasvakoy > —1
bice

2
z=F'y=(1-Vi+y) =2+y-2/1+y K

’PRIMER 2.9. ‘ Data je funkcija

3 4+ 2x2

f@) =5

(a) Odrediti f(D), ako je D oblast definisanosti funkcije f.

(b) Ispitati monotonost funkcije.

(¢) Naci restrikciju funkcije f koja je bijekcija i odrediti njenu inverznu funkciju.

RESENJE. Funkcija f definisana je na D = R. Kako je f(—a) = f(a), za svako a € R
funkcija nije ”1-1” na R.

(a) Problem odredjivanja skupa f(D), svodi se na odredjivanja vrednosti parametra y € R pri
kojima jednacina f(x) = y ima bar jedan realan koren g € D = R.

3 + 222 3—2 3—2 3—2
yzi—'_ = 22 = Y o 2=+ Yer Y
2 + x2 y—2 y—2 y—2
3 —2y
y— 2
Dakle, funkcija f preslikava skup D = R NA skup [3/2,2), tj. za svako y € [3/2,2), postoji

x == 3y__22y tako da je f(x) = y.

>0

>0 & y€l[3/2,2)

(b) Da bi ispitali monotonost funkcije predstavljamo je u obliku

3—|—2m2_2(m2—|—2)—1_2 1

f(x):2+m2_ 2+ 22 T oy g2’
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Kako je y = x? funkcija koja je strogo rastuéa na [0, c0) i strogo opadajuéa na (—oo, 0],
ispitajmo monotonost funkcije f na [0, 00) i na (—oo, 0]. Pri tome koristimo

1 1
(%%) 0<a<bdb = 0<-<~—
b a
1 1 1
0<m <z = 2<a?+2<a+2 & ~> >0

- >
2 - 2422 2+a3

3
= - <2 - < — <2 = < = 0
5 S 2+ a2 >+ 22 f(x1) < f(x2) f 7 [0,00)
1 <x22<0 = 2422>2422>2 (g) 0< ! < ! <1
2= ! 2= 2+x3 242 2
S 2502 > >3 o f@) > f@) = N (—00,0)
- - — T T —o00
2 + 22 2+ 22 = 2 ! 2 ’

Prema Teoremi 1.4. restrikcija funkcije f na skup [0, 00), kao i restrikcija funkcije f na skup
(—o0, 0], kao strogo monotone funkcije su injektivne funkcije.

(c) Restrikcija F' funkcije f na [0,00) je "1-1”7, a prema prethodnom zaklju¢ujemo da F
preslikava [0,00) NA skup [3/2,2). Dakle, F : [0,00) — [3/2,2) je bijekcija i postoji
F~1:[3/2,2) — [0,00). Inverznu f-ju € = F~(y) odredjujemo regavanjem jednacine

y = F(x) po . ReSenja ove jednacine su ¢ = =+ 3y__22y. Kako je ¢ = F~1(y) € [0,00),

bice x = /32 = F~(y). K

2.3. RASPORED KORENA KVADRATNE JEDNACINE U ODNOSU NA DATE BROJEVE

Neka su x1, T2 koreni kvadratne jednacine a % +bx + ¢ = 0 i neka su pu, v, p < v dati realni
brojevii f(z) = ax?+bx +c.

' )

TEOREMA 2.3. Koreni ®1,xo su realni i vazi p < xy < xo akko je

D >0
afé“) > (SLIKA [13])
2a
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DokAz. 1,220 €ER AN pu<x1 <z < D>20 AN 21—pp>0 AN z22—pu>0

D>0

<= (x1 — p)(x2 — ) >0
(1 —p) +(x2—p) >0
D>0

<~ r1T2 — p(T1 + T2) + 2 > 0
T+ T2 > 21
D>0

c b 5
— E+H';+H >0
—— >2u
a
f(n)

a

b
<~ D>0 A >0/\—2—>u.
a

Slika 13: Koreni &1, x2 realni i p < &1 < @9

TEOREMA 2.4. Koreni @1, xs su realni i vazi x1 < xg < u akko je
D >0
a%m>0

= K
2a .
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DokAz. 1,22 €ER AN 1 <za<pp < D>20 N 17— p<0 A z32—pu<O0

D>0

= (1 — p)(x2 — p) >0
(x1—p)+ (2 —p) <0
D>0

<~ z1x2 — p(T1 + T2) + 2 >0
T+ x2 < 21
D>0

Chp im0
P a ‘l’a 12
—— < 2u
a

b
e p>on WA um
a 2a

TEOREMA 2.5. Koreni x1,x2 su realni i vazi x1 < p < x2 akko je a f(p) < 0.

DokAz: (=) : Neka su @1, ®3 realni koreni takvi da je x1 < pu < x2. Tadajexs —pu < 0
ixg — p > 0, paje

(w1 —p)(x2 —p) <0 <= p® —p(r1+32) + 2102 <0 <= af(p) <0

(«<=) : Ako je a f(p) < 0, tada je

5 b\?> D 5 b2

af(p)=a(p—— ) —— <0 < D>4a"|p——| >0,
2a 4 2a

pa su reSenja realna i razlic¢ita. Pokazimo da je 7 < p < @2. Ako pretpostavimo suprotno, da

p nije izmedu 1 i 2, onda je 1 < T2 < pili p < 1 < T2, pa bi prema Teoremi 2.1. i 2.2.

imali da je af(u) > 0, Sto je suprotno pretpostavci. W

' )

TEOREMA 2.6. Koreni @1, xo su realni i vazi p < x1 < xo < v akko je
D >0

af(un)>0
af(v)>0

- V.
20,

\ J

‘ PRIMER 2.10. ‘ Za koje k € R su oba korena jednacine

2 —6kx +9k*—2k+2=0

veéa od 37
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RESENJE. Prema Teoremi 2.3. za k > 11/9 je 3 < &1 < 2.

’PRIMER 2.11. ‘ Za koje k € R\ {0} koreni jednacine k 2 +2(k—1) x —2 = 0, zadovoljavaju
uslov €1 < 3 < x3?

8
RESENJE. Prema Teoremi 2.5. za k € (O, 15> jex1 < 3 < xa.

PRIMER 2.12. ‘Naéi k € R\ {1} tako da se oba korena jednacine (k—1) 2 —2(k+2) z+k =
0, nalaze u intervalu (—1, 2).

4 3
RESENJE. Prema Teoremi 2.6. za k € [—5, —4) U((12,400) je —1 < x1 < x2 < 2.

’PRIMER 2.13. ‘ Data je kvadratna jednacina (2 — k) z2 — 3kx +2k = 0, k € R\ {2}.
Naé¢i k € R\ {2} za koje je:

(a) bar jedan koren jednacine veéi od —1;
(b) samo jedan koren jednacine veé¢i od 1;
(c) samo vedi koren jednacine u intervalu (—1, 2).

RESENJE. (a) Nad¢i k € R\ {2} zakojejex1 < —1 < x2ili —1 < &1 < x2ilizy = —1 < x2.
Akoza k € Ry vazi @1 < —1 < ®g,za k € Ry vazi —1 < w1 < xz iza k € Rz vazi
x1 = —1 < xa, kona¢no resenje je da za k € R; U Ro U Rg vazi da je bar jedan koren date
jednacine veéi od —1.

(b) Na¢i k € R\ {2} zakojejex1 <1 < x2ilixzg =1 < z2ilil < 1 = x2. Ako za
ke Rivazixy <1 < axg,zak € Rovazixy =1 < xgizak € Ry vazi 1 < 1 = x2,
konaé¢no reSenje je da za k € Ry U R U Rg vazi da je samo jedan koren date jednacine veci od
1.

(c) Naéi k € R\ {2} zakojeje 1 < —1 < w2 ix1 < 2 < 2. Ako za k € R; vazi
r1 < —1<xzgizak € Ry vazi 1 < 2 < 2, konacno resenje je da za k € R1 N Rs vazi da
je samo vedi koren date jednacine u intervalu (—1, 2).

2.4. KVADRATNA FUNKCIJA KONSTANTNOG ZNAKA NA DATOM INTERVALU

Posmatrajmo kvadratnu funkciju f(x) = a 2+ bz + c. Kvadratna funkcija () je pozitivna
za svako x € R ako je D < 01ia > 0. Kvadratna funkcija f(x) je negativna za svako x € R
akoje D < 0ia < 0. Neka su u, v, p < v dati realni brojevi. Odredujemo uslove pod kojima
je f(x) < 0 za svako € (u,v) ili za svako x < p ili za svako x > v.

’PRIMER 2.14. ‘ Odrediti vrednost realnog parametra m za koje nejednakost

3
(4m —3)x? +2(83m —2)x+7—6m >0, m# e
vazi za svako x € R.

B 25
RESENJE. — < m <1
33
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TEOREMA 2.7. Nejednakost ax?® + bx + ¢ < 0 vazi za svako © € (p,v) ako i samo
ako je
a<o0 a<0
D<o a>0 D >0 D >0
{25, vl twso vl jm<o v s <o
f) <o b b
—— < p —— >V
2a 2a
a<0 a<0
v (1) PO v (14 P (SLikA [T4)
==K ——— 2>V
2a — 2a —
ako i samo ako
a<o0 a<0
D<o a>0 D>0 D>0
P v tiws<o v Sim<o vod ) <o
f() <o b b
—— < nu —— 2V
2a 2a

Da bi odredili uslove (71)-(7¢) pod kojima vazi f(x) < 0 za sako * € (u, V), razmatramo

svaki od Sest karakteristi¢nih sluc¢ajeva grafika kvadratne funkcije prikazanih na slikama 9., 10.

i 11. odnosno Sest slucajeva:
(i)a>0, D>0

(i)a>0, D=0 (iii)a >0, D<O0

(tv) a< 0, D>0 (v)a<0, D=0 (vi)a< 0, DO
Dolazimo do zakljucka da za (it) i za (ii2) je f(x) > 0 za svako = € R, sto dakle nisu uslovi
koji su nam neophodni. S druge strane, za (vi) < (71) je f(x) < 0 za svako x € R, pa
i za svako © € (u,v). Dalje, ako vazi (2) ili (2v) posmatramo pet moguéih rasporeda korena
x1, 2 € R kvadratne jednacine i brojeva u, v:

M p<v<e <x

Ru<zi<v<zs @B)zi<p<vz

@Wrzi<p<z2<v OBGB)ri<z2<p<v

i ispitujemo za koji od njih ¢e vaziti da je f(x) < 0 za svako * € (u,v). Dolazimo do
zakljucka da za (z) jedini mogudi slucaj je (3) (Slika (14)-(72)). Prema Teoremi 2.5, vazite
(1) A(3) < (7T2). Za (iv) jedini mogudi sluéajevi su (1) ili (5) (Slika (14)-(73) i (74)). Prema
Teoremi 2.3, vazice (iv) A (1) < (74), dok prema Teoremi 2.4. vazi (iv) A (5) < (73).
Konacno, ako vazi (v), f(x) < 0 za svako z € R\{—%}. Prema tome, ako je p < v < —%

ili —23 < p < v imamo da je f(x) < 0 za * € (u,v), odakle dobijamo uslove (7g) odnosno

a —

(75) (Slika (L4)-(76) i (75)).
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a<0

(75) (76)

Slika 14: Nejednakost az? + bx + ¢ < 0 vazi za svako = € (u, V)

TEOREMA 2.8. Nejednakost ax?® + bx + ¢ < 0 vazi za svako € < p ako i samo ako je
a<o0 a<0
D<0 D >0 D — o
1) oco VvV B2 fFw<o VvV (83) b (SLIKA [15))
b >
—— > m =
2a
ako i samo ako je
a<0
D >0
D<o =
>
2a — 5
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Da bi odredili uslove (81), (82), (83) pod kojima vazi f(x) < 0 za svako * < p, razmatramo
svaki od Sest oblika kvadratne funkcije prikazanih na slikama 9., 10. i 11. odnosno slucajeve:

(i)a>0,D>0 (ii)a>0, D=0 (iii)a>0, D<O0
(tv) a< 0, D>0 (v)a<0, D=0 (vi)a<0, DO

Dolazimo do zakljucka da za (¢2) i za (¢42) je f(x) > 0 za svako € R, sto dakle nisu uslovi
koji su nam neophodni. S druge strane, za (vi) < (81) je f(x) < 0 za svako x € R, pa i
za svako ¢ < .

Dalje, za (1) i (¢v) posmatramo tri moguca rasporeda korena
x1,x2 € R kvadratne jednacine i broja p:

Mp<zi<ze QuTi<p<z2 @BEzi1<z2<p

i ispitujemo za koji od njih ¢e vaziti da je f(x) < 0 za svako
x < p. Dolazimo do zakljucka da

e za (iv), vazi f(x) < 0 za svako < p jedino u slucaju
(1). Prema Teoremi 2.3. vazi (iv) A (1) < (82).

e za (1) ni u jednom od slucajeva (1), (2) ili (3) necée vaziti
f(x) < 0 zasvako x < p.

Slika 15: Nejednakost o za (v), kako je &1 = za = _%7 ako je p < @1 = @2

2 “.
az”+br+c<0 vazl imamo da je f(x) < 0 za x < u, odakle dobijamo uslove
za svako ¢ < p i za (83).

svako & > v

TEOREMA 2.9. Nejednakost ax? + bx + ¢ < 0 vazi za svako x > v ako i samo ako je
a<0 a<0
D<o D >0 D=0
@< 0 \Y fw)<o \Y b (SLIKA [15])
b - <v
——<v 2a —
2a
ako i samo ako je
a<0
D>0
D <O =
{ee v Jsw<o
——<v
2a —
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a>0

a>0

Slika 16: Nejednakost az? + bx + ¢ > 0 vazi za svako = € (u, V)

TEOREMA 2.10. Nejednakost ax?® + bx + ¢ > 0 vaZi za svako x € (u,v) ako i samo
ako je
a>0 a>0
D<o a<0 D >0 D >0
101) { V (102) 3 f(u) 20 Vv (105)3 f) >0 vV (10){ ) >0
a>0
f(v) >0 b b
—— < —— >V
2a 2a
a>0 a>0
v (1054 PO v (10 P (SLikA [T)
2a — 2a —
ako i samo ako je
a>0 a>0
D<o a<0 D >0 D >0
a>o0 f(p) 20 v f(p) 20 V f(v) 20
fv) >0 b b
—- < nu — -2V
2a 2a
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Slika 17: Nejednakost azx? + bx 4+ ¢ > 0 vazi za svako © < pizasvako x > v

TEOREMA 2.11. Nejednakost ax?® 4 bx 4+ ¢ > 0 vaZi za svako x > v ako i samo ako je

B>l a>0
D <O D >0 D=
vV f(v)>0 \VJ - (SLIKA [17])
a>0 b —£<u
_7<V —_—
2a 2a
ako i samo ako je
a>0
D>0
D <O =
{250 v ) >0
——<v
2a —

TEOREMA 2.12. Nejednakost ax? 4+ bx + ¢ > 0 vazi za svako x < p ako i samo ako
je

a>0
D<0 D>0 aD>—0
{a>0 \Y f(p) >0 \Y g (SLIKA [17])
b ——— >
—— >u 2a —
2a
ako i samo ako je
a>0
D>0
D <O =
{250 v 7> 0
- >
2a_u
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PRIMER 2.15. | Odrediti sve vrednosti k € R \ {0} za koje nejednakost

kx?—4x+2k—1>0
vazi za:

(a) svako & > 0; (b) svako ¢ € (—3,—1); (c) svako ¢ < 1.

14+ /33
RESENJE. (a) k € <+4, —|—oo>. Prema Teoremi 2.11. nejednakost vazi za svako & > 0
ako i samo ako
a=k>0
D=4(—2k* +k+4)>0
D=4(—2k* +k+4)<0 =
{a:k>0 Vv f(0)=2k—1>0
b 2
—=Z<o
2a¢ k

(b) k € [-1,0) U (0, 400). Prema Teoremi 2.10. nejednakost vazi za svako € (—3,—1)
ako i samo ako

a=k<O0
Y, f(—3)=11(k+1) >0 V

F(-1)=8(k+1) >0

D=4(-2k? +k+4)<0
a=k>0

a=k>0 a=k>0
D=4(-2k? +k+4)>0 D=4(-2k? +k+4)>0
F(=3)=11(k+1) >0 Vo f(-1)=3(k+1)>0

b 2 b 2
———=-<-3 ——==>-1

2a k — 2a k —

5
(c) k € [3, —|—oo>. Prema Teoremi 2.12. nejednakost vazi za svako & < 1 ako i samo ako

a=k>0
D=4(—-2k2+k+4)>0
D=4(—2k*+k+4)<0 =
{a:k>0 \ f(l):32k:—520
- =->1
2a k —

32 DR JELENA MANoJLOVIC, PMF U NISU



ELEMENTARNA MATEMATIKA 1 Stepen ¢iji je izlozilac prirodan broj

|3. STEPEN CLJI JE IZLOZILAC PRIRODAN BROJ

Uvedimo najpre definiciju stepena realnog broja prirodnim brojem:

DEFINICIJA 3.1. Neka je a € R.
(1) a' = a,
(2) za svako m € N je a™t1 = a™ - a.

Osnovna svojstva stepenovanja realnog broja prirodnim brojem su:

Za svako a,b € R i svako m,n € N vazi:
(SN.1.) @™ - a™ = a™t™;
(S.N.2.) (@™)™ = a™™,;

(SN.3.) (a-b)™ =a™ - b™,

Pored ovih osnovnih svojstva, za realan broj a 7 0 i prirodne brojeve m, n vazi:

m

(S.N.4a.) ¢ _ a™ " akojem >mn,tj. m—n €N.
a'n,
a™ 1 . .

(SS\N.4b.) — = ——, akojem < n, tj. n —m € N.
an a'n—m
b\" b" .

(SN5) (=) = —,akojeb e R.
a a”

S.N.6a.) ako je @ > 1, onda @™ > 1 za svako m € N.

S.N.6b.) ako je 0 < a < 1, onda a™ < 1 za svako m € N.

S.N.7a.) akojea > 1im,n € N, m > n tada je a™ > a™.

2m+1

S.N.8a.) ako je 1 < x2 i m € N tada je xj < :1:3"”'1.

( )

( )

( )

(S.N.7b.) akoje0 < a <1im,n € N, m > n tada je a™ < a™.

( )

(S.N.8b.) ako je 0 < 1 < 2 i m € N tada je 0 < 3™ < x2™;
akoje:cl<:L'2<0im€Ntadaje0<x§m<w%m.

Sva navedena svojstva se pokazuju direktno iz Definicije 3.1. i/ili koristeéi princip matematicke
indukcije.

» (S.N.1.): m € N fiksirano - dokaz indukcijom po n € N. Zan = 1:

ca®*=a™. al (Dil) a™ - a (Dil) am+1
Pretpostavimo da vazi za neko n = k € N, tj. da je a™ - a® = a™1* i dokazimo da vazi za
n=%k+1:

a™.-a” = a™ - ak+1 (Dil) a™ . ak .a (E) am+k .a (Dil) am+k+1 — am—l—n
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» (S.N.3.): dokaz indukcijom pon € N. Zan = 1:

(a-b)" = (a-b)! (DE1) a-b (D&.1) al-bl =a™.b"

Pretpostavimo da vazi za neko n = k € N, tj. da je (a - b)*¥ = a* - b* i dokazimo da vazi za
n=%k+1:

(D.3.1.)

(a - b)ktl (P3:1) (a-b)*.(a-b) @ ok pka.b=ak-a- bk b aktlpktl

» (S.N.2a.): m € N fiksirano - dokaz indukcijom pon € N. Zan = 1:

(@™)™ = (a™)

Pretpostavimo da vazi za neko n = k € N, tj. da je (a™)* = a™* i dokazimo da vazi za
n=%k+1:

m-n

(D.3.1.)
1 = a™ = a

(@™ = (am)k+t P2 (gmyk . gm @) gmi gm CE) gmkim — gm+1) = gmn

» (S.N.2b.): n € N fiksirano - dokaz indukcijom po m € N. Za m = 1:

(al)n (D3 1) a®™ = a™m™m
Pretpostavimo da vazi za neko m = k € N, tj. da je (a®*)™ = a*¥™ i dokazimo da vazi za
m=k%k+ 1:
(ak+1)n (Dil) (ak: . a)n (s. N3) ( k:)n . (I;)) akm.qm (Slil) akntn — qk+)n — smn
S.N.1. aa™™ "

» (S.N.4a.): nekajem,n € NN m >n, — T yre am "

am a™

a™ (S.N.1. a™ 1
» (S.N.4b.): nekajem,mn € Nym <n, — (81 = )

» (S.N.5.): dokaz indukcijom po n € N. Za n = 1 vazi po Defniciji 3.1. Pretpostavimo da
vazi za neko n = k € N i dokazimo da vazi zan = k + 1:

<b>k+1 (D.3.1.) <b> b (IP) b* b bF-b (D31 bFT

a a/ a ot a ak -a ak+1

» (S.N.6a.): Neka je a > 1. Dokaz indukcijom po m € N. Za m = 1 je prema Definiciji 3.1.
a' = a > 1. Neka je a® > 1 za k € N i dokazimo da je a**! > 1. Kakojea > 1iz a® > 1
sledi a® - @ > a, odnosno prema Definiciji 3.1. da je a*t1 > a > 1.

» (S.N.7a.): Nekajea > 1im,n € N, m > n. Tada je m —n € N, i imamo prema

(S.N.6a) da je a™~™ > 1, odnosno da je a™~™ - a™ > a™, odakle prema (S.N.1.) sledi da je
m > a”.

» (S.N.8a.): Da bi pokazali (S.N.8a.) treba pokazati

(i) ako je 0 < &y < x2, onda je za svako m € N, 7" < x3*;

2m+-1 2m+1,

(ii) ako je 1 < 0 < x2, onda je za svako m € N, x7 <0< x5 ;
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iii) ako je 1 < @2 < 0, onda je 2™ < 2™ F! 24 svako m € N.
1 2
I): Ako je &1 = 0, tvrdenje vazi jer je 7* = 01 x3* > 0. Dokazimo indukcijom da 0 < 1 <
1 2
2 = 0 <z <z Zam = 1 vazi prema Definiciji 3.1. Pretpostavimo da je 7* < x3*
za neko m € N i dokazimo da je zc;”+1 < cch'l. Pre svega, iz (IP) kako je 1 > 0 imamo da
je "1 < Ty, dok iz 1 < @2, kako je z5* > 0 imamo da je z5'x; < x5'x2. Dakle,
D.3.1. (IP) D.3.1.
:BT"H( = ):c’ln-:cl <z -wq <:L'§n-332( = ):B12n+1

(II): vazi jer je proizvod neparnog broja negativnih brojeva negativan, a proizvod neparnog broja
pozitivnih brojeva pozitivan broj.

(IT1): ako je 1 < 2 < 0, onda iz 0 < —x2 < —ax; i prethodno dokazane nejednakosti za
pozitivne brojeve, imamo da je

(S.N.3.) N _—
(—$2)2m+1 < (_m1)2m—|—1 = (_1)2m+1$2m+ < (_1)2m+1m1m+
odnosno —z2™ T < —x2™t1 odakle sledi 2™t < 2™

» (S.N.8b.): Da bi pokazali (S.N.8b.) treba pokazati:

(i) ako je 0 < xy < x2, onda je za svako m € N, x]* < x*;

(iv) ako je 1 < x2 < 0, onda je 2™ < x2™ za svako m € N.

(IV): 1z 0 < —xg < —a7 i prethodno dokazane nejednakosti za pozitivne brojeve, imamo da je

(s.g;.a.)

(—22)*™ < (—21)?m (~1)Pma3m < (<1 = adm < i

3.1. STEPENA FUNKCIJA SA PRIRODNIM IZLOZIOCEM

DEFINICIJA 3.2. Funkcija f : R — R definisana formulom f(x) = ™, n € N, naziva
se stepena funkcija sa prirodnim izloziocem.

Posmatrajmo najpre funkciju f(z) = 227! f: R — R.

e Funkcija f je definisana za sve realne vrednosti «, tj. D(f) = R

Funkcija f je neparna, tj. za svako @ € R vazi

f(—.’l?) — (_w)2n+1 — (_1)2n+1m2n+1 — _w2n+1 — —f(:l))

f(®) >0zax>0i f(x) <O0zax <O

f(x) = 0 ako i samo ako je x = 0

Funkcija f je strogo rastu¢a na R (prema (S.N.8a))

35 DR JELENA MANOJLOVIC, PMF U NiSu
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y
YA
y=x
y=x y=x°
y=x* y=x’
y=x* (1.1)
b
0 X
(-1,1) (1,1) 11
0 "

Slika 18: Stepena funkcija sa prirodnim izloziocem

Posmatrajmo sada funkciju f(xz) = 227, f : R — R.

Funkcija f je definisana za sve realne vrednosti @

Funkcija f je parna, tj. za svako € R vazi

f(=z) = (-z)*" = (-1)*"2”" = 2" = f(x)

f(x) > 0zasvako z € Ri f(x) = 0 ako i samo ako z = 0

Funkcija f je strogo rastu¢a na [0, +00) i strogo opadajué¢a na (—oo, 0] (prema (S.N.8b)).

|4. STEPEN CLII JE IZLOZILAC CEO BROJ |

DEFINICIJA 4.1. Neka je a € R.

) a

2 zasvakomEN]Pa +1:am-a;

(1

(2)

(3) za svako a € R\ {0} je a® = 1;
(4) za svakoa € R\ {0} im € Njea ™™ = —;

Pri definisanju stepenovanja celobrojnim izloziocem, a zatim i pri definisanju stepenovanja
racionalnim izloziocem, vodi se ra¢una da se sacuvaju svojstva stepenovanja prirodnim brojem

(S.N.1), (S.N.2.) i (S.N.3.).

STAV 4.1. Za svako a € R \ {0} i svako n,m € N vaZi
m

a
(SN4) —— =am .
an
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DokAz. Ako je m > n, (S.N.4.) ocigledno vazi prema Definiciji 4.1. Ako je m = n, prema

Definiciji 4.1. je @™~ ™ = a® = 1, a sa druge strane a™/a™ = 1. Ako je m < n, prema
(S.N.4b.) je

a™ 1

an - an—m

sto je dalje prema Definiciji 4.1. (uzevsi u obzir da je n — m € N)

— = a~ (M) —gm " B
a

TEOREMA 4.1. Ako je myn € N i a,b € R ili ako je bar jedan od brojeva m,n iz
Z\Nia,b € R\ {0}, tada vazi

(8.Z.1.) a™ - a™ = a™t™;

(S.2.2.) (a™)™ = a™™,

(S.2.3.) (a-b)™ =a™ - b™.

DokAz. Pokazimo najpre svojstvo (S.Z.3.). Za m € N svojstvo vazi prema (S.N.2.), a za
m = 0 ocigledno vazi prema Definiciji 4.1. Za m = —k, k € N imamo

rM41)y 1 @snN3)y 1 1 1 (D41

—k —k m m
AL —— bk —agm.p
(ab)k akbk  ak bk . .

(ab)™ = (ab)”

Da bi pokazali svojstva (S.Z.1.) i (S.Z.2.) razlikovad¢emo sledeée slucajeve:

6)m=0,n=0
Tm=—-k,keEN necN
m=—-k,keNn=0
9)9m=—-k,keNn=-Il1e€N

Slucajevi (2), (4), (5), (6) i (8) lako se pokazuju koristeéi da je prema Definiciji 4.1. a® = 1 i
svojstva stepenovanja prirodnim brojem. Dokaza¢emo najpre slucaj (7).

(7):m=—-k keN neN

(S.2.1.): a™-a"=a"%.a" =7 —.a"=— "= " a"F =ant(k) = gntm
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(@™ = (a—F)" (D.;i.l.) i " (S.li.5.) i
(8.2.2.): (a™)™ = (a=*) (ak> -

(sN2) 1 (D41 a—Fkn — g(—B)n _ gmn
akmn
U slucaju (3) svojstva (S.Z.1.), (S.Z.2.) pokazuju se analogno prethodnom. Ostaje da dokazemo
slucaj (9).

9):m=—-k,keN,n=-l1eN

_ ,(Da1)y 1 1 1
(S.Z.1): am.a®=aF.q T = J.J:m
SN1) L (DAL) _(hyr) _ (—k)+ (=) _ gntm
ak+
m =1 (D41 (1 -t (Da4.1) 1 (sN5) 1
S22 (@)= (@) O (L) O GX
@ (ax) (@*)!

= (ab)! OE?) gkt = o(B(D = gmn m

TEOREMA 4.2. (i) Neka je a > 1. Ako je m,n € Z, m < n, tada je a™ <
(i) Neka je 0 < a < 1. Ako je myn € Z, m < n, tada je a™ > a™.

S]

DokAz. Neka jea > 1im,n € Z, m < n. Treba pokazati da je a™ < a™.

(i-1) Ako je 0 < m < m tvrdjenje vazi prema (S.N.7a.).

D.4.1.
1- o Je 0 = m < n, tvrdjenje vazl prema (>.N.6a.), jer je a™ > = "a =a".
9 Ako ie 0 dienie vazi S N.6a). ier e a® 1 ¢ ) o m

(i-3) Ako je —k = m < 0 < n, k € N imamo prema (S.N.6a.) da je a® > 1ia™ > 1, pa je
m _ gk (D.4.1.) 1

a™ = —k<1<a"
a

(i-4) Ako je —k =m < n =0, k € N, tada je a® > 1, pa je

(i-5) Akojem <n <0, m = —k,n = —1, k,l € Nimamo da je k > [, paje a® > a! >0
prema svojstvu (S.N.7a.). Tada

1 1 D.4.1.
Bl ( ) a—k:am<an:a—l. [
ak al
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|5. POJAM I SVOJSTVA KORENA

Da bi definisali simbol n-tog korena od posebnog znacaja je ispitati broj realnih resenja jednacine
" =a (9)

u zavisnosti od a € R.

r
y=a, a>0 / A

n
y=x .n=2k+1

y=a, a>0 Py

y=x"n, n=2k

y=a, a<0 B
/ y=a, a<0

Slika 19: Graficko reSavanje jednacine ™ = a
Neka je n neparan prirodan broj. Prava y = a za svako a € R sece grafik funkcije y = ™ u
tacno jednoj tacki.
Ako je m paran prirodan broj:
(i) prava y = a za a € R, a < 0 nema preseka sa grafikom funkcije y = ™

(ii) prava y = a za a € R, a > 0 ima dve zajednicke tacke sa grafikom funkcije y = x™ - te
dve tacke su simetri¢ne u odnosu na Oy—osu, odnosno njihove apscise su dva suprotna realna
broja

(iii) prava y = 0 ima sa grafikom funkcije y = ™, n = 2k tacno jednu zajednicku tacku -
koordinatni pocetak.

Ova razmatranja ukazuju na broj realnih reSenja jednacine ™ = a u zavisnosti od @ € R i
vaze sledete dve teoreme:

TEOREMA 5.1. Neka je a € R, an = 2k, k € N. Tada jednacina @I}:
(1) ako je @ < 0 nema realnih resenja;

(2) ako je @ = 0 ima ta¢no jedno realno resenje = 0;

(3) ako je a > 0 ima ta¢no dva realna reSenja suprotnog znaka.

TEOREMA 5.2. Neka jea € R,an =2k + 1, k € N. Za svako a € R jednacina @[)
ima tacno jedno realno resenje.

\ J

Koristeéi Teoreme 5.1. i 5.2. mozemo definisati simbol n-tog korena.
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DEFINICIJA 5.1. Neka je n € N, a € R. Simbol {/a oznacava
(1) jedinstveno realno resenje jednacine ™ = a ako je m neparan broj;
(2) realno pozitivno resenje jednacine ™ = a ako je @ > 0 i n paran broj;

(3) Y0 =o0.

Ako je n paran broj i a > 0, na osnovu Teoreme 5.1., jednacina @D ima ta¢no jedno pozitivno
resenje, to je /a i tatno jedno negativno resenje — {/a. Ako je m neparan broj i a € R, na
osnovu Teoreme 5.2., jednacina @ ima jedinstveno realno resenje {/a. Dakle, vazi

SvoisTtvo K.1. (i) Ako je a > 0, n paran prirodan broj, onda je
({L/E)n:a, (—%)n:a.

(ii) Ako je @ € R, n neparan prirodan broj, onda je (Q/E)n = a.

TEOREMA 5.3. Funkcija f : R — R, f(x) = =211 je bijekcija.

Dokaz. (a) Pokazimo da je f injekcija. Neka je 1,22 € Ri f(x1) = f(x2), t]

Ako je 1 < ma, kako je f strogo rastuéa bice mim'l < m§n+1, sto je u kontradikciji sa (|10)).

Analogno, ako je &1 > x2, kako je f strogo rastuca bice wfn'H > a:%n"H, §to je u kontradikciji

sa . Dakle, x1 = x2.

(b) Pokazimo da je f surjekcija. Kako za svako y € R postoji jedinstveno z = 2"+l/y € R za

koje je prema (S.K.1.)-(ii) f(x) = =211 = ( 2"+\1/§)2n+1 = y, funkcija f je surjekcija.
Dakle, f je bijektivno preslikavanje skupa R na skup R. H

Funkcija f : R — R, f(x) = 2™ nije ni "1-1” ni "NA”:

Zaista, na primer, vazi @1 = —1 # 1 = xz2 i1 f(z1) = f(—1) =1 = f(1) = f(x2),
pa funkcija nije ”1-17. S druge strane, za y = —1 € R ne postoji * € R takvo da je
x?™ = —1 = y, pa funkcija nije ni "NA”.

TEOREMA 5.4. (i) Funkcija f1 : [0,00) — [0,00), fi(x) = 22" je bijekcija.
(ii) Funkcija fa : (—00,0] — [0,00), fa(x) = 2" je bijekcija.

DokAz. (a) Pokazimo da je fy injekcija. Neka je 1,2 € Ri f(x1) = f(x2), tj.

3" = 2" (11)

Ako je 0 < x1 < x29, kako je f1 strogo rastuca bice a:%" < :L'%", §to je u kontradikciji sa .
Analogno, ako je &1 > x2 > 0, kako je fi strogo rastuca bice m%" > m%”, Sto je u kontradikciji
sa . Dakle, 1 = 2.
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(b) Funkcija f1 : [0,00) — [0, 00) je surjekcija, jer za svako y > 0 postoji jedinstven broj
x = 2y > 0, takav da je prema (S.K.1.)-(i) fi(z) = «®™* = ( 2{1/@)2" = .

Dakle, fi je bijektivno preslikavanje skupa [0, 00) NA skup [0, 00). Analogno, fa je bijektivno
preslikavanje skupa (—oo, 0] NA skup [0,00) W

Iz Teorema 5.3. i 5.4. sledi
TEOREMA 5.5. (i) Neka je x1,x2 € [0,00) in € N. Tada, 2™ = 22" & x1 = x2.
(ii) Neka je 1,22 € (—00,0] in € N. Tada, 3" = 2" < x1 = 2.

(iii) Neka je x1,x2 € R in € N. Tada, xin+1 = mgn"H & =z,

Svoistvo K.2. Akojea € R\ {0}, n € N, onda je

Van { a, M neparno
a™" =

la|, m parno

DokAz. Neka je n = 2m + 1. Kako je prema S.K.1.—(ii) (Va™)"™ = a", a € R, prema
Teoremi 5.5. je

( 2m+41 /—a2m+1)

2m+1 T.5.5.)— (iii m
— g2m+1 ( =)>(111) 2mAl/2mtl a, acR.

Neka je n = 2m. Da bi iskoristili S.K.1. i Teoremu 5.5. razlikujemo slucajeve a < 0ia > 0.

m 2m (S.K.1. T.5.5.)—(i m
a € RT : (ZVa2m> ( = )a2m ( <:)>(1 2\/a,Zm:a:|a|.

2 —(ii m
aeR™: (= Warm) " OEY g2 ZEO myam — g = ol

2m

= a’m = —ag=|al. K

Svoistvo K.3. Ako jen € N paran i a,b > 0ili ako je n € N neparan i a,b € R,

onda je
Vab= {a- Vb

\ J

DoOKAZ. Kako je
(v VE)" B2 (g (38)" 5 0 O ()
prema T.5.5. zakljuéujemo
(v ¥8)" = (va)" = Var=va 95
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Sv0oJSTVO K.4. Akojem € Nparania > 0,b > 0ili ako jen € Nneparania € R,

b € R\ {0}, onda je
T\L/E_Q/E
b Vb

DoKAZ. Prema T.5.5. vazi trazeno svojstvo, jer je

(n g)" (SK.1) @ (SK.1) (a)" (SN.5.) va\
b b (Vb)m Vb

SvoJsTvo K.5. Nekasum € Z, n € N. Ako vazi jedan od uslova:
(1) n paran, m > 0ia > 0,

(2) n paran, m < 0ia > 0,

(3) m neparan, m > 0ia € R,

(4) n neparan, m < 0ia € R\ {0},

onda je

\.

DOKAZ. Prema T.5.5. vazi trazeno svojstvo, jer je

[(%)m}n (8.2.2) (va)™" (822 [(%)n}m (SK1) m (SK1) (Q/a_m)n -

SvoJsTvOo K.6. Neka su m,n € N. Ako je n paran i @ > 0, ili ako je n neparan i
a € R, onda je

. J

DOKAZ. Prema T.5.5. vazi trazeno svojstvo jer je

(%)mn (s.1i.2.) [(%)n]m (S.I;.l.) o™ (S.I;.l.) [m{’/a_m} mn =

SvoJsTvo K.7. Neka su m,n € N. Ako je bar jedan od brojeva n, m parania > 0,
ili ako su m, m neparni i a € R, onda je
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ELEMENTARNA MATEMATIKA 1

DOKAZ. Prema T.5.5. vazi trazeno svojstvo, jer je
n M (8.N.2. n "™ (s.K.1. SK.1.) (S.K.1.
|: %:| ( :2)|:< %> :| ( :1)(%)m( :l)a( :1)(mna)mn ]

5.1. FuNkcuA f(x) = /x, n €N
(A) Prema Teoremi 5.3. funkcija f : R — R, f(x) = 221! je bijekcija, pa postoji njena
h:R—R, h(y)= "y, y € R.

inverzna funkcija

y=z°

1

1

1

]

1

1

I

H Vs
1

I
1
1
[}
1
1
1
]
]
]
1
!

1/3

Slika 20: Grafici uzajamno inverznih funkcijay = 3 iy ==«

Osnovna svojstva funkcije h(x) = *"*/x su sledeéa:

e Funkcija je definisana za sve realne vrednosti x

e Funkcija je neparna, tj. za svako « € R vazi
2n+1 _1 2n+\1/5 —

h(—x) = Y =

— R/z = —h(z)

e h(x) >0zaxz >0ih(x) <O0zax <O

e h(x) = 0 ako i samo ako x = 0
e Funkcija je strogo rastué¢a na R (prema T.1.6. kao inverzna funkcija strogo rastuce funkcije

f)
(B) Prema Teoremi 5.4. funkcija f; : R(")" — R(")F, fi1(xz) = x2™ je bijekcija, pa postoji inverzna

g1: Ry =Ry, g1(y) = X/y, y €Ry .
DR JELENA MANOJLOVIC, PMF U NiSu
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Analogno, inverzna funkcija bijekcije
f2:Rg = Ry, fa(x) =2, x€Ry,

je funkcija

92 : R = Ry, g2(y) = — %/y, yERY.
A y y=x’ R A Y
- y=x L
/// /// :x
L7 =x

/'/ /// X
A 5 {2 )
//// y:"/;

Slika 21: Grafici funkcija f(z) = %, > 0i g(x) = =2, < 0 i njenih inverznih funkcija
Na slici [21] prikazani su prvo grafici uzajamno inverznih funkcija
f:[0,00) = [0,00), f(z)=2% 1 f7':[0,00) = [0,00), f7H(z)=V7=
(obe funkcije su rastuée), a zatim grafici uzajamno inverznih funkcija (obe funkcije su opadajuce)

g: (_0070] — [0700)’ _f(il)) = $2, i g_l : (_0050] - [07 OO), g_l(:n) = _\/5
Osnovna svojstva funkcije g1 () = %/ su sledeca:

e Funkcija je definisana za € [0, +00)

Funkcija nije ni parna ni neparna

Funkcija je pozitivna na (0, 00) tj. g1(x) = X/x > 0 za svako = > 0

2/ = 0 ako i samo ako £ = 0

Funkcija je strogo rastuca na [0,00) (prema T.1.6. kao inverzna funkcija strogo rastuce
funkcije f1)
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|6. STEPEN CLJI JE IZLOZILAC RACIONALAN BROJ

DEFINICIJA 6.1. Neka su m € Z, n € N. Ako vazi jedan od uslova:
(1) n paran, m > 0 ia > 0,
(2) n paran, m < 0ia > 0,
(3) m neparan, m >0 i a € R,
(4) n neparan, m < 0 ia € R\ {0},

tada je

Ako vazi jedan od uslova (1)-(4) iz Definicije 6.1. prema svojstvu korena K.5. vazi V/a™ =
(v/a)™.

TEOREMA 6.1. Za svako a,b € R i svako p,q € Q vazi:
(S.Q.1.) aP - a9 = aPT9;

(5.Q.2.) (aP)? = aP¥;

(5.Q.3.) (a-b)P =aP-bP.

k
DokAz. (S.Q.1.): Neka je p = ﬁ, q= T m,k € Z, n,l € N. Tada je
n

D.6.1. D.6.1. m mil+kn (D.6.1.
o PEY) nvom qa P ).l/‘ak’ Pt — g2+l _ g DS e
Dakle,

(aP - GQ)nl — ({L/a_m ) \L/a—k>nl (S.i&) ( n am) nl< . ak)n
|

(SZ:2)  _mi | kn (SZ1) mitkn
S druge strane, imamo da je
(ap+q)nl _ ( nl/—aml-i-k: n) nl (SI;l) aml+kn
Prema tome, (aPT9)™ = (aP - aq)"l, odakle prema T.5.5. zaklju¢ujemo da je aPT9 = aP - a9.

m k
(S.Q.2.): Nekajep——q: ,myk € Z, n,l € N. Tada je

(ap)q:( l(DGl)V—k(Dﬁl)F(SKS)W(SN2)\/7
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k k (D.6.1.)
ap'qza%'T:a%( = ) Vakm

Stepenovanjem sa I n € N prethodne dve jednakosti, dobija se
In o in (s.N.2) | [/ n a"
|:(ap)f1] — |: vV amk :| — ( amk )

(SK1) <W>” (SK1) mk

(ap.q)l’n — ( l’n/akm)ln (S.I;.l) amk )

(T.55)

Dakle, [(a?)?)'" = (aP9)'" (aP)? = aP4.

(S.Q.3.): Neka je p = ﬂ, m € Z,n €N.
n

(ab)P = (ab)% (D.6.1.) W (8.2.3.) Vg o (S.K.3.) Vo Vo

(D6.1) bR —aP.bP. W

m m
n n

a

TEOREMA 6.2. (i) Neka je a > 1. Ako jer,q € Q, r < q, tada je a” < af.
(i) Neka je 0 < a < 1. Ako jer,q € Q, r < q, tada je a” > af.

Dokaz. Nekajea > 1,r,q € Q, r < q. Treba pokazati da je a” < a?. Neka je

m m -1 k k-n
r=—=—-, q—-—-—=— m,kGZ,n,lGN.
n n-l l l-n

Tada iz pretpostavke da je r < g zaklju¢ujemo da je

Kakosum -l € Zik-n € Z prema Teoremi 4.2. zaklju¢ujemo da je a™? < a*™. Onda, kako
je f(x) = Yz strogo rastuca funkcija na [0, 00) za svako n € N, imamo da je

Vaml < Vakn = a" <a?. N

6.1. FuNkcAa y=x", r € Q

Posmatrajmo sada funkciju y = f(x) = «", gde je r = m/n, m € Z \ {0}, n € N,
(m,n) = 1, odnosno funkciju y = ¥/x™. Funkcija f je kompozicija funkcije g(x) = =™ i
funkcije h(z) = ¥z, odnosno f(x) = (h o g)(x) = h(g(x)) = h(z™) = ¥Vz™, pa do
osnovnih svojstva funkcije f dolazimo na osnovu svojstava funkcija g i h (videti poglavlje 3.1.
i 5.1.) i osobina kompozicije funkcija.
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— r<0
— O<r<1

— r>1

1 2 3 4
Slika 22: Grafici funkcija y = ", r = m/n, (m,n) = 1 za n parno

r<0, m neparan 0<r<1, m neparan r>1, m neparan

4
2
1 2 3 -3 -2 -

<0, m paran 0<r<

m paran

2 3 -3 -2 -1 1 2 3

Slika 23: Grafici funkcija y = ", r = m/n, (m,n) = 1 za n neparno

(1) Neka je n paran broj (m je tada neparan). Funkcija nije ni parna ni neparna.
(i) Ako je m > 0, oblast definisanosti funkcije je D = [0, 00) i strogo je rastuc¢a na D
(ii) Ako je m < 0, oblast definisanosti funkcije je D = (0, 00) i strogo je opadajuéa na D.
Grafici su skicirani na slici 22] za slucajeve r > 1,0 < r < 1, r < 0.
(2) Neka je m neparan broj. Funkcija je parna ako je m parno i neparna ako je m neparno.

(i) Ako je . > 0 funkcija je definisana za @ € R. Za m neparno funkcija je strogo rastuca
na R, a za m parno funkcija je strogo opadajuéa na (—oo, 0) i strogo rastuéa na (0, co);

(i1) Ako je m < O funkcija je definisana za @ € R\ {0}. Za m neparno funkcija je strogo
opadajuca na R\ {0}, a za m parno funkcija je strogo rastuc¢a na (—oo, 0) i strogo opadajuca
na (0, c0).

U zavisnosti od togadalijer > 1,0 < r < 1ir < 0, kao i od toga da li je m parno ili
neparno, imamo Sest razli¢itih grafika funkcije (slika .
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MONOTONOST FUNKCIJE. Monotonost funkcije u svakom od slucajeva prikazanih na slikama
i pokazuje se analogno. Pokazimo npr. monotonost funkcije f(z) = **%/z™, ako je
m = —2l,1 € N. Dakle, posmatramo funkciju

1 1
_ 2kt Tor _ 2k41) &
flx) = x T 2l kAl 2l
definisanu na D = (—o00,0) U (0,4+00). Za x1,x2 € (0,00), 1 < x2, kako je funkcija
y = x2! strogo rastuéa na (0, 00), i kako je funkcija y = 2*t/z takodje strogo rastuéa na R,

imamo
0<zi1<z2 = 0<a¥<azd = 0< " 22 < /22

1 1
= >
2k+1/$%l 2k+1/m§l

Za x1,x2 € (—00,0), 1 < X2, kako je funkcija y = x? strogo opadajuéa na (—oo,0), i
kako je funkcija y = 2**/x strogo rastuc¢a na R, imamo

= f(z1) = *Ne > *Nap = f(z2) = f\

Ty <T2<0 = 2 >22>0 = P > P2 >0

S < S fa) = PP < P = f@) > f

2k+4+1/,.21 2k+1/,.21
VT \/ T2

TEOREMA 6.3. Funkcijay = =", r € Q je neprekidna na (0, 4+00).

DokAZ: Neka je r = m/n, m € Z, n € N. Funkcija f(x) = T = /x je neprekidna na
(0, +00) kao inverzna funkcija neprekidne strogo monotono rastuée funkcije (prema Teoremi
1.3). Funkcija g(t) = t™, m € Z je neprekidna za t € (0,00) (jer su na RT neprekidne
funkcije y = ™, n € Niy = 1/z" n € N). Tada je funkcija f(g(z)) = V™ = z"
neprekidna na (0, 4+o00). W

|7. STEPEN CLJI JE IZLOZILAC REALAN BROJ |

Postavlja se pitanje, moze li se i za one brojeve & € R koji nisu racionalni definisati a®, ali tako
da ostanu na snazi osnovna svojstva stepena. Odgovor na postavljeno pitanje je potvrdan, ali
dokaz te Cinjenice nije jednostavan.

POJAM STEPENA SA REALNIM EKSPONENTOM

Da bi definisali stepen ¢iji je izlozilac realan broj i eksponencijalnu funkciju f(x) = a®, x € R,
pokazacemo najpre sledeéa tvrdenja:

STAV 7.1. Neka je a > 1. Za svako € > 0 postoji & > 0 tako da za svako r € Q takvo
da je |r| < 6 vazi |a” — 1| < e.
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Dokaz: Kako je limy,—y 400 al/m =1i limy, 4 oo a~lm =1 (videti napomenu), za svako
e > 0 postoji p = p(e) € N, tako da je prema Teoremi 6.2.

0<a/P—1<e, 0<l—a"P<e, zaa>1.

Odavde sledi da je

l—e<aP<a’P<1+e. (12)
Neka je r proizvoljan racionalan broj takav da je |r| < 1/p, tj. —1/p < r < 1/p. Tada, kako
je za a > 1 funkcija a”, r € Q rastucéa sledi

a_l/P < a” < al/I’.

Dakle, za svako € > 0 postoji § = 1/p > 0 tako da za sve racionalne brojeve r koji zadovol-
javaju uslov |r| < d vaze nejednakosti

l-e<a?<a" <ad’?<1+e¢,

tj. —e<a"—1<e. 1

Napomena. Neka je @ > 1. Tada je a'/™ — 1, n — oco. Zaista, za w, = a'/™ —1 > 0,

n € N, koris¢enjem Binomne formule i da je a = (wy, + 1)7, vazi

a=(1+wn>n:1+(’l’)wn+(§)wg+---+(

n 1>wz_1 + w, > nw,

n—oo n—oo

a
= 0<w, <——>0, n—>00 = limw,=0 = lim at/m =1.
n

TEOREMA 7.1. Neka je a > 1. Ako niz {rn} racionalnih brojeva konvergira, onda je
niz {a"™} takode konvergentan.

DoxkAz: Kako je niz {ry,} konvergentan on je ogranicen, tj.
(3C >0) (VrneN)0<a™ < C. (13)
Prema Stavu 7.1.

(Ve > 0)(36 > 0)(Vr € Q)<|r| <6 — la"—1| < 5>' (14)

Iz konvergencije niza {ry} za d > 0 postoji ne € N takvo da

(Vn, m > ng) |rn, —rm| <9. (15)
1z i sledi da je .
(Vn, m > ng) |a™ "™ — 1| < ek (16)
Kako je prema (S.Q.1) a™ = a"™™ - a"™ "™, iz i je onda
la™ — a"™| = |la"™ (a™ "™ —1)| < C - % =

za svako n > n. i svako m > ne, tj. niz {a"™} je Kosijev, pa je konvergentan. W
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Ako je  proizvoljan realan broj, kako je skup Q gust u R, postoji niz racionalnih brojeva {r, }
koji konvergira ka x. Uzevsi u obzir ovu ¢injenicu i Teoremu 7.1. mozemo definisati pojam
stepena sa realnim eksponentnom.

DEFINICIJA 7.1. Neka je a > 0. Neka je x proizvoljan realan broj i {ry} niz racional-
nih brojeva koji konvergira ka x tj. limy, o0 7n = x. Tada stepen broja a realnim
eksponentom x definisan je sa

a® = lim a™. (17)

\

Ako je a > 1, onda grani¢na vrednost postoji prema Stavu 7.1. Ako je 0 < a < 1, onda
jea™ = 1/b™ gde je b = 1/a > 1, odakle sledi da grani¢na vrednost postoji i za
a € (0,1), jer je limy,—y 4 oo b™ = b* > 0.

Korektnost Definicije 7.1. Definicija 7.1. je korektna, jer grani¢na vrednost prema
Teoremi 7.1. postoji za svaki niz racionalnih brojeva {r,} koji konvergira ka & € R i ne zavisi
od izbora niza racionalnih brojeva {ry} koji konvergira ka . Naime, neka je {on} neki drugi
niz racionalnih brojeva koji konvergira ka @. Pokazimo da je

lim a™ = lim a®"
n—-+oo n—-+oo

Kako je prema (S.Q.1.) a™ = a" 72" .a2", dovoljno je pokazati da je lim,_, o a™ ¢ = 1.
Neka je ¢, = r, — On. Znamo da q, — 0, n — oo i pokazimo da a9 — 1 kada n — oo.
Kao u dokazu Stava 7.1. dobija se . Kako g, — 0, n — oo, postoji ng € N tako da je
—1/p < gn < 1/p za svako n > ny, pa je
1 1
l-e<ar<a™"<ar<l+4+e, n2>ng

odakle sledi da je |a9* — 1| < € za svako n > ng, dakle lim,,_, o a9 = 1.

SVOJSTVA STEPENA CLJI JE IZLOZILAC REALAN BROJ

Pokazac¢emo da sa uvedenom Definicijom 7.1. stepena &iji je izlozilac realan broj, ostaju da vaze
osnovna svojstva stepena.

(SR.1.) a®*-a¥ =a®*"¥;, z,y€R,a€R,a>0
(SR.2.) (a®)Y =a*™¥; z,ye€R,a€R, a>0
(SR3.) (a-b)*=a*-b" xR, a,beER, a>0,b>0
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SvoJSTVO (S.R.1.): Zasvako a € R, @ > 0isvako z,y € R vazi a® - a¥ = a®T¥.

DoxkAz: Neka su {rn} i {pn} nizovi racionalnih brojeva takvi da je lim, oo Tn = =,
limy, s+ oo pr = y. Tada je limy,—y 4 oo (rn + pn) = ® + y 1 prema Definiciji 7.1. je

lim a"™ =a®, lim a’" =aY¥, lim a™1tPr = o® 1Y,
n—+oo n—+oo n—+oo

Kako je prema svojstvu (S.Q.1.) stepena sa racionalnim izloziocem a™tPn = a™ aP» to je

a®¥ = lim o™t = lim a™-a”* = lim a™- lim a” =a®-a?. N
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo

[ SVOJSTVO (S.R.3.): Za svako @ € R, a > 0 isvako z € R vazi (a - b)* = a® - b®. ]

DoKAZ: Neka je {rn} niz racionalnih brojeva takav da je lim,_; oo 7n = @. Prema Definiciji
7.1. je
lim a™ =a®*, lim b™ = b%, lim (a-b)™ = (a-b)*.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
Kako je prema svojstvu (S.Q.3.) stepena sa racionalnim izloziocem (a-b)™ = a™ - b™ imamo
da je

(a-b)*= lim (a-b)™ = lim (@™ -b"™)= lim a™: lim b™ =a”-0". W
n—-+oo n—+oo n—-+oo n—-+oo

DEFINICLJA 7.2. Neka je a € R, a > 0. Funkcija f : R — RT definisana formulom
f(x) = a®, naziva se eksponencijalna funkcija.

Da bi pokazali i drugo svojstvo stepena pokazatemo najpre da je eksponencijalna funkcija mono-
tona na R (strogo rastuéa za a > 1 i strogo opadajuéa za 0 < a < 1.)

MONOTONOST EKSPONENCIJALNE FUNKCIJE

TEOREMA 7.2. Funkcija y = a® za a > 1 je strogo rastuc¢a na R, a za 0 < a < 1 je
strogo opadajuca na R.

DoOKAZ: Neka jea > 11ix1,x2 € R, 1 < @3 proizvoljni. Treba pokazati da je
a” <a® <— a*'-aT' <ad®?.a™™
Kako je prema Svojstvu (S.R.1.) a®* -a= % = a® =11 a® .- a~* = a®~®1, treba pokazati

da je
a®2 ™™ > 1 za 9 —x1 >0

odnosno
a®>1 za = >0. (18)
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Zaista, neka jer € Q, 0 < r < x i {ry} niz racionalnih brojeva takav da je lim, s oo rn = @
iry, > r zasvako n € N. Tada je prema Teoremi 6.2. a"™ > a" > 1, odakle prelaskom na
lim kada n — oo zakljucujemo da je a® > a” > 1, tj. vazi nejednakost . |

NEPREKIDNOST EKSPONENCIJALNE FUNKCIJE

[ TEOREMA 7.3. Funkcija y = a® je neprekidna na R.

DoKkAZ: Neka je a > 1 (analogno se moze pokazati neprekidnost funkcijeiza 0 < a < 1) i
neka je xg proizvoljna tacka iz R. Treba pokazati da je

lim Ay = lim (a""""mIc — amo) =0,
Axz—0 Ax—0
odnosno kako je prema Svojstvu (S.R.1.) a®0tA% — g®0 = q%0(aA® — 1), treba pokazati da
limag 002 =1 tj.
lim a® =1. (19)

xz—0

Neka je {xy } proizvoljan niz realnih brojeva takav da lim,—, 4 o0 Tn = 0. Kako je Q gust u R,
postoje nizovi racionalnih brojeva {rn} i {pn} takvi da je

1 1
Tp— — <71y <Tp < pn<Tp+ —,
n n

za svako n € N. Sada prema Teoremi 7.2. imamo da je
a™ < a®™ < afr. (20)

Kako r,, — 01 p,, — 0 kada n — 400, prema jelimy, y4ooa™ =1ilim, , . a?" =
1. Dakle, koristeéi nejednakost dobija se lim,,_, o a® = 1. Pokazali smo odakle
sledi da je

lim a®°tAT — g%o
Axz—0 ’
tj. funkcija a® je neprekidna na R. W
[ SvoJSTVO (S.R.2.): Za svako a € R, a > 0 i svako z,y € R vazi (a®)¥ = a®¥. ]

DoKAZ: (a) Neka je najpre y = r € Q, x € R i {r,} niz racionalnih brojeva takav da je
lim,, ;4o rn = x. Tada jeilim, ;4o T, = T, pa je prema Definiciji 7.1.

lir_ir_l a"™ =a"". (21)
n——+0oo

Kako je prema svojstvu (S.Q.2.) stepena sa racionalnim izloziocem
(a,"'n)"' — a'f""n.
iz (21) imamo da je
lim (a™)" =a""*. (22)

n—-+oo
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Oznacimo sa @™ = t, i a® = ty. Tada prema Definiciji 7.1. je limy, 4o tn = Lo i zbog
neprekidnosti funkcije g(x) = ", r € Q na (0, 00) (Teorema 6.3), t,,to € (0,00), imamo
da je limn—>+oo g(tn) - g(t0)7 tj.

lim (a™)" = (a®)". (23)
n—-+4oo
Iz i imamo da je
(a®)" = a®" zasvako x € R isvako r € Q. (24)

(b) Neka su sada x i y proizvoljni realni brojevi i {p,} niz racionalnih brojeva takav da je
lim,,—, { oo pn = y. Ako oznacimo sa a® = b, prema Definiciji 7.1. imamo da je

(D.7.1)

lim (a®)P» = lim b°" bY = (a™)Y. (25)
n—-+4oo n—-+4oo
Iz (24) za r = py, je (a®)P* = a®P~, pa se iz dobija
lim a*fP" = (a®)Y. (26)
n——+oo

S druge strane, kako je limy,, 4 oo T pn = Y, * pn, € R, n € N i prema Teoremi 7.3. funkcija
h(x) = a® je neprekidna na R, bice
lim h(xpn,) =h(xy) = lim a*P" =a®¥ (27)
n—-+oo n—-+oo

Konacno, iz i zaklju¢ujemo da (S.R.2) vazi za svako ,y € R. W

YA
y=a¥

O<a<1 a>1

0,1)

Y

Slika 24: Grafici funkcijey = a®zaa >1i0<a <1

Osnovna svojstva eksponencijalne funkcije y = f(x) = a®, a > 0 su:

e funkcija f je definisana za svako @ € R, a skup vrednosti funkcije je interval (0, +00), tj.
f R — (0,+00) je surjektivno preslikavanje

e funkcija je pozitivna za svako x € R
e nule funkcije ne postoje

e funkcija f je strogo rastuca na R za a > 1 i strogo opadajutanaRza0 < a <1
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|8. POJAM I OSNOVNA SVOJSTVA LOGARITMA

Imajuéi u vidu da se funkcijom y = a®, a > 0, a # 1, vrsi injektivno preslikavanje skupa R
na skup R, zaklju¢ujemo da vazi

a® =a”? & x1 =z, r1,x2 € R. (28)

DEFINICIJA 8.1. Neka jea € R, a > 0, a # 1. Logaritam broja b za osnovu a je
realan broj kojim treba stepenovati broja a da bi se dobio broj b, u oznaci log, b.

Dakle, za a > 0, a # 1, b > 0 je prema Definiciji 8.1. a'®8a® = b, odnosno

‘awzb & x=log,b

Sv0JSTVO 8.1. Zaa > 0, a # 1, vazi

log,1 =0 i log,a=1.

\.

DokAz. Kako je a® = 1, sledi log, 1 = 0. Kako je al = a, sledi log,a =1. O

Sv0oJSTVO 8.2. Neka je a > 0,a # 1, x € R. Tada vazi

log,a®” = x.

DokAz. Neka je log, a® = y. Tada je prema Definiciji 8.1. a® = a¥, pa je prema (28), x = y,
odnosno ¢ = log, a*. U

Sv0JSTVO 8.3. Neka je a > 0,a # 1. Za svako x > 0, y > 0 vazi
log, x -y =log, x +log, y.

DokAz. Neka je a = log, z, 8 = log, y. Onda je prema Definiciji 8.1. a® = =, a® = v.

(I naéin):
19%a =Y (Dil) Ty — a®-aP (Sgl) a®tB = glogs. z+log, y logawy — loga m+10gay .
(IT nacin):

S.R.1. 5.8.2.
log, xy = log, a® a” (S-R-1.) log, a®t? (5:8:2.) a+ B =log,x+log,vy. O

Sv0oJSTVO 8.4. Neka jea > 0,a # 1, a € R. Za svako > 0 vazi

log, % = a - log, x .
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DokAz. (I naéin):

a (D.8.1.) (D.8.1.) a (S.R.2.) . (28)
a'©8a ™ =" gx = <a1°ga 33) =" a*8a® = log,x* = a-log, x.

(IT naé¢in): Neka je y = log, . Tada je prema Definiciji 8.1. = a¥, pa je

ay (58:2)

S.R.2.
:rzo‘:(ay)o‘( B2 qov = log, =™ = log, a ay =alog, . O

SvoJSTVO 8.5. Neka je a > 0,a # 1. Za svako x > 0, y > 0 vazi

a
log, — =log, z — log, vy .
Y

DokAaz. (I nacin):

1 (5.8.3) 1 (5.8.4))

xr
loga - = loga my— loga T+ IOga y_ loga T — loga Y.

(IT nag¢in): Nekajea =log,z < a®*==xi8 =log,y < a =y. Tada je
aa
aB

€T S.8.2.
log, — = log, = log, a® P (5:8.2.) a—3=log,x—log,y. O
Y

SvoJSTVO 8.6. Neka je a > 0,b > 0,a # 1,b # 1. Tada vazi
logya-log, b=1.

Dokaz. Kako je prema Definiciji 8.1. a'®8a® = b, imamo da je

5.8.1.
logy, a'°8=® = log, b (581,

Kako je

S.8.4.
log; a'°8a® (5:2:4) log, b-log,a

sledi tvrdenje. 0

SvoJSTVO 8.7. Neka jea > 0,b > 0,c > 0,b # 1,c # 1. Tada vazi
log.a

log,. b’

c

log, a =

DokAz. (I nacin): Kako je

. (D.8.1.) (D.8.1.)
= a =

clogc blOgb a logc clogc a _ logc blOgb a ,

koris¢enjem Svojstva 8.4. imamo

log.a -log.c =log,a-log.b (Sgl') log.a = log, a - log,. b.
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: . log. a
Kako je log. b # 0 dobija se log, a = .
log.b

(IT na¢in): Neka je z = logy a < b® = a. Logaritmovanjem za osnovu ¢ dobija se
log.b” =log.a.

Koris¢enjem Svojstva 8.4., dobija se x - log.b = log,a, odakle kako je log.b # O sledi
log.a
= a

x = .
log. b

SvOJSTVO 8.8. Neka jea > 0,a # 1, a € R\ {0}. Za svako > 0 vazi

log,a © = é - log, x .

DokAz. Za x # 1 imamo

(S.8.6.) 1 (5.8.4.) 1 (s.8.6.) 1
logpox = ——— =" ——— ="—"'log,T.
log,, a* a-log,a a
Pored toga, za * = 1 svojstvo oCigledno vazi, jer su i leva i desna strana jednakosti jednake
nuli, pa dakle svojstvo vazi za svako £ € RT. O

PRIMER 8.1. | Ako je a = log;5 18 izracunati logg 9.

RESENJE: Kako je

log, 18 logy(2-3%)  1+2logy3 14 2b

a=1lo 18 = = = =
812 log, 12 log,(22-3) 2+ log, 3 2+b
. 2a — 1 )
pa je odavde b = logy, 3 = . Zato je
2—a

logs 9 = logys 3% = ~ logy 3 = 22 = 1)

o = 10 = — lo p—
g8 823 3 82 3(2— a)

PRIMER 8.2. | Ako je a = logy; 5 izracunati log, z 27.

RESENJE: Kako je

1 1 1
~ logs45  logg(5-32) 1+2logs3 1+2b

a = 10g45 5

1—a
pa je odavde b = logy 3 = “oq Zato je
a

s 3 3(1 —a)
log 527 =logg1/23" = —_-logg3 =6b= ——.

= X
1/2 a

’PRIMER 8.3. ‘ Ako je a = logg 2, b = logg 5 izracunati logg 5.
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RESENJE:
logg 5 b b b
log; 5 = = 5 =

logg3  logg 5

logg 6 — logg 2 T 1-a’

8.1. LOGARITAMSKA FUNKCIJA

f1(x) = log, @

Slika 25: Grafici funkcije f(z) = a®, @ > 1 i njene inverzne funkcije f~!(z) = log, z, a > 1

Prema Teoremi 7.2. eksponencijalna funkcija f(x) = a® je strogo monotona na R, pa na osnovu
Teoreme 1.4. je injektivna. Zasvakoy € RT postoji z = log, y tako daje f(x) = a'°8a¥ = y,
odakle sledi da je eksponencijalna funkcija surjetivna. Dakle, funkcija

f:R—=>RT, Roz+— f(x) =a® =y €RT

je bijektivno preslikavanje skupa R NA skup RT. Prema tome, postoji inverzna funkcija ove
funkcije koja je data sa

fFTL:RT R, RT3y— f7l(y) =log,y =z €R.

Funkcija y = log, ¢, a > 0, a # 1, = > 0, naziva se logaritamska funkcija.

YA
y =logx
a>1
| (1,0)
0 g
D<a<1

Slika 26: Grafici funkcijey =log,xzaa >1i0<a <1
Osnovna svojstva logaritamske funkcije y = f(x) = log, x, a > 0, a # 1 su:
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e funkcija f je definisana za svako € RT

e za 0 < a < 1 funkcija je pozitivna za « € (0, 1) i negativna za € (1, +00)
e za a > 1 funkcija je pozitivna za x € (1, +00) i negativna za € (0, 1)

e nula funkcije jex = 1

e funkcija f je strogo rastuéa na Rt za @ > 1 i strogo opadajuéana RT za0 < a < 1

PRIMER 8.4. ‘ Uporediti brojeve a = log, 3, b = logg 3.

RESENJE: @ = 1/logg4, b = 1/logg5. Kako je 4 < 5 i funkcija logg x rastuca, to je
log; 4 < logs 5. Onda kako su logs 4 i logg 5 pozitivni brojevi, imamo
1 1

a = >
logs4  logs 5

PRIMER 8.5. | Uporediti brojeve a = logg 80, b = logy 50.

RESENJE: a = logg 80 < logg 81 = logg 92 =2, b = log;50 > log,;49 = log, 7% = 2.
Dakle,a < 2 < b. K

PRIMER 8.6. | Uporediti brojeve a = logy 3 + logs 2, b = 2.

T+y

RESENJE: Koristeéi nejednakost > J/xy, x,y > 0, x # y imamo

log3 log2
a =log,3 +1logg2 > 2+/log, 3 -logz2 =2 . =2. X
log2 log3

’PRIMER 8.7. ‘ Ispitati monotonost funkcije f(x) = logg <10g1/3 |z — 1| — 2).

RESENJE: Funkcija f je definisana za logy /3 | — 1| =2 > 01i |z — 1| > 0, odnosno za x # 1

' 1 8 10
le—1l <= = —<z<—.

9 9 9

Dakle, D = (8/9,1) U (1,10/9).
f( ) 10g3 10g1/3(1 - ZIZ) —2), € (8/97 1)

x) =

logs (logy/3(x — 1) —2), z € (1,10/9)
8/9<z1<z2<1 = 1—21>1—22 = logy;3(1—x1)—2 <logy/3(1 —x2)—2
= f(z1) = logs (1og1/3(1 — @1) — 2) < f(2) = logy (logy/5(1 — z2) — 2)

Dakle, za = € (8/9,1) funkcija f je strogo rastuca.

10
1<m1<m2<§ = 1—1<x9—1 = 10g1/3(:c1—1)—2>log1/3(m2—2)—2

= f(z1) = log (log1/3(w1 — 1) — 2) > f(2) = logy (logy /(w2 — 1) — 2)
Dakle, za x € (1,10/9) funkcija f je strogo opadajuca. X
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|9. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCLIE

Trigonometrijske funkcije oStrog ugla definiSu se preko odnosa stranica u pravouglom trouglu.

U pravouglom trouglu ABC je

. a b .
sina = — = cos 3, cosa = — =sinf
c c
a b
tgazg:ctgﬂ, ctga = — =tgpg

a

Za definiciju trigonometrijskih funkcija proizvoljnog ugla i trigonometrijskih funkcija realnog
argumenta koristi se trigonometrijska kruznica - jedini¢na kruznica ravni Oy sa centrom u
koordinatnom pocetku O(0, 0).

DEFINICIJA TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA REALNOG BROJA

Posmatrajmo brojevnu pravu p sa pocetkom u tacki I i jedinicnom duzinom IE

1 E P

o — O

!
-1 -5 0 1 2 3n

i jedini¢nu (trigonometrijsku) kruznicu sa centrom u koordinatnom pocetku O(0, 0). Postavimo
brojnu pravu p da dodiruje kruznicu k u tacki (1, 0), koja je ujedno pocetak I brojevne prave
p koja je postavljena tako da pozitivni brojevi budu u prvom kvadrantu. Neka je jedini¢na
duzina I'E brojevne prave p jednaka polupre¢niku kruznice k. Pravu p namotamo bez klizanja
i rastezanja na kruznicu k tako da polupravu s pozitivnim brojevima namotavamo u pozitivnom
smeru, a polupravu s negativnim brojevima u negativnhom smeru. Na ovaj nacéin smo svakom
realnom broju ¢ pridruzili jednu tacku E(t) kruznice i time je definisano preslikavanje izmedju
realnih brojeva i tacaka trigonometrijske krznice. Ovo pridruzivanje zovemo eksponencijalno
preslikavanje prave na kruznicu i oznaCavamo sa F.

y p Broj 0 preslikava se u tacku I. Kako je obim
1 jedini¢nog kruga 27, sledi i da se brojevi

E 2m,4m, 67, ... preslikavaju isto u tacku I.

E(t) Zapravo, mozemo zakljuCiti da se svake dve

tacke koje se na brojevnoj pravoj nalaze na
rastojanju 2kw, k € 7Z, preslikavaju u istu
o| I x tacku kruznice, tj.

E 1)

g E(t 4 2kw) = E(t), (29)

zasvakot e Rik € Z.
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Svakom realnom broju ¢ pridruzili smo jednu tacku E(t) trigonometrijske kruznice. To nam
omogucava da definisemo trigonometrijske funkcije kao realne funkcije, tj. kao funkcije realnog
argumenta.

Yy
——EW® (E
sin ¢
|
Py
O| cost Ji X
k
p

Slika 27: Definicija trigonometrijskih funkcija realnog broja

e Apscisa tacke E(t) naziva se kosinus broja t i oznacava sa cost. Odnosno, kosinus
realnog broja t je apscisa one tacke trigonometrijske kruznice koja je pridruzena realnom
broju t.

o Funkcija koja broju t pridruzuje realan broj cost naziva se kosinus.

e Ordinata tacke E(t) naziva se sinus broja t i oznacava sa sint. Sinus realnog broja t je
ordinata one tacke trigonometrijske kruznice koja je pridruZena realnom broju t.

o Funkcija koja broju t pridruZuje realan broj sint naziva se sinus.

™
e Funkcija tanges, u oznaci tg, definise se za sve realne brojeve t # 3 + kw, kK € Z kao

e funkcija kotanges, u oznaci ctg, definise se za sve realne brojeve t # kw, k € Z kao

Ozna¢imo sa FEg projekciju tacke E(t) na
x—osu, a sa F presek brojne prave p
(odnosno tangente trigonometrijske kruznice u
tacki I(1,0)) i prave OE(t). Kako je
A OERE(t) ~A OIF, imamo

|FI|  |E2E(t)| sin ¢

- \FI| =
|OI| |E20)| cost

=tgt.

e Tangens broja t je ordinata tacke koja se dobija u preseku brojne prave p i prave koja je
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odredjena koordinatnim pocetkom i tackom E(t) trigonometrijske kruznice koja je pridruZena
realnom broju t.

Neka je g tangenta trigonometrijske kruznice k
u tacki C(0,1). Oznacimo sa Ea projekciju
tacke E(t) na y—osu, a sa G presek prave q i
prave OE(t). Kako je A OE3E(t) ~A OCG,

- imamo
|ICG]| |E2E(t)| cost
— = |CG| = — =ctgt.
|CO| |OE,| sint

o Kotangens broja t je apscisa tacke koja se dobija u preseku tangente q trigonometrijske
kruznice u tacki (0, 1) i prave koja je odredena koordinatnim pocetkom i tackom E(t) trigonometri-
jske kruznice koja je pridruZena realnom broju t.

SVOJSTVA TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Kako tacka E(t) pripada jedini¢noj kruznici 2 + y? = 1 i prema definiciji trigonometrijskih
funkcija koordinate tacke E(t) su (cost,sint), zaklju¢ujemo da vazi osnovna relacija izmedju
trigonometrijskih funkcija

‘Sin2t—|—0082t:1‘

odakle se, uzevsi u obzir definiciju funkcije tg ¢, dobijaju i veze izmedju funkcija tgt i sin t, kao
iizmedju tgt i cost:

2 2
sin“ t tg“t
tg2 = ) = sin?t = g 57
1 —sin“t 14 tget
o 1 — cos?t 9 1
tg?t = = cos“t =
cos?t 14 tg2t

Takodje, prema definiciji sledi da je sint € [—1,1] i cost € [—1,1] za svako t € R.

Realnom broju ¢ = 0 pridruzena je tacka E(0) trigonometrijske kruznice (slika , ¢ije su
koordinate (1, 0), tako da je
cos0 =1, sin0 = 0.

Realnom broju ¢ = /2 pridruzena je tatka E(m/2) trigonometrijske kruznice (slika [28), ¢ije
su koordinate (0, 1), tako da je

™ .
cos — = 0, smgzl.

Realnom broju t = 7 pridruzena je tacka E(m) trigonometrijske kruznice (slika , ¢ije su
koordinate (—1,0), tako da je

cosm = —1, sint = 0.
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c=E ( %):E(%):

.=EQGm)=E(n)=I \ [=E(0)=EQn)=...
/(I)E(ﬁz’m)

Slika 28: Vrednosti funkcija y = sint iy = cost zat € {0,7/2,m, 3w /2}

Realnom broju ¢ = 3w /2 pridruzena je tatka E(3m/2) trigonometrijske kruznice (slika [2§)),
¢ije su koordinate (0, —1), tako da je
3 3

cos — =0, sin— = —1.
2 2

Izvodimo formule koje nam omogucéavaju da vrednosti sinusa i kosinusa realnog broja ¢, kojem
pridruzena tacka E(t) se nalazi u drugom i treéem kvadrantu, odredujemo na osnovu vrednosti
sinusa i kosinusa realnog broja x kojem pridruzena tacka E(x) se nalazi u prvom kvadrantu.

y

D=E (x+%)
—
>\At‘(x)
o e X

Slika 29: sin(% + :13) i cos(g + :L')

™
Neka su A = E(x), D = E(a: + 5) tacke trigonometrijske kruznice pridruzene realnim

™
brojevima x, m—l—g (Sika, i A’, D’ njihove projekcije na & —osu, odnosno na y-osu. Trouglovi
NOA’A i AOD’D su podudarni, jer je

(i) «OA’A = <OD'D = 90°,
(i) <AOA’ = <BOB’ (kao centralni uglovi nad jednakim kruznim lukovima duzine x)

(iii) |0A| = |OD| = 1.
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1z podudarnosti ovih trouglova zaklju¢ujemo da je

|OD’| = |0A'|, |DD'| = |AA|

odnosno
T T
sin (2 + m> = cosx, — cos (2 + ac> =sinx (30)
Analogno prethodnom iz podudanosti odgovarajucih trouglova zaklju¢ujemo da vazi:
T 0
sin (2 — w) = cosz, cos (2 - a:> =sinx (videti Sliku (31)
sin(m — x) = sinz, cos(m —x) = —cosx (videti sliku [30)) (32)
sin(w 4+ ) = —sinx, cos(m+ x) = —cosx  (videti sliku (33)
v
y
E (m—x) E
| o e
\ L 1
0] 25 i [7) ‘ x
E(n+x)

Slika 30: sin(ﬂ' + a:) 1 cos (7r + :1:)
PERIODICNOST TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

DEFINICIJA 9.1. Ako za funkciju f : D — R, D C R postoji realan broj T # 0, tako da za
svakox € D, x +T € D 1 vazi

fx+T) = f(x)
kazemo da je funkcija f periodicna, a broj T se naziva period funkcije f. Najmanji pozitivan
period, ako postoji, naziva se osnovni period.

[ TEOREMA 9.1. Osnovni period funkcije y = sinx iy = cosx je T = 2m. ]

DoOKAZ: Kako se realni brojevi @ i @ 4+ 27 preslikavaju u istu tacku trigonometrijske kruznice,
iz (29)) i definicije kosinusa realnog broja, ocigledno je cos(x + 27) = cosx za svako x € R.
Prema tome, T = 27 je period funkcije cosx. Da bi di dokazali da je to osnovni period,
treba pokazati da za svako T3, 0 < 17 < 2 postoji bar jedan realan broj xg, takav da je
cos(xg + T1) # cosxg. Zaista, za £g = 0 je cos0 = 1icos(0+T1) = cosTy < 1
za Th € (0,27). Dakle, T € (0,27) nije period funkcije y = cosa, odnosno T = 27 je
najmanji period funkcije.

Dokaz za funkciju y = sin x je slican (za xg moze se uzeti w/2). W
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[ TEOREMA 9.2. Osnovni period funkcije y = tgx iy = ctgx je T = .

DoxkAz: Kako je prema

sin(x + ) —sinz

t = =
gl@+m) cos(r+m) —cosx

prema Definiciji 9.1., T" = 7 je period funkcije y = tga. Da bi di dokazali da je to osnovni
period, pokazacemo da za svako Ty, 0 < 17 < 7w postoji bar jedno g € R, tako da je
tg(xo + T1) # tg xo. Primetimo da je

tgx =0 < sinx=0 < xx=kmw, kEZ.

Prema tome, za €9 = 0jetg0 =0itg(0+ T1) =tgTh #0za Ty € (0,7/2) U (w/2, 7).
Dakle, Ty € (0, ) nije period funkcije y = tg x, odnosno T' = 7 je osnovni period funkcije.

Dokaz za funkciju y = ctg x je slican (za ¢ moze se uzeti 7w/2). M

PARNOST TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Tacke E(t) i E(—t) simetricne su u odnosu na

y x—osu, pa imaju jednake apscise, dok su im or-
dinate brojevi suprotnog znaka, tj. ako su (a,b)
E() koordinate tacke E(t), onda su (a, —b) koordinate

tacke E(—t). Kao su prema definiciji (cost,sint) i
(cos(—t),sin(—t)) koordinate tacke E(t) i E(—t),

o i * vazi:
IE(—t) * za svako t € R je sin(—t) = — sint, tj. funkcija
sint je neparna.
* za svako t € R je cos(—t) = cost, tj. funkcija
cost je parna.
¥ l ¥y
3 ctg (—) ctg (¢)
E([) 7:1 o K \9‘
(7 tgt >< \E(z)
o] / ) x 0 i X
/ tg (1) K /(1)
25
* zasvakot € R\ {g +kr: ke Z} je tg(—t) = —tgt, tj. funkcija tgt je neparna.
* zasvakot € R\ {kmw : k € Z} je ctg(—t) = — ctgt, tj. funkcija ctgt je neparna.
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GRAFICI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Grafik funkcije sinus konstruiSemo pomoc¢u brojne kruznice. Za realan broj & na y—osu prene-
semo ordinatu tacke E(x) koja je jednaka sinx. Postupak ponavljamo dok ne obidemo celu
kruznicu, tj. za sve realne brojeve € [0,27]. Funkcija je periodi¢na sa osnovnom periodom
27, pa je dovoljno iskazati svojstva funkcije samo na segmentu [0, 27]. Na slican naé¢in kon-
strusemo i grafik funkcije kosinus. Za realan broj @ na y—osu prenesemo apscisu tacke E(x)
koja je jednaka cos x.

K sin
di !

Slika 31: Grafik funkcije y = sinx

(i) Sinusna funkcija. Funkcija f(x) = sin je definisana za svako € R, a skup vrednosti
funkcije je segment [—1,1], tj. f: R — [—1,1].

e funkcija f je neparna i periodi¢na sa osnovnom periodom 27

e nule funkcije f su u tackama x = k=w, k € Z

e funkcija je pozitivna za « € (2km, (2k+ 1)) i negativnaza x € ((2k+1)m,2(k+ 1))

™ ™

e funkcija je strogorastuéa na -5 + 2k, 2 + 2/{17&'} i strogo opadaju¢a na
ok, o 4ok
— T, — £y
2 T2

™ ™
e za * = — + 2km funkcija ima maksimalnu vrednost fiee = 1, azaiax = > + 2k

ima minimalnu vrednost fyin = —1

N cosw
/R\T") l|\|\ /I
COS T
)] l
W ‘ o F W ) ‘l‘

Slika 32: Grafik funkcije y = cosx

5
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(ii) Kosinusna funkcija. Funkcija g(x) = cosx je definisana za svako € R, a skup
vrednosti funkcije je segment [—1,1], tj. g : R — [—1,1].

e funkcija g je parna i periodi¢na sa osnovnom periodom 27

ey
e nule funkcije g su u tackama x = 3 +km keZ

e funkcija je pozitivna za = € (—7w/2 4 2kw,7w/2 + 2kw) i negativha za
x € (/24 2km,3mw/2 + 2km)

e funkcija je strogo opadajuéa na [0 + 2kmw,m + 2km] i strogo rastuéa na
[r + 2km, 27 + 2k]

e za * = 2k7 funkcija ima maksimalnu vrednost fraz = 1, a za € = 7w + 2k7 ima
minimalnu vrednost fiin = —1
¥
¥ 4
13
Kl
2
I
5

—

| x
P(1,0) -a A L2 . 0

iy

- '/ = 1)
.
.
R

e
.

Slika 33: Grafik funkcije y = tg =

sin x

(iii) Tanges. Funkcija h(x) = tgx =
(2k+ 1)«
r=-——"

je definisana za svako x € R izuzev u tackama
cos

, k € Z, a skup vrednosti funkcije je R.

e funkcija h je neparna i periodi¢na sa osnovnom periodom 7

iy
® prave y = 2 + k7, k € Z su vertikalne asimptote funkcije

e nule funkcije h su u tackama x = kw, k € Z

£y iy
e funkcija je strogo rastuca na (—2 + km, Py + k7r>

etgxr >0zax € <k:7r,72r—|—k:7r>,atgx<0za:1:€ <—;r—|—k7r,k7r>
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i
.

oy
(
{

aip

Slika 34: Grafik funkcije y = ctgx

cosx
(iv) Kotanges. Funkcija p(x) = ctgax = je definisana za svako € R izuzev u

si
tackama x = km, k € Z, a skup vrednosti funkcije je R.

e funkcija p je neparna i periodi¢na sa osnovnom periodom 7

e prave y = km, k € Z su vertikalne asimptote funkcije

y 3 (2k 4+ 1)«
e nule funkcije h su u tackama x = ———

keZ
e funkcija je strogo opadajuéa na (km,m + k)

ectgxr >0zax € (kr,7;+k7r>,actgm<02am€ <—72r—i—k7r,k7r>

NEPREKIDNOST TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

[ TEOREMA 9.3. Funkcije y = sinx i y = cos x su neprekidne na R. ]

DOKAZ: Neka je xg proizvoljna tacka iz R. Tada

. . . T — g T + o
sinx — sinxg = 2sin cos
2 2
Kako je
T —x T —x T+ x
sinZo20| < B2l g 2B o
2
to je | sinx — sinxg| < |z — x|, odakle sledi da je funkcija y = sin @ neprekidna u tacki xg.
. . T+To , To—x . .
Analogno, kako je cosx — cos xg = —2sin 5 sin sledi da je

| cosx — cos x| < |x — xo],
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zbog Cega je funkcija y = cos x neprekidna u tacki xg. W

Iz neprekidnosti funkcija y = sinx i y = cos « sledi da je funkcija y = tg x neprekidna, ako
iy

jecosx #£ 0, tj. « # 2 + nw, n € Z, a funkcija ctg x je neprekidna, ako je sinx # 0, tj. za

T#nmw,n €.

’PRIMER 9.1. ‘ Uporediti brojeve a = sin(—1), b = sin(—8).

RESENJE: Kako je sinx neparna funkcija uporedi¢éemo brojeve —a = sinl = a1 i —b =
sin8 = by. Kako je 8 = 27w 4 1.72, bi¢e by = sin 8 = sin 1.72. Pored toga, a1 = sinl =
sin(m — 1) = sin2.14. Kako je /2 < 1.72 < 2.14 < 7 i funkcija y = sinax strogo
opadajuca na (m/2, ), bi¢e sin 1.72 > sin 2.14, odnosno by > a1, tj. b = —b1 < a = —a;.
X

RADIJANSKA MERA UGLA

e Unija dve poluprave sa zajednickim pocetkom nazivamo ugaonom linijom. Skup tacaka sa
iste strane te ugaone linije ukljucujuéi i samu ugaonu liniju nazivamo uglom. Takode nam je
poznato da zajednicki pocetak polupravih zovemo teme, a poluprave kracima ugla.

b
Usmereni (orjentisani) ugao uvodimo analogno usmerenoj
¥ aOb duzi izborom pocetnog i krajnjeg kraka. Poluprava Oa je
a pocetni krak <aOb, a poluprava Ob je krajnji krak ugla.

e Na trigonometrijskoj kruznici uvodimo kao pozitivan matematicki smer onaj koji je suprotan
smeru kretanja kazaljke na satu. Smer koji se poklapa sa smerom kretanja kazaljke na satu je
negativan matematicki smer.

Orjentisani (usmereni) ugao na trigonometrijskom krugu
posmatramo tako Sto teme postavljamo u koordinatni
pocetak O, pocetni krak Oa u polozaj poklapanja sa pozi-
tivnim smerom x—ose, a krajnji krak Ob nanosimo u odgo-
varajuéem smeru zavisno od toga da li je ugao pozitivno ili
negativno orijentisan.

Tacke A, B su preseci krakova Oa, Ob sa jedinicnom kruznicom. Tada, svakom <aOb
pridruzujemo duzinu luka ¢ = AB. Zato, uglove moZemo porediti uporedjujuci duzine odgo-
varajuc¢ih tetiva AB, odnosno duzine odgovarajuéih lukova AB.

naka poluprecniku, tada meru odgovarajuéeq centralnog ugla
nazivamo radijan. Jedan radijan jeste mera ugla kojem na
jediniénog kruznici odgovara luk ¢ija je duzina jednaka 1.

' \ Radijanska mera ugla: Ako je duzina kruznog luka jed-

o= 1radian
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Dakle, ako uglu <aOb na jedini¢noj kruznici odgovara luk cija je duzina t = ZE, mera tog
ugla jednaka je t radijana.

Ako je @ = <AOB centralni ugao kruga poluprecnika r i
ako uglu a odgovara luk ¢ija je duzina £ = AB, onda vazi

2rmra rUToa

] ~360°  180°

Dakle,
™
1° = — rad = 0,01745 rad,
180
180\ ° )
lrad = ( — ~ 57°17'45" .
0y

Ako je stepena mera ugla « jednaka a®, onda je radijanska mera ugla a jednaka

Ta
——rad = —rad.
180 r

Dakle, sledi tvrdenje.

Radijanska mera ugla jeste razmera duzine odgovarajuceg luka i duZine poluprecnika odgo-
varajuce kruznice.

DEFINICIJA TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA UGLOVA

Posmatrajmo trigonometrijsku kruznicu sa centrom u koordinatnom pocetku O(0, 0) i orjenti-
sani ugao aOb sa temenom u koordinatnom pocetku i pocetnim krakom u pravcu pozitivnog
dela x—ose. Neka je tg € [0, 27] mera <aOb. Ako krak Ob rotiramo u pozitivnom smeru za
ceo krug ili za dva kruga, mera tako dobijenog ugla je to 4+ 27 ili to + 4.

Slika 35: (a) mera <aOb je t + 27; (b) mera <aOb jet + 2 - 27

Generalno, svi uglovi ¢ija je mera tg + k + 2w, k € Z, imaju zavrsni polozaj kraka b isti, tj.
u istoj tacki B seku trigonometrijsku kruznicu. Realnim brojevima tg + k - 27, k € Z, koji
predstavljaju meru nekog <taOb, pridruzujemo tacku B trigonometrijske kruznice. Realan broj
to nazivamo glavna mera <aOb, dok brojeve to 4+ 2k, k € 7Z nazivamo merom ugla <aOb.
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Neka je tg broj izmedu 0 i 27r. Namotavanjem realne
brojevne prave na kruznicu taj se broj preslikava u
tacku E(tg). Ako je tg duzina luka A B, zakljué¢ujemo
da je

B=E(,)
!

Kako je svaki broj t € R radijanska mera nekog ugla, svakom broju ¢ € R mozemo pridruziti
na jedini¢noj kruznici odgovarajucu tacku B. Trigonometrijske funkcije bilo kog ugla date su
slede¢om definicijom:

B = E(to),
ali vazi i B = E(tg 4 2kw), k € Z.

Ny,

Neka je t mera ugla <aOb u radijanima. Vrednost trigonometrijske funkcije <aOb =
a jednaka je vrednosti te trigonometrijske funkcije realnog broja t, tj. sina = sint,
cosa = cost i tga = tgt.

Slika 36: Trigonometrijski krug
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[10. ADICIONE FORMULE |

10.1. SINUS I KOSINUS ZBIRA I RAZLIKE

I NACIN: Odredi¢emo formulu za cos(x — y). Neka su x,y dva realna broja iz [0, 27| i bez
gubitka opstosti, zbog parnosti funkcije cos &, mozemo pretpostavimo da je @ > y. Brojevima
x,y,x — y pridruzene su tacke redom, E(x), E(y), E(x — y) trigonometrijske kruznice.
Ocigledno je (Slika[37) duzina luka od tacke E(x) do tatke E(y) jednaka duzini luka od tacke
E(x — y) do tacke E(0) = I, pa su i duzine duzi E(x)E(y) i E(x — y)E(0) jednake, tj.

|E(2)E(y)| = |E(x — y)E(0)].

E(x) E(x—y)

N\
T\

Slika 37: Kosinus razlike dva broja

Kako je
E(x) = (cosz,sinz), E(y) = (cosy,siny),
E(z — y) = (cos(z — y),sin(z — y)), E(0)=(1,0),
prema (3) je

(cosa — cosy)? + (sinz —sing)? = |E(x)E(y)? = |E(z — y)E(0)[?
= (cos(z —y) —1)% +sin?(z — y)
odnosno
cos?x — 2coszcosy + cos?y + sin?x — 2sinzsiny + sin? y
=1 — 2cos(x — y) + cos?(x — y) + sin?(z — y)
& 2 —2(cosxcosy + sinxsiny) = 2 — 2cos(x — y)

Dakle,
(1) ’cos(x —1y) =cosxcosy + sinx siny‘

(34)

Pre svega, napomenimo da (1) vazi za svaka dva realna broja, jer ako su xg, yo € [0, 27], onda

za proizvoljne realne brojeve

r=x9+ 2kw, y=yo+2mnw, k,km €€ Z
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imamo iz
cos xg cos Yo + sin xg sin yo = cos(xo — Yo)
da je
cos(x — 2km) cos(y — 2mm) + sin(x — 2kx) sin(y — 2mn) = cos(x — y — 2(k — m) =),
odakle zbog periodi¢nosti funkcija dobijamo

cosxcosy + sinxsiny = cos(x — y) .

Iz prethodne formule mogu se pokazati i sledece tri formule:

(2) ’cos(a: 4+ y) =cosxcosy — sinmsiny‘

(3) ’ sin(x + y) = sinxz cosy + cosrsiny ‘

(4) ’sin(a: —y) =sinxzcosy — cosxsiny ‘

Doxkaz1: Koristeéi dobija se

cos(x +y) = cos(x — (—y)) = cosxcos(—y) + sinxsin(—y)

= cosxcosy —sinzsiny

0 ™
sin(z +y) = cos (2—(w+y)>:cos(<2—w>—y>
. ™ . ™ .
= cos|{ —= cosy + sin 5 —%|siny

= sinxcosy + cosxsiny

sin(x —y) = sin(x 4+ (—y)) = sinx cos(—y) + cos z sin(—y)

= sinxcosy — cosxsiny

IT NACIN: Odredi¢emo formulu za sin(a + 3). Neka je TAOB = ai <BOC = 3 (Slika 38).
Uzmimo proizvoljnu tacku P na polupravoj OC), i spustimo normale iz tacke P na polupravu
OA i OB, dobijajuéi tako tacke M i N. Neka je S tacka preseka duzi PM sa polupravom
OB. 1z tacke N povucimo normalu na polupravu OA i neka je tactka @ podnozje te normale.
Iz tacke N takodje povucimo normalu na pravu PM i neka je tacka R podnozje te normale.
Pre svega, primetimo da iz pravouglih AOM S i APSN, kako su unakrsni uglovi <OSM i
<{PSN jednaki, sledi da je i @ = <SOM = <SPN. Tada je iz pravouglog AOQN

. |QN]|
sina = ,
|ON|
iz pravouglog AONP je
|ON| : |NP]|
cosB3 = ——, ing=——-
|OP)| |OP|
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Slika 38: Sinus zbira dva ugla

RP
i iz pravouglog ANRP je cosa = ||]VP|| , tako da se dobija
: |MP| _ |[MR|+|RP| _[QN| |RP]|
sin(a + 3) = =
|OP| |OP| |OP| |OP|

QN| [ON| | |RP| |NP|
|ON| |OP]| |INP| |OP|
= sinacosB + cosasing.

Analogno prethodnom, iz dobijene formule mogu se dobiti formule (4), (1) i (2) za

sin(a — B), cos(a + B), cos(a — B).

’ PRIMER 10.1. ‘ Izracunati sin 75°.

RESENJE.
sin 75° = sin(45° + 30°) = sin45° cos 30° + cos 45° sin 30°
vz V3 v2 1 V2341
2 2 2 2 4 '
’ PRIMER 10.2. ‘ Izracunati cos 47° sin 17° — sin 47° cos 17°.
RESENJE.
1
cos47°sin17° — sin47° cos 17° = sin(17° — 47°) = sin(—30°) = —sin 30° = —3 X
. T T, 11 .
PRIMER 10.3. ‘ Ako je 3 <a<ma+ = 3 icosa = 13’ izracunati sin 3.
~ . 7r .
RESENJE. Kako je B8 = 3 a, to je
] ] ™ L. T T, 3 1
sin@=sin|—- —a) =sin—-cosa —cos — sina = — -cosa — — - sin«
3 3 3 2 2

73 DR JELENA MANOJLOVIC, PMF U NiSu



ELEMENTARNA MATEMATIKA 1 Adicione formule

11
Iz cosa = —— imamo
13
. 9 o 121 48
sin“a=1—cos“a=1— —=——
169 169
4v3 ™ 4v3
odakle je sina = =+ i kako je 2 <a<m tojesina = 13 Sada je

sin8=—:(——
p 2 13

10.2. TANGES I KOTANGES ZBIRA I RAZLIKE

C s . sin x sin
sin(x +y) sinzcosy+cosxsiny o T cosz

tg(z +y) =

cos(x +vy) <cosxcosy—sinxsiny 1— singp Z:;Z

tgx +tgy
tgx — tgy . . .
(6) tg(:p—y):m, zF£St+km,y#Fst+km,x—y#5+knm, ke’
ctg(z + y) = cos(z + y) _ coszcosy — sinxsiny _ e Z?j;’ -1
. . . COs
sin(x + y) sinx cosy + coszsiny Sinz + e
ctgx-ctgy — 1
(7) ctg(z +y) = ctgz + ctgy ) xF#km, y#Zkm,x+yF#kr, kEL
ctgx - ct +1
(8) |ctg(x —y) = ftgy_ifgw , wkm yFkmae—y#kr, kel

10.3. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE DVOSTRUKOG ARGUMENTA

Ako u (2) i (3) stavimo da je ¢ = y dobija se:

(9) ’sin 2x = 2sin:ccosm‘
(10) ’cosZac:cos2a:—sin2x‘
2tgx ™ ™
(11)  |tg2e=-—"20_ 22 4kl kez
1—tg?x 4 2
ctg?x — 1 7r ™
12 ctg2r = —— r#—+k—, ke’
(12) g sctgs NI
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T 0y 4 5
’PRIMER 10.4.‘Ak0 je 5 < a<m, 5 < B < 7 sina = = cos 3 = 13’ izrac¢unati
cos(2a — ).
RESENJE. cos(2a — 3) = cos2a - cos 3 + sin 2« - sin 8
9 . o 16 9 g 3
cos"’a=1—sin“a=1——=— A —<a<mwT = cosa—=——
25 25 2 5
n?g 1 2 B _ M m  gnpe B2
sin =1—cos“a=1— — = — — s sin8 = —
169 169 2 13’
) s 9 16 7
cos2a =cos“a—sin“oao = — — — = ——
25 25 25
) ) 4 3 24
sin2a = 2sinacosa=2:-—-: | —— | = ——,
5 5 25
7 5 24 12 253
cosa—-p[B)=——:—|——= - —=——.
25 13 25 13 325
. T 27 4
PrRIMER 10.5. ‘ Izrac¢unati cos — cos — cos —
7 7 7
RESENJE:
. T ™ 27 4w 1 ., 27w 2w 4
- - . sin — cos — cos — cos — — sin — cos — cos —
COS — COS — COS — = 7‘.7 7 _ 2 7 ﬂ.7 7
7 7 7 sin — sin —
7 7
1 | 4w 4 1 . 8=« . ™
— sin — cos — — sin — 1 S ™+ =
_ 4 7 7 _ 8 7 _ L. 7
- . T - . T T g . T
sin — sin — sin —
7 7
iy
1 — Sin — 1
= . = . K
8 sin — 8
7
PRIMER 10.6. | Izra¢unati sin 10° sin 50° sin 70°.
RESENJE:
sin 10° sin 50° sin 70° = co0s(90° — 10°) cos(90° — 50°) cos(90° — 70°)

sin 20° cos 20° cos 40° cos 80°

sin 20°

= cos 80° cos 40° cos 20° =

1 sin40° cos 40° cos 80° 1 sin 80° cos 80°

2 sin 20° T4 sin 20°
1

sin160° 1 sin(180° —20°) 1 sin20° 1 .
8 sin20° 8 sin 20° 8 sin20° 8
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1 3
]PRIMER 10.7. \ Izracunati —; — v3 .
sin 10° cos 10°

RESENJE:
1 V3 cos 10° — /3 sin 10° 9 %cos 10° — ? sin 10°
sin 10° cos10° sin 10° cos 10° o sin 10° cos 10°
9 sin 30° cos 10° — cos 30° sin 10° 0 sin(30° — 10°) 4 X
o sin 10° cos 10° o % sin 20° o
T
10.4. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE ARGUMENTA 5
Kako je
2 2T
sin 4+ cos®“ — =1
i iz identiteta (10) je
9 T .o T
cos® — —sin“ — = cos2 - — = cos<x.
2 2 2
Sabiranjem i oduzimanjem ovih jednakosti dobija se
T 1+ cosx x 1 —cosx
(13) cos? - = ——— SinZ= e
2 2 2 2
Iz (13) kako je
¢ T sin% ¢ T cos%
g = ’ ctg — = —
2 cos% 2 sm%
imamo
(14) t2$ 1—cosx £+ 2k t2$ 1+ cosx £ 2k
—=—, T ET T (¢ —=—, = T
2 2 1—|—cos:c’ . 2 1—cosz’
. 3 12 R s 2 «a
’PRIMER 10.8. ‘ Akojem < a < - sina = 13 izraCunati sin — i cos 2
RESENJE:
9 . 2 144 25 37 5
cos“a=1—sin“"a=1——=— AN " <a< — — cosa—=——
169 169 2 13
. g & 1 —cosa 1—|—% 9 T « 3 .« 3 3v13
sin® — = = =— N < —"X<<— = sin—=—— =
2 2 2 13 2 2 4 2 V13 13
5 1+ cosa 1— 153 4 ™ «a 3 « 2 2v13
cos” —~ = = =— N -—"< =< — = cos— = — = —
2 2 13 2 2 4 2 V13 13
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10.5. TRANSFORMACIJA PROIZVODA TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA U ZBIR I RAZ-

LIKU

Formule za transformaciju proizvoda trigonometrijskih funkcija u zbir i razliku dobijaju se sabi-
ranjem ili oduzimanjem adicionih formula (1)-(2) odnosno (3)-(4). Naime, sabiranjem adicionih

formula

sin(x +y) = sinxcosy 4 cosxsiny

sin(x —y) = sinxcosy —coszsiny

dobija se

1
(15) sinx cosy = E(Sin(a: + y) + sin(z — y))

Sabiranjem adicionih formula

cos(x —y) = cosxzcosy -+ sinxsiny

cos(x +y) = cosxzcosy —sinzsiny

dobija se

1
(16) oD UOR = (cos(z + y) + cos(z — y))

a oduzimanjem imamo

(17) sinzsiny = ;(cos(m —y) — cos(z + y))

’ PRIMER 10.9. ‘ Izracunati sin 20° sin 40° sin 80°.

RESENJE:

sin 20° sin 40° sin 80°

1 1 1
—(c0s 20° — cos 60°) sin 80° = 2 sin 80° cos 20° — 1 sin 80°

2

1 . o e 1

1 (sin 100° 4+ sin 60°) — P 80

1 1 V3

— (sin 100° — sin 80° -, XY

4 ( )+ 4 2

1 3

1 (sin 100° — sin(180° — 100°)) + \g_

1 3 3
 (sin100° — sin100°) + ‘g_ _ ‘g_, R
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2 4T 67
’PRIMER 10.10.‘IzraéunatiC:cos7—|—cos7—{—cos7.
RESENJE:
C 1 . T 27T+ . T 47r+ . T 67
= sin — cos — -+ sin — cos — -+ sin — cos —
sin ~ 7 7 7 7 7 7
7
1 <_37r _7r+.57r _37r+,77r _57r>
= sin — — sin — + sin — — sin — + sin — — sin —
2sin ~ 7 7 7 7 7 7
7
1 < . 7r> 1 2
= —sin— | = ——.
2si1r1z 7 2
7

. T 3 % . )
’ PriMER 10.11. ‘ Pokazati da su cos = cos - cos 3 koreni polinoma

P(x) = 823 — 42? — 42 + 1.
RESENJE: Kako je

T 67 3 47 57 27
i =COS— = —COS—, £y — COS— =— — COS —, I3 — COS — — — COS —
7 7 7 7 7 7

pokazac¢emo da vazi

" n 67 4 27 1 4 b (35)
£r xXr rg = —COS— —COS— —COsS—= — = — = ——
troemEs 7 7 7 2 8 a

1 4 c
T1T2 + T2T3 + 3T = —; = —= = — (36)

2 8 a

iy 27 47 1 d (37)
I1X2T3 = COS —COS — COS — = —— = ——
1528 7 7 7 8

odakle zaklju¢ujemo da su x1, €2, x3 koreni polinoma
P(x) —ard+bx’+cx+d, a=8b=—-4,c=-4,d=1
Jednakost i vaze iz Primera 10.10. i Primera 10.5. Jednakost sledi iz

™ 3 3 57 57 ™
2<cos — cos — + cos — cos — + cos — cos —)
7 7 7 7 7

7
47 n 27 " 87 n 27 n 6T n 47
= cos— + cos — + cos — + cos — + cos — + cos —
7 7 7 7 7 7

0 27 P 47 n (2 671') n 67

= cos — cos — + cos( 2w — — Ccos —
7 7 7 7

2( 27 n 4T n 671') 1 &

= cos— +cos— +cos— ) = —1.
7 7 7

10.6. TRANSFORMACIJA ZBIRA I RAZLIKE TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA U PROIZVOD

Ako su u formulama (15), (16) i (17) zameni * + y = a« i € — y = 3, odnosno « = O‘T"'B,
Yy = O‘T_'B, dobijaju se formule za transformaciju zbira i razlike trigonometrijskih funkcija u

proizvod:
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(18) sina+sinﬁ:2sina;ﬁcosa;ﬂ
(19) cosa—l—cosﬁ:2cosa;—ﬁcosa;ﬂ
(20) cosa —cosf3 = —2 sina+ sina_ﬁ
2 2
Iz formule (18) zamenom (3 sa —3 dobija se
(21) sina—sinﬁ=2cosa+ﬁsina_ﬁ
2 2
Iz formula (18) i (21) dobijaju se i formule
™ ™
= B +a—-p 9 (a+P)
(22) sin a + cos B = sin a + sin (2 — B) = 2 sin 5 cos 5
>—(@+B) —+a-p
23 sina — cos 3 = sina — sin I—,B — —2 sin 2 cos 2
p 2 2 2

T 3T
’ PRIMER 10.12. ‘ Pokazati da su cos 5 cos 5 koreni kvadratne jednacine 4% —2x—1 = 0.

. T T . 1 1
RESENJE: Pokazacemo da za 1 = cos —, 3 = cos — vazi 1 + T3 = > iaxy - X = e
odakle prema Vijetovim formulama (Teorema 2.1), sledi da su 1, x2 koreni date kvadratne
jednacine. Zaista,

. T T 27 . 27 27
. 3 - 27 sin — + cos — - cos — sin — - cos —
cos— +cos— = 2cos—-cos— =2 5 5ﬂ_ 5 _ 5 7 5
5 5 5 5 sin — sin —
5 5
4w sin(w—ﬂ) T
B Sln? 5 Slng 1
- . T K - . 71-—53
2sin — 2 sin — 2 sin —
5 5 5
T 3 1 47 27 1 . T 27 . T 4
cos—+:cos— = — (cos— 4+ cos — = — sin — cos — -+ sin — cos —
5 5 2 5 5 2sin — 5 5 5 5
5
. T
1 ( 3w .o . 5w . 37r> Smg 1
= 7 (sin— —sin— +sin — —sin — | = — = ——.
4sing 5 5 5 5 4 sin — 4
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_ sin 100° 4+ cos 50°
PRIMER 10.13. ‘ Izracunati

cos 200°
RESENJE:
sin 100° <+ cos 50° _ sin 100° 4 cos(90° — 40°) _ sin 100° 4 sin 40°
cos 200° o cos 200° o cos 200°
2 sin 70° cos 30° _ sin 70°
"~ cos(180° +20°)  —cos20°
sin(90° — 20° cos 20°
cos 20° cos 20°
_ sin 85° cos 75° + sin 15° cos 25°
PRIMER 10.14. ‘ Izracunati - .
sin 50° — cos 20°
RESENJE:
sin 85° cos 75° + sin 15° cos 25° 1 sin 160° 4 sin 10° 4 sin 40° 4 sin(—10°)
sin 50° — cos 20° 2 sin(90° — 40°) — cos 20°

1 sin 160° + sin 40° _ 1 2sin 100° cos 60°
2 cos40° — cos20° 2 —2sin 30° sin 10°

_ 1sin100° 1 sin(90° + 10°)
2 sin10° 2 sin 10°

_ 1 sin 10° _ 1

~ 2sin10° 2
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]11. INVERZNE TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

Inverzne trigonometrijske funkcije nazivaju se ciklometrijske ili arkus funkcije.

(i) Arkus sinus. Funkcija f : R — [—1,1], f(«) = sinz nije bijekcija, pa njena inverzna
funkcija ne postoji. Na primer, svi brojevi oblika — + 2kw, k € Z preslikavaju se ovom
funkcijom u broj 1, sto znaci da funkcija f nije injektivna. Medutim, posmatrajmo restrikciju
T T
funkcije f na [—5, 5}, tj. funkciju
7r 7r . .
fi: [—5, 5} — [-1,1], gdeje fi(x) =sinz.
iy
Funkcija fi je strogo rastuéa (injektivna) i neprekidna na [—m /2, w/2]. Kako je sin(—§> =
Ly
—1, sin 5= 1, prema Teoremi 1.7. zakljucujemo da je fl([—Tr/2,7r/2]) = [—1,1], tj. f1je
surjektivno preslikavanje. Dakle, prema Teoremi 1.8., postoji inverzna funkcija f; L, [-1,1] —
T T
[—5, 5], strogo rastuca i neprekidna na [—1, 1], koja se oznacava sa F'(x) = arcsin x.

Grafik funkcije y = arcsin & simetrican je grafiku funkcije f1 u odnosu na pravu y = x (slika

(a))-

b ¥
v = Arcsinx 7 // ¥ = Arccosx
?EJ'Z ————————— v T
_ / % yex
y=x '
L G
// 3 : mif2
- 1w
y : 2 I—»x
: L -1 1 !
] |
// S '
PO
I —
,/ 2

Slika 39: Grafik funkcije y = arcsinx i y = arccos

Prema svojstvima uzajamno inveznih funkcija f1 : X = Y, fi': Y — X, X = [—-7/2,7/2],
Y = [—1, 1], sledi da je fl_1 ofi=ixif1o fl_l = 1y, odnosno vaze jednakosti:

T T
], sin(arcsinz) =z, x € [—1,1].

arcsin(sinz) =z, =z € [_E’ 3
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TEOREMA 11.1. Funkcija F : [—-1,1] —» [—7 /2,7 /2], F(x) = arcsinx je neparna,
tj. vazi
arcsin(—z) = —arcsinz, « € [—1,1].

DOKAZ: Za proizvoljno & € [—1, 1], ozna¢imo sa arcsin ¢ = «. Tada prema definiciji funkcije
arcsinz je a € [—m/2,7/2] i sina = x. Tada je

arcsin(—x) = arcsin(— sin a) = arcsin(sin(—a)), (38)
Ali kako je —a € [—m /2,7 /2], to je prema definiciji arcsin(sin(—a)) = —a, §to zajedno sa
daje
arcsin(—z) = —a = —arcsinz. N

Grafik funkcije F(x) = arcsin « prikazan je na Slici[B9}(a). Osnovna svojstva funkcije F(x) =
arcsin x su:

e funkcija F' definisana je za svako x € [—1,1];

e funkcija F' je neparna;

e F(x) >0zax € (0,1]1 F(x) < 0zaxz € [—1,0);
e x = 0 je nula funkcije F1

e funkcija je strogo rastuca na [—1,1] (prema T.1.6.).

’PRIMER 11.1. ‘ Nacrtati grafik funkcije y = 1 (x) = arcsin(sin x).

RESENJE. Funkcija 1 je definisana na R i periodiéna je sa periodom 27, jer je ¥ (x + 27) =
1 (x). Zato je dovoljno odrediti grafik funkcije na segmentu [—m /2, 37 /2].

Ako je —m/2 < x < 7 /2, onda je (x) = arcsin(sinz) = = .

y=arcsin(sin x)

—71'/2 0

Slika 40: Grafik funkcije y = arcsin(sin x)
Zaw/2<x<3m/2je—7/2<x—7m<m/2 paje

arcsin(sin(z — 7)) =« — w.
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S druge strane, sin(x — w) = —sin(m — ) = —sinx i zato je zbog neparnosti funkcije
arcsinx

arcsin(sin(x — 7)) = arcsin(—sinz) = — arcsin(sin x),
Dakle, x — m# = — arcsin(sinx) za x € [7/2,37/2].

Konacno, imamo da je

™
y = arcsin(sinz) = 7;2 (39)

(ii) Arkus kosinus. Funkcija
g1:[0,7] = [-1,1], gi(x) =cosz, = € [0, ]
je strogo opadajuéa (injektivna) i neprekidna na [0, 7]. Kako je cos0 = 1,cos m = —1, prema
Teoremi 1.7. je g1([0,7]) = [—1,1], odnosno g1 je surjekcija. Prema tome, prema Teoremi
1.8., postoji inverzna funkcija
G:[-1,1] — [0,7], G(x) = arccosz, x € [—1,1]

koja je takode strogo opadajuéa i neprekidna na [—1,1].

Prema svojstvima uzajamno inveznih funkcija g1 : X - Y, G :' Y — X, X = [0, 7],
Y =[—1,1], sledi da je G o g1 = ix i g1 © G = iy, odnosno vaze jednakosti:

’arccos(cos x) =z, =€ ][0,7], cos(arccosxz) =z, x € [—1,1] ‘

Grafik funkcije y = arccos x prikazan je na Slici B9}(b). Osnovna svojstva funkcije G(x) =
arccos x su:

e funkcija G definisana je za svako ¢ € [—1, 1];

e funkcija G nije ni parna ni neparna, ve¢ vazi (videti Teoremu 11.2.)

arccos(—x) = m — arccos x

e funkcija G je pozitivna za svako € [—1,1)
e nula funkcija G jex =1

e funkcija je strogo opadajuéa na [—1,1] (prema T.1.6.)

TEOREMA 11.2. Za svako x € [—1,1] vaZe jednakosti:
arccos(—x) = m — arccos x, (A)

arcsin ¢ 4+ arccos x = . (B)
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DOKAZ: (a) Za proizvoljno & € [—1, 1], oznatimo sa arccosx = «. Tada prema definiciji
funkcije arccosx jecosa =z, 0 < a < . Onda je 0 < 7 — a < 7, tako da je

arccos(cos(m —a)) =7 — .
Kako je cos(m — a) = — cos a = —x, dobija se
arccos(—x) = ™ — @ = T — arccos .
Ovim je formula (A) dokazana.

(b) Za proizvoljno € [—1,1], oznac¢imo sa arcsinz = «. Tada prema definiciji funkcije
arcsinz jesina =z, —7/2 < a < 7/2. Onda je 0 < /2 — a < , tako da je

arccos(cos(w/2 —a)) =7/2 — «
Kako je cos(m/2 — a) = sina = x, dobija se

0 0 ]
arccos ¢ = 5 a = 5 arcsin .

Ovim je i formula (B) dokazana. W

3
’PRIMER 11.2.‘ Odrediti arccos(sinx) ako je w < x < ?ﬂ-

~ . . . 7r .
RESENJE. I naéin: Imamo da je arccos(sinx) = arccos <cos (2 — m)) Ako stavimo da

jey = g—:zz, kako je —m < g—w < —g, treba odrediti arccos(cosy) za — 7w < y < —m/2.
Kako je 0 < y + 7 < 7/2, imamo da je
arccos (cos(y + 7)) =y + .
Sa druge strane je
arccos(cos(y + m)) = arccos(— cosy) = w — arccos(cos y) .

Dakle,
7 — arccos(cosy) =y + 7 = arccos(cosy) = —y

za — < y < —m /2. Konaéno,

™
arccos(sinx) = arccos(cosy) = —y = — 5

T
IT nac¢in: Imamo da je arccos(sinx) = 5~ arcsin(sin «). Odredi¢emo zato arcsin(sin x)
3T . T
zaw < x < 5 KakOJeOSx—WSE,lmamo

x — m = arcsin(sin(x — w)) = arcsin(sin(— (7 — x))) = arcsin(— sin(7w — x))
= — arcsin(sin(m — x)) = — arcsin(sinz).
Dakle, za x € [mw, 37 /2], je arcsin(sinx) = m — x, odnosno

™
arccos(sinx) = 3 (m—x) =x — X

E .
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3
’PRIMER 11.3.‘ Odrediti arcsin | cos x| ako je m < x < o

. 3T .
RESENJE. Zanw < x < o imamo da je
S = arcsin | cos | = arcsin(— cos ) = — arcsin(cos ).

I naéin: Kako je
T
arcsin(cos ) = arcsin <sin <2 — m)) ,

™
ako stavimo da je y = — — x, uzvesi u obzir da je —7w < w/2 — x < —x/2, treba odrediti

arcsin(siny) zay € [—m, —7/2]. Kako je 0 < y + 7 < 7/2, imamo da je
y + m = arcsin (sin(y + 7)) = arcsin(— siny) = — arcsin(siny) .

Dakle,
arcsin(siny) = —y — =

za — < y < —m /2. Konaéno,

™ 3w
S = arcsin | cos | = — arcsin(sin y) :y—|—71':§—£13—|-71'=?—33.

IT naéin: Kako je

. g
arcsin(cosx) = 3~ arccos(cos x) ,
., 0 . ™ .
odredi¢emo arccos(cosz) zaw < & < —. Kakoje0 <z — 7 < 2 imamo

x — w = arccos(cos(x — w)) = arccos(cos(mw — x)) = arccos(— cos )

= m — arccos(cos ).

T
Dakle, arccos(cosx) =27 —xzaw < x < o a konacno

. . T 0 3
S = arcsin | cos x| = — arcsin(cos ) = arccos(cosx) — 5= 2w —x — 3= 5 — % X

TRIGONOMETRIJSKE JEDNACINE

e Ako je |a| > 1, jedacina sin x = a nema reSenja.
e Ako je |a| < 1, skup resenja jednacine sinx = a je

x € {arcsina + 2kw : k € Z} U {w — arcsina + 2kw : kK € Z}.
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—_
—_

,,,,,, a >
[ I
| m-argsina, | i
i arcsi:n a arcélcos a
i i > i .
A 0 1 A 0 R
—arcgos/a
1

Slika 41: (a) reSenja jednacine sinx = a; (b) resenja jednacine cos ¢ = a;

e Ako je |a] > 1, jedacina cos * = a nema resenja.
e Ako je |a|] < 1, skup resenja jednacine cosx = a je:

x € {arccosa + 2km : k € Z} U {—arccosa + 2kw : k€ Z}.

\

‘PRIMER 11.4. ‘ Odrediti sva reSenja jednacine sinx = —1/3 na [—3m, —7].

RESENJE. Skup resenja jednacine sinx = —1/3 je
1 1
{x = arcsin (—3) + 2k, k€ Z} ] {x = 7 — arcsin (—3) + 2km, k € Z} s

odnosno

1 1
{:13 = arcsin (—3> + 2km, k € Z} U {ac = 7 + arcsin 5 + 2k, k€ Z} .

Trazimo resenja koja pripadaju segmentu [—3m, —7|. Kako je prema definiciji arcsin (—%) (S
[—7/2,0], jedno trazeno resenje dobijamo iz prvog skupa resenja za k = —1 1 to je
) 1 1 57
ry = arcsin| —— ) — 2w = —arcsin—- — 2w € |———, —27]| .
3 3 2

S druge strane, kako je prema definiciji @ 4+ arcsin % € [m,3m/2],
n .1 o € o " .1 dm € 3 5T
7 + arcsin — — 27 —m,——| 1 @+ arcsin — — 4w -3, ——
3 T2 3 2]
drugo trazeno reSenje dobijamo iz drugog skupa resenja za k = —2 i to je

1
Tro = arcsing —3r. X
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TEOREMA 11.3. Za realne brojeve z,y € [—1,1], je
arcsin x 4+ arcsiny

arcsin(:c\/l —y2 +yv1 —:1:2), zaxy < 0ili 22 +y2 < 1;
= w—arcsin(m\/l—y2—|—y\/1—:132), zax >0,y >0ix?+y? > 1;
—w—arcsin(w\/l —y2 +yv1 —332), zax <0,y <0ixz?+y?>1.

DokAz: Neka je arcsinx = «, arcsiny = 3, o, 3 € [—7/2,7/2]. Tada je sina = =z,
sin 3 = y. Pored toga, kako su cosa > 0icos(3 > 0, to je cosa = v/1 —x2 icos3 =

/1 — y2. Dakle,
sin(a + ) = sinacos 3 + cosasin3 = z/1 — y2 + y/1 — x2

odakle je
arcsin(sin(a + 3)) = arcsin(w\/ 1—y?24+yv1l-— w2) . (40)

Kako je a 4+ 3 € [—m, ], mozZe se pokazati da je

a+ B, a+pBe€[-n/2,7/2];
arcsin(sin(a + 8)) =< w—(a+0), a+p8E€|[n/2,x]; (41)
—m—(a+p), a+pE€[-m —m/2].

Naime, jasno je da za e + 3 € [—7w/2,m/2] vazi arcsin(sin(a+ 3)) =a+ 3. Zaa+ 0 €
[7/2,7] je (a +B) — 7 € [—7/2,0], tako da je

arcsin(sin((a + 8) — 7)) = (a + B) — m,
dok je sa druge strane

arcsin(sin((a + 8) — w)) = arcsin(—sin(w — (a + 3)))
— arcsin(sin(ﬂ' —(a+ B))) = — arcsin(sin(a + ,3))

Dakle,
arcsin(sin(a+ 8)) =7 — (a+8), a+pB€ [r/2,n].

Slicno, za & + B € [—m, —7/2] je o + B + 7 € [0,7/2], tako da je
arcsin(sin(a + 8+ 7)) = a + B+ m,
dok je sa druge strane
arcsin(sin(m + (a + 8))) = arcsin(— sin(a + 8)) = — arcsin(sin(a + 3)) .

Dakle,
arcsin(sin(a 4+ 8)) = —v — (a + 8), a+pB € [-7w,—7/2].

Pokazacemo da je
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o a+pB€[-n/2,7/2] za zy <0, ili 2 + y2 < 1;

o a+pBe(n/2,m]zax >0, y>0, 22+ y? > 1;

o a+pBe[-m—7/2)zar <0, y<0, 22 +y2>1,
tako da trazeno tvrdenje sledi iz i . Razlikujemo slucajeve:

. (1): @ >0,y>0,2%+y> <1
(1)a;>0,y>0—>{ (i2): >0,y >0,22+y>>1
(i) z<0,y>0

(iii-1): <0,y <0,z2+y2<1

(iii) a:<07y<0_>{ (iii-2) : <0,y <0,z>+y*>1

(iv) 2>0,y<0

Ako jex < 0,y > 0, onda je « € [—7/2,0] 1 B3 € [0,7/2], odnosno o« + B €
[-7/2,7/2]. Dakle, zaxy < 0jeax+ B € [—7/2,7/2].

Ako jex > 0,y < 0, onda je @ € [0,7w/2] i B € [—7/2,0], odnosno o« + B €
[-7/2,7/2]. Dakle, zaxy < 0jeaa+ B € [—7/2,7/2].

Akojear: >0,y >0iz2+y% <1, ondajec € (0,7/2],B8 € (0,7/2]ia+8 € (0,].
Takodje,

2

sinfa=22<1—-—y?=cos?3 = sina = |sina| <|cosB| = cospg,

2

sin?B=9y?*<1—-—2®>=cos’a = sinB = |sing@| < |cosa| =cosa,

jer su a, B € (0,7/2]. Kako je cosa > 0 isina > 0, dobija se
cosBcosa > sinacosa > sinasin3,

odnosno

cos(a + B) = cosacos B —sinasin3 > 0.
Kako je a + 3 € (0, 7] i cos(a + B) > 0, zakljucujemo da je o 4+ 3 € (0, 7/2].
Akojem >0,y >0iz2+y? > 1,ondajea € (0,7/2],8 € (0,7/2]ia+3 € (0,n].
Pored toga, kako je 2 4+ y? > 1, imamo

2

sinfa=x22>1—-y?*=cos?’B3 = cosB =|cosB| < |sina| =sina,

sin?B=9y*>1—-2®>=cos’a = cosa=|cosa| < |sin3| =sing.
Kako je cosa > 0 i sina > 0, dobija se

cosBcosa < sinacosa < sinasin 3,
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odnosno
cos(a+ ) = cosacosB —sinasing < 0.

Kako je a 4+ 8 € (0, 7] i cos(a + B) < 0, zakljuCujemo da je a« + B € (7 /2, 7).
(iii-1) | Ako jex < 0,y < 0i 22 4+ y2 < 1, onda je @ € [-7/2,0), B € [—7/2,0) i
a + B € [—m,0). Takodje,

2

sinfa=22<1—-—y?=cos’3 = —sina=|sina| < |cosB|= cosp,

2a = —sinB =|sinfB| < |cosal| = cosa,

sin? 3 =9y% <1— 22 = cos
jer su a, 3 € (0,7/2]. Kako je cosa > 0 1isina < 0, dobija se
cosfBcosa > (—sina)cosa > (—sina)(—sin3),

odnosno
cos(a+ B) = cosacosB —sinasing > 0.

Kako je a« 4+ 3 € [—m,0) i cos(a + B) > 0, zakljuCujemo da je a« + B € [—7/2,0).

(iii-2) | Ako jex < 0,y < 0i 22+ y2 > 1, onda je @ € [-7/2,0), B € [—7/2,0) i
a+ B € [—m,0). Kako je 2 + y? > 1, imamo

cosf =|cosB| < |sina|] = —sina i cosa = |cosa| < |sing8| = —sinfg,
odakle je, uzevsi u obzir da je cosa > 0isina < 0
cosacos 3 < cosa(—sina) < (—sin3)(— sin a),

t.
cos(a+ ) = cosacosB —sinasing < 0.

Kako je a« + 8 € [—m,0) i cos(a + B) < 0, zakljuCujemo da je ax + B € [—7,7w/2). R

TEOREMA 11.4. Za realne brojeve z,y € [—1,1], je
arccos T -+ arccos y

_J arccos(zy — /1 — y2v1 — 22), za x + 1y > 0;
o 27'r—arcc0s(acy—\/1—y2\/1—:c2), zax—+y<O0.

\. J

DoOKAZ: Neka je arccosx = a, arccosy = 3, a, 3 € [0,w]. Tadajecosa =xicos =y
ia+ 3 € [0,2w]. Pored toga, kako su sina > 01isin3 > 0, to je sina = v/1 —x? i

sin 3 = /1 — y2. Dakle,

cos(a + B) = cosacos 3 —sinasin 8 = zy — V1— 221 —y2

odakle je

arccos(cos(a + 3)) = arccos (azy —V1—a2/1—y2 ) . (42)
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Moze se pokazati da je

a + 3, a+ B € [0,n];

27 — (a+B), a+p3 € [r,27n]. (43)

arccos(cos(a + B)) = {

Naime, ako je &« + B8 € [0, ], prema definiciji je arccos(cos(a + 3)) = a + B. Ako je
a+ 3 € [m,27], bice (¢ 4+ B) — 7 € [0, ], tako da je prema definiciji

arccos(cos((a+pB) — ) = (a+B) — =«

arccos(cos((a + B) — w) = arccos(cos(mw — (a + 3))

= arccos(— cos(a + 3)) = m — arccos(cos(a + 3)) .
Prema tome,
arccos(cos(a + 3)) =27 — (a+ 3), a4+ B € [m,27].
Pokazacemo da je
o a+pB€el0,m]zax+y >0,

o a+pe(m2r|zac+y<O0,
tako da trazeno tvrdenje sledi iz i .

Nekajem+y20.
AkojeacZO,yZO, onda je a, 3 € [0,7/2], paje o+ 3 € [0, 7].

Akojex > 0,y < 0, onda iz * > —y > 0 sledi 2 > y2. Kako je a € [0,7/2] i
B € [7/2, 7], imamo o + B € [7w/2,37/2] i iz 2 > y? dobijamo

cos’a > cos?3 = |cosa| =cosa > |cosB| = —cospS.
1—sina>1-sin’3 = sin’a <sin?@ = |sina|=sina < |sin3| = sing,
Koristeéi da je cosa > 0 i sin a > 0, dobija se
sin 3cosa > sinacosa > sina(—cos3) .

Tada je
sin(a 4+ 3) =sinacos3 4+ cosasin8 > 0.

Prema tome, iz a4+ 8 € [7 /2,37 /2] i sin(a+ 3) > 0, zaklju¢ujemo da je o+ 3 € [ /2, 7].

Akojex < 0,y > 0,onda je a € [w/2,w] 183 € [0,w/2]iizy > —x > 0 sledi
y? > x2. Tadaje a+ B € [7/2,37/2] i iz y? > x2 dobijamo

|cosa|l = —cosa < |cosB| =cosB 1 |sina|l =sina > |sinB| =sing
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odakle se dobija da je cos Bsina > (— cos @) sin @ > (— cos a) sin 3, odnosno sin(a+3) >
0. za+ B € [r/2,3n/2] i sin(a + B) > 0, zakljutujemo da je a + 3 € [7/2, 7].

(ii) Ako je & 4+ y < 0, onda se posmatrajudi slucajeve:

(ii-1) z < 0, y < 0,

(ir2) <0,y >0,0< y < —x,
(ii-3) a>0,y<0,0< < —y,

na slican na¢in moze se pokazati da je a + 3 € (m,2x]. B

3 242
’ PRIMER 11.5. | Izraéunati arcsin o 2 arcsin ;/_

. 3 22
RESENJE. Neka je « = arcsin R 3 = arcsin ;/_ Tada je a, 8 € [0,7/2], odnosno

V3 2v/2

a—2p8€[—m,7/2]isina = 3 sin3 = 5 Dobijamo da je

2

cosa =+\/1—sin’a, a €[0,7/2] = cosa= 3’
. 2 1

cosf ==x4y/1—sin“a, B€[0,7/2] = cosﬂzg

4v2

7
cos 28 = cos? 3 —sin? 3 = ~9’ sin28 = 2sinBcos B = o
4
5v3

sin(a — 23) = sinacos 28 — cosasin28 = e (44)

odakle je

arcsin(sin(a — 23)) = arcsin <—

w?) 5v3

= — arcsin —— 45
. (45)

Da bi odredili @ — 23 iz ili ({45), odredimo najpre kom segmentu pripada taj broj. Kako
jea—208 € [—m,7/2] isin(a — 23) < 0, zaklju¢ujemo da imamo sledeée dve moguénosti:

(i) a—28€[—m,—n/2] ili (i1) a—208 € [—-7/2,0].

Da bi odredili da li vazi (i) ili (ii), odredjujemo da li je cos(ax — 2/3)

VA

0. Kako je

cos(a — 23) = cosacos23 + sinasin28 = — <0

°|S

zakljucujemo da vazi (¢), odnosno da je « — 28 € [—m, —7/2].

Do vrednosti o — 23 mozemo doéi na dva nacina - iz (44]) ili iz (45]) :
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I naéin: iz odredjivanjem arcsin(sin(a —208)) za a —28 € [—7,—7/2]. Zaa—28 €
[-7, —7/2], je o — 23 + 7 € [0, 7/2], tako da je prema definiciji

arcsin(sin((a —28) + 7)) = (a —28) + =«
i kako je sin(mw 4+ ) = — sinx imamo
arcsin(sin(7 + (o — 203))) = arcsin(—sin(a — 28)) = — arcsin(sin(a — 23))
odakle se dobija
( — 28) + m = —arcsin(sin(a — 28)) = arcsin(sin(a —28)) = —(a —28) — 7

Dakle,
5v/3 53

—(ax—28) — 7= —arcsinT = a—28= arcsinT — 7.
II naéin: iz trazeéi resenje jednacine sinx = —# na segmentu [—m, —m/2]. Prime-

timo da su sva resenja jednacine ({44]):

5v3
a—28 = arcsin(—\g/_> + 2kw V

5v3 543
a—28=m— arcsin(—\g/_> +2kn =7 —|—arcsin\9/_ + 2km, k € Z.

Trazimo onu vrednost e — 23 koja pripada segmentu [—7, —7 /2]. Kako je

) 5v/3 ™ . 53 3T
arcsin| -——| € |——,0|, w4+ arcsin—— € (7w, —| ,
2 9 2
trazeno reSenje dobijamo iz drugog skupa resenja jednacine za k = —1, jer je

5v/3 ™
7 + arcsin . — 27 € |:—7T, —2] .

. . 5V3
Dakle, dobijamo a — 23 = arcsin o 7. K

(iii) Arkus tanges. Funkcija
™

T
hy : (—5, 5) — R, hi(z) =tgwz,

T
je strogo rastuca (injektivna) i neprekidna na (—5, 5) Kako je

lim tgax=—o00, lim tgx = oo,
x——5+0 x—5—0
T
bijekcija, pa postoji inverzna funkcija

prema Teoremi 1.9. je hl((— )> = (—o0,400), odnosno hj je surjekcija. Dakle, hq je

T
H:R—)(—E,E), H(xz) = arctgx, = €R

koja je prema Toeremi 1.9. takode strogo rastucéa i neprekidna na R. Vaze jednakosti:

T
arctg(tge) =z, = € (—5, 5), tg(arctgx) =z, = € R.
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vy Ay
y=T42 y=n

> X \

Slika 42: Grafici funkcija y = arctgx i y = arcctgx

Grafik funkcije H () = arctg x, prikazan je na Slici Za funkciju H (x) = arctg x vazi:
e funkcija H definisana je za svako € R;
e funkcija H je neparna, tj. arctg(—x) = — arctg x za svako « € R;
e funkcija je negativna za & < 0, pozitivna za & > 0 i nula funkcije je = 0;
e funkcija je strogo rastu¢a na R (prema T.1.6.).
Dokaz neparnosti funkcije H je analogan dokazu Teoreme 11.1.
(iv) Arkus kotanges. Funkcija
ki:(0,7) > R, ki(x)=ctgez,
je strogo opadajuca i neprekidna. Kako je

li t = li t = -
Jim ctge = +oo, lim  ctge = —oo,

prema Teoremi 1.9. je k1((0,7)) = (—o0,+00), odnosno ki je sujekcija. Dakle, ky je
bijekcija, pa postoji inverzna funkcija

K:R— (0,7), K(x)=arcctgz, = €R

koja je prema Teoremi 1.9. takode strogo opadajuca i neprekidna na R. Vaze jednakosti:

’arcctg(ctg )=z, x=e¢€ (0,m), ctg(arcctgz) =z, x € ]R.‘

Grafik funkcije K (x) = arctgx, prikazan je na Slici Za funkciju y = K(x) = arcctgx

vazi:
e funkcija K definisana je za svako x € R;
e funkcija K nije ni parna ni neparna, veé vazi

arcctg(—x) = m — arcctg x;

e funkcija K nema nule i pozitivna je za svako * € R;

e funkcija je strogo opadajucéa (prema T.1.6.).
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TEOREMA 11.5. Za svako x € R vaZe jednakosti:
™

arctg x + arcctgx = 5’ (C)
arcctg(—x) = — arcctgx + 7. (D)
arctg(—z) = — arctgx. (E)

.

Dokaz Teoreme 11.5. analogan je dokazu Teoreme 11.1. i Teoreme 11.2.

TEOREMA 11.6. Za realne brojeve x,y € R, je
arctg x + arctgy

a3

arctg e 5 za xy < 1;
1—xy
r+y .

= arctg +m, zax >0,y >0izy > 1;

1—xy
r+y .

arctg —m, zaz < 0,y<O0izy>1.
1—xy

DoOKAZ: Neka je arctgx = «, arctgy = 3, a,3 € (—7/2,7/2). Tada je tga = =z,
tg B = y. Dakle,

tga+tgp T +y
t = =
gla+h) 1—tga-tgps 1—xy
odakle je
arctg(tg(a + B8)) = arctg £ty . (46)
1—xy
Kako je a 4+ 8 € (—m, ), moze se pokazati (pokazati !! - videti dokaz Teoreme 11.3.) da je
a+ 6, a+pe (—n/2,7/2);
arctg(tg(a+8)) = § (a+B) -7, a+pBe (n/2,7); (47)

(a+B8)+7, a+pBe(—m—m/2).

Pokazacemo da je
o a+pe(—n/2,7/2)zaxzy < 1;
o a+pe(rn/2,r)zax >0, y>0, xy > 1;
o a+pBe(—m,—7w/2)zax <0, y<0, xzy > 1,
tako da trazeno tvrdenje sledi iz i . Razlikujemo slucajeve:
e>oy>0m{ ) 220N 0TS
(i) 2 <0,y >0

(iii-1) : <0,y <0,zy <1

(111)CC<07?J<0_){ (ii-2) : <0,y <0,zy > 1
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(iv) 2>0,y<0
Ako jex < 0,y > 0, onda je @ € (—7/2,0] i 3 € [0,7/2), odnosno a + B €
(—m/2,7/2). Dakle, zaxzy <0< ljea+ 8 € (—n/2,7/2).

Ako jex < 0,y > 0, onda je « € (—7/2,0]i 3 € [0,7/2), odnosno o + B €
(—m/2,mw/2). Dakle,zazy <0< ljea+pB € (—7/2,7/2).

m Nekajex > 0,y > 0ixzy < 1. Tada je « € (0,7/2), B € (0,7/2), tako da je
a+ B € (0,7). Takode,

sin « cos 3

1
ry<1l AN y>0 = tga=xz< — =ctgp - .
Y cos « sin 3

Kako su a, 3 € (0,7/2), to je cosa > 0 1isin3 > 0, tako da se dobija
sinasin3 < cosacos3 < cos(a+3) > 0.
Dakle, iz a4+ 3 € (0, 7) i cos(a + 3) > 0, zakljucujemo da je @ + B8 € (0,7/2).

Nekajem >0,y >0izy>1. Tadajea € (0,7/2), 8 € (0,7/2)ia+ B € (0,).
Takode,

sin « cos 3

1
zy>1 N y>0 = tga=xz>— =ctgp - .
Y cos « sin 3

Kako su a, 3 € (0,7/2), to je cosa > 01isin3 > 0, tako da se dobija

sinasin3 > cosacos3 < cos(a+B) <0.
Dakle, iz a + 3 € (0,7) i cos(a + 3) < 0, zakljucujemo da je @« + 3 € (7w /2, 7).
Nekajex < 0,y < 0izy < 1. Tada je @ € (—m/2,0), B3 € (—7/2,0), tako da je
a+ 3 € (—m,0). Pored toga, imamo

sin « cos 3

1
ry<1l N y<0 = tga=x>-— =ctgp - .
Y cos « sin 3

Kako su a, 3 € (—7/2,0), to je cosa < 01isin3 > 0, tako da se dobija
sinasin8 < cosacos3 < cos(a+3) > 0.
Dakle, iz a 4+ 8 € (—m,0) i cos(a + 3) > 0, zakljuCujemo da je a« + B € (—7/2,0).
(iii-2) | Neka je ¢ < 0, y < 0ixy > 1. Tada je a € (—w/2,0), B € (—7/2,0) i
a+ B € (—m,0) iimamo

sin « cos (3

1
zy>1 N y<0 = tga=z< —=ctgf = - .
Yy cos « sin 3

Kako su a, 3 € (—m/2,0), to je cosa < 01isin3 > 0, tako da se dobija se
sinasin > cosacos3 < cos(a+3) <0.
Dakle, iz a + 3 € (—m,0) i cos(a + ) < 0, zakljucujemo da je a + 3 € (—m,—7/2). A
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2 1
’PRIMER 11.6. ‘ Izracunati arctg Bl + 2 arctg -

. 2 1
RESENJE. Neka je @« = arctg 'EE B = arctg - Tada je a, 8 € (0,7/2) i tgax = —,

1
tg 8 = - Kako je

2tg B 7

tg28 = =
&20 1—tg?23 24

9
dobija se

tga 4+ tg28 1 1
t 283) = = — tg(t 2 = tg —.
glat20)= ;oo R ls =5 = arcig(te(a+28)) = arctg

Da bi odreditili arctg(tg(a + 23)), odredjujemo interval kome pripada realan broj a + 283.
Naime, kako je 0 < a + 208 < 37/2 i tg(a 4+ 23) > 0, zaklju¢ujemo da imamo sledeée dve
mogucénosti:

(t) a+28€(0,7/2) ili (i1) o+ 28 € (7,37/2).

Da bi odredili da li vazi (i) ili (ii), dovoljno je odredili da li je sin(a + 23) < 0 ili da li je
cos(a + 28) < 0. Koristeéi formule

.2 tg? x 2 1
sin“e = ——, cos“z=-——"-—
14+tg2x 14+tg?x

idaje0 < a,B < m/2 (tako da je sina > 0,sin 3 > 0,cosa > 0,cos 3 > 0), dobija se

. 2 11 . 1 7
sina = ——, cosa=——, sinf=——, cosf=——
5v/5 5v5 p 5v2 p 5v/2
2 . 2 . . 2
= cos(a 4+ 23) = cosa(cos” 3 — sin“ 3) — sina(2sin Bcos B) = ﬁ

Kako je cos(a 4+ 23) > 0, zakljucujemo da vazi (i), odnosno da je 0 < e+ 23 < 7 /2, odakle
je arctg(tg(a + 28)) = a + 203. Dakle,

2 1 1
o+ 203 = arctg — + 2 arctg — — arctg —. X
+ 28 g11+ 87 g3

TRIGONOMETRIJSKE JEDNACINE

Skup resenja jednacine tgx = a, a € R, je

x € {arctga + km : kK € Z}.
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Slika 43: (a) reSenja jednacine tg x = a; (b) resenja jednacine ctg x = a;

Skup resenja jednacine ctgx = a, a € R, je

x € {arcctga + kmw : k€ Z}.

’PRIMER 11.7. ‘ Odrediti sva reSenja jednacine tg2x = —1/5 na (w, 37).

RESENJE. Skup resenja jednacine tg2x = —1/5 je

{23: = arctg (—;) + km, k€ Z} R

odnosno

{ ! oretg (= 1) + k" kez}
T = —arc —— — .
2 8\ 75 2’

Trazimo reSenja koja pripadaju segmentu (7,37w). Kako je prema definiciji arctg (—%) €
(—m/2,0), trazena resenja dobijamo za k = 3,k =4,k =51k = 61itosu

1 ¢ 1 +37r 1 ¢ 1 +37r c 3
r1 = — arc _— — = — — arc — e Ty —
1= arete | 7y 2 g MG T WA

Lo AN Lot Y ame (37
o = — arc —_— 7T = ——arc — 7T —_— s
2T QArete | Ty g AT 2’ ’

1 ¢ 1 +57r 1 ¢ 1_'_57rE 9 57
Irg = — arc _— — = — — arc — —_— Ty —
37 Qe Ty 2 g ey T "9 )

L oret L N Drcte 4 3re (2™ 3 =
rq4 = —arc _— 7T = —— arc — T — v .
47T arete | Ty g e g 2"’
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TEOREMA 11.7. Vaze sledeée veze izmedju invernih trigonometrijskih funkcija:

. a3
arcsinx = arctg Wirk xz € (—1,1) (48)
£ in cR (49)

arctg z = arcsin ——, «
. V1t a?

o

arccos ¢ = arcctg Wik x € (—1,1) (50)
i

arcctgx = arccos ——, ¢ € R o1
g Pk (51)

1
arctg x = arcctg o @ € (0, +00) (52)

. 1— x?

arcsin x = arcctg — = ° € (0,1) (53)

. 1
arcctg x = arcsin ﬁ, x € (0,4+00) (54)

V1 — x2

arccos x = arctg -, o E € (0,1) (55)

1
arctg & = arccos Wik x € (0,+00) (56)

DokAz: ([48): Jednakost ocigledno vazi za = 0. Neka je € (0,1). Oznacimo sa
arcsin x = a. Tada prema definiciji funkcije arcsin je sina = 10 < a < 7/2. Onda je

sin « T
tga = = = arctg(tg a) = arctg

x
V1 —sin?a V1 —z? V1—x2

Pored toga, kako je a € (0,7 /2), bi¢e arctg(tg o) = a, odakle sledi (48)).

Neka je x € (—1,0). Tada je y = —x € (0, 1), pa prema prethodno dokazanom vazi

—X

V1 — x?

arcsiny = arctg = arcsin(—x) = arctg

1—y2

xr

= —arcsinx = — arctg
1— x2

odakle sledi da vazi i za svako € (—1,0).

(49): Neka je € R. Oznac¢imo sa arctgx = «. Tada prema definiciji funkcije arctgx je
tga=xi1—7/2 < a < w/2. Ondaje

tg o T x

sina = = = arcsin(sin o) = arcsin ——.
V1i+tgZa V14 a? V1 + x2
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Pored toga, kako je a € (—m/2,7/2), bi¢e arcsin(sin &) = a, odakle sledi (49).
(50): Jednakost ocigledno vazi za = 0. Neka je € (0,1). Oznacimo sa arccos ¢ = a.

Tada prema definiciji funkcije arccosx je cosa = x i 0 < a < w/2. Onda je
cos T

V1—cos2a 1— z2

Pored toga, kako je a € (0,7 /2), bi¢e arcctg(ctg o) = a, odakle sledi ([50).

ctga = = arcctg(ctg a) = arcctg

1— 22

Neka je € (—1,0). Tada je y = —x € (0, 1), pa prema prethodno dokazanom vazi

—x
arccos(—x) = arcctg —— = ® — arccosx = T — arcctg ———
1— a2 1— a2
odakle sledi da vazi i za svako ¢ € (—1,0).
: Neka je * € R. Oznacimo sa arcctg x = «. Tada prema definiciji funkcije arcctg x je
ctga=xi0 < a <. Ondaje

ctga T T

= = arccos(cos a) = arccos ——.
V1i+ctgZa V1422 V1+ 22

Cosax =

Pored toga, kako je a € (0, 7), bi¢e arccos(cos ) = a, odakle sledi (51)).

(52): Neka je z € (0, 4+00). Oznacimo sa arctg = . Tada prema definiciji funkcije arctg =
jetga=xi0 < a < w/2. Onda je

1 1 1
ctga = —— = — = arcctg(ctga) = arcctg —.
tg o x T

Pored toga, kako je a € (0,7 /2), bice arcctg(ctg a) = a, odakle sledi (52).

Iz formula i sledi da vazi . Iz formula i sledi da vazi . Iz formula
i sledi da vazi . Iz formula i sledi da vazi . [ |

]12. HIPERBOLICNE FUNKCIJE \

Na trigonometrijskoj kruznici (slika[44} (a)) definisane su trigonometrijske funkcije sin a, cos a, tg o
realnog broja a za koji je duzina luka AC' jednaka o, kao duzine duzi BC, OB, AD, t;j.

|BC| =sina, |OB|=cosa, |AD|=tga.

Realan broj e mozemo iskazati i kao povrsinu Py, kruznog isecka COK :

7‘2

P,=— -2a0=a«.
kT

Analogno posmatrajuéi hiperbolu 2 —y? = 1, umesto kruznice % +4y? = 1, mozemo definisati
i hiperboli¢ne funkcije.

Naime, za dati realni broj wu, tacku C na hiperboli 2 — y? = 1 odredimo tako da je P, =
|u|/2 povrsina sektora COA odredjenog x—osom, hiperbolom i pravom OC (slika [44}(b)).
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1.' .
i cosh 1,5 (/

1 sinh 1,5

A B X

Slika 44: Definicija trigonometrijskih i hiperboli¢nih funkcija

Tada, definisemo hiperboli¢ne funkcije realnog broja u - sinus hiperboli¢ni, kosinus hiperboli¢ni
i tangens hiperboli¢ni sa:

sh u =|BC|, chwu=|0B|, thu=|AD|.

Dakle, ako je tacka A(1,0) i tacka C taéka hiperbole x? —y? = 1 takva da je povrina
oblasti COA jednaka |a|/2 (slika [45]), onda sh o definiSemo kao ordinatu tacke C,
dok ch a definiSemo kao apscisu tacke C, odnosno C(ch a,sh a). Ako je D tacka
preseka tangente hiperbole u tacki A sa pravom OC, onda tha definiSemo kao
duzinu duzi AD, odnosno thu = |AD)|.

Direktno iz definicije zaklju¢ujemo da vazi elementarno svojstvo - veza izmedu sh i ch a:

ch2a—sh?a=1.

Slika 45: Definicija hiperboli¢nih funkcija

Kada povrsinu Pp, izra¢unamo (npr. primenom odredjenog integrala ili dvostrukog intergrala),
dobijamo

o = =180+ (18O 1) = {1081+ 0B —1) = S T ET

odakle odredujemo duzine duzi BC, OB, AD, odnosno za hiperboli¢ne funkcije dobijamo izraze
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u eksponencijalnom obliku:

e —e
sh x = |BC| =
2
e +e™®
chx=|0B| = +
2
e’ —e™®
et 4+ e~ %

Iz prakti¢nih razloga, jednostavnijeg rac¢una, najcesée su funkcije sinus hiperboli¢éni, kosinus
hiperboli¢ni i tanges hiperboli¢ni definisane sa

et —e 7" et +e " e’ —e 7" sh
she=——, chex=——, thax = =
2 et + e ch x
Koriste se i oznake sinh«, coshx i tanhx. Grafici ovih funkcija y = shxz iy = ch«x

prikazani su na slici

wy

L)
— sinh(r
— g

o — T
15

-10

Slika 46: Grafici funkcijay =sh xiy =ch x

Po analogiji sa trigonometrijskim funkcijama definiSe se i kotanges hiperboli¢ni:

1 ch = e’ +e "
Cthw:thx:shw:e“’—e—“” z € RA {0}

Koristi se 1 oznaka coth x.

IZRACUNAVANJE POVRSINE Pj: Neka je C(a, v/a? — 1) proizvoljna tacka hiperbole % — y? =
1. Primenom odredenog integrala povrsina ABC (Slika [44}(b)) je

a
(1) PABC:/ vVx?2 —1dz,
1
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a trazena povrSina je

x P |0B| - |BC|

2 —=—=P, — P = —P .
(2) 5= 5 roBc — PaBc 5 ABC
Parcijalnom integracijom
T
=vVz2—-1 = du=——dx, dv=dxr = v=ux,
2 —1

dobija se

2
T
I= | V2 —-1dx = w\/azz—l—/dw
/ V2 —1

T
= zvVx?-—-1-— \/mz—ldm—/
/ vz —1
odnosno
3) I_a:\/a:2—1 1/ dz
- 2 2/) V2 —1
Kako je > 1 u oblasti ABC smenomw:R,tE(O 7/2) dobija se
1—|—tg2
4 C
(4) /\/ /cost 1—1:g2 +
Koristeci
t [l—cost |x—1
g2— 1—|—cost_ m—l—l’
imamo
1—|—tg;_\/m—|—1—|—\/:1:—1 WV F14+ vz —1)2 T
1—tgt Vztli—-vz—1 2 ’
Sto zajedno sa (4), uzevsi u obzir da je x + v&2 — 1 > 0 za ¢ > 1, daje
5 1 va?—1 C
() /\/7 /cost n(:z:+ r )+

Dakle, iz (3) i (5) imamo

7 _
I:/\/azz—ldmzmmzl—iln(m—l— mz—l)—i—C.

Kako je |OB| = a, |BC| = va 1, |OB|? = |BC|? + 1, dobija se prema (1) i (2)
_ P, _ |0B|-|BC]| zvr?2 -1 1 5 e
=5 = 5 — 5 —Eln(w—kx/m —1) )
OB| . |BC OB| . |BC 1
081-15C] _(10B1-15C1_Ly,(, faa—1))
1 1
- = 2 _ i 2 .
= 21n(|013|4”/|013| 1) 2ln(w/|BC| +1+|BC|)

2 2
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Hiperboli¢ne funkcije

Jednacina prave OC je y

|BC|

|OB|

x, tako da tacka D sa ove prave je sa koordinatama

(1, |BC|/|OBJ), odnosno, uzvesi u obzir da je |[AD| < 1 imamo

|AD|—|BC|— a’—1 B 1
"~ |OB|  a 1—/|ADJ?
1+ |AD| 1+ |AD|
= a++Va2—-1= =
1— [AD[? 1—|AD|
1. 1+|AD|
= :P :—l —_— .
T T M1 T aD|

Vaze sledece vazne jednakosti:

(1) shax+chax=e¢€",

(2) ch?z—sh?z=1,

(3) ch2x=1+2sh %z,

4) sh2x=2shxz-chzx

(4) sh ha-cha,
(5) sh(xxy)=shzx-chytchz-shy,
(6) ch(xxy)=chxz-chy+tshx-shy,

+

(7) sha+shy=2sh > ychw;Fy
8 chx+c =2c ZB+ychm_y
(®) h h y h 2
9) chx-—c =2s a:—l—yshm—y
(9) ch hy h 5

Jednakost (1) je ocigledna. Dokazimo da vaze ostale jednakosti.

_ 2 _ 2
(2): ch?z—sh?x = (2 1T¢ ) _(&=¢”
2 2
B e2w+2+e—2:1: e2w_2+e—2w_2+2_1
N 4 4 4
2
et — e~ 62:1: -2 e—2m
3): 1+2sh?z = 142 |— | =1+2. +
2 4
2+62m_2+e—2m e2m+e—2m
= 2 = 2 =ch 2z,
T _ T o + e~ T e2:(: _ e—2w e2w _ e—2a:
(4): 2shz-chax=2- =2. = = sh 2z
2 2 4 2
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(6): shx-chy+chxz-shy

e —e™™ eY+eY ey —e Y e+ e *

R S A S
ety 4 e—Y — g¥=% _ o= (@+y)  erty | gy—z _ gz—y _ o—(z+y)
N 4 4
2<em+y J— e_(m'i_y))
= = sh (x .
1 (z+y)
zTY _ZTY =y =y
X xr — e 2 —e 2 e 2 e 2
(7) : 2sh ty ch Yy — o . +
2 2 2 2
e?4+e¥Y—eY—e®
= 5 =shx+shy.

Formule (6), (8) i (9) pokazuju se analogno formulama (5) i (7).

Vaze sledeée veze izmedu hiperboli¢nih funkcija za svako & € (0, 00):

th 1
10 sh x =+v/ch2x—-1= i
(10)

\/l—th2a: - \/cth2az—1,

1 th
(11) cha =+/sh2z+1= ST

\/l—thza: B \/cthza:—l,
sh x vch 2z —1 1

(12) v vsh 2z +1 ch x cthz’
(13) cthae = Vsh2x+1 _ ch 1

sh = _\/chzm—lzthaz'

TEOREMA 12.1.(Moavrova hiperboli¢na formula) Za svako n € N vazi

(ch x £sh )" = ch nx £ sh nx, « € R.

Dokaz. Formulu pokazujemo matematickom indukcijom. Za n = 1 formula oc¢igledno vazi.
Pretpostavimo da vazi za n € N i dokazimo da vazi i za n + 1. Primenom adicionih formula
(5) i (6) imamo da je

(ch  +sh 2)"*' = (ch  + sh )"(ch  + shx) = (ch nx 4+ sh nh)(ch = + sh x)
chnr-chx+chnx-shx+shne.-chax+shne-shax
= ch(ne+x)+sh(ne+x)=ch(n+1)z+sh(n+1)x.

Dakle, formula vazi za svakon € N. B

Isticemo najvaznija svojstva hiperboli¢nih funkcija.
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Slika 47: Grafici funkcijay =sh x iy =ch =

(i) Sinus hiperboliéni. f(x) =sh z, f: R —- R
e funkcija f je definisana na R
e funkcija f je neparna
e funkcija f je pozitivna za & > 0 i negativna za < 0. = 0 je nula funkcije
e funkcija f je strogo rastuéa na R
(ii) Kosinus hiperboli¢ni. g(x) = ch x, g : R — [1, 400)
e funkcija g je definisana na R
e funkcija g je parna
e funkcija g je pozitivna za svako x € R

e funkcija g je strogo opadajuéa na (—oo, 0) i strogo rastuc¢a na (0, +00)
YA ¥4

y =coth x
1 y =tanh x

/ |
0 5 0
-1

xY

Slika 48: Grafici funkcija y = thx i y = cthx
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(iii) Tanges hiperboli¢ni. h(x) =thz, h: R — (—1,1)
e funkcija h je definisana na R
e funkcija h je neparna
e funkcija h je pozitivna za > 0 i negativna za * < 0. = 0 je nula funkcije
e funkcija h je strogo rastuéa na R
(iv) Kotanges hiperboli¢ni. k(x) =cthz, k: R\ {0} — (—o0,—1) U (1, 400)
e funkcija k je definisana na (—oo,0) U (0, +00)
e funkcija k je neparna
e funkcija k je pozitivna za > 0 i negativna za * < 0

e funkcija k je strogo opadajuéa na (—oo,0) i na (0, co)

PRIMER 12.1. |Ispitati monotonost funkcije f(z) = 237" ® na njenoj oblasti definisanosti.

RESENJE: Kako su funkcije 2® i sh x definisane na R, oblast definisanosti date funkcije je
D = R. Funkcija sh x je rastuca, pa je za svako 1,22 € D

r1<xg —> shxzi <shxy — 3 —shx; >3—shxs
i kako je funkcije 2¢ takodje rastuéa biée
f(xl) — 23—sh 1 > 23—sh T2 _ f(Cliz)

za svako x1,x2 € D, 1 < x2. Dakle data funkcija je opadajuca na D. X

PRIMER 12.2. ‘ Ispitati monotonost funkcije f(x) = arccos(1 — 4/ )~! na njenoj oblasti
definisanosti.

RESENJE: Funkcija (1 — 4/ )~! definisana je za * > 0, * # 1. Kako je funkcija arccos
definisana na [—1, 1], data funkcija je definisana za

1
-1<——<1 = 24 V ==0.

11—+
Za svako 1, T2 € D = [4, 00), koristeéi da je y = 4/ rastuéa, imamo
4<zT1 <22 = 2<VT,<VTy = 11—V, >1—I9...... (%) .

Kako je 1 — y/xq < 0, 1 — /xy < 0 za x1,z2 € D, bice (1 — v/x1)(1 — v/x,) > 0. Zato
deljenjem nejednakosti (*) sa (1 — 4/x;)(1 — v/x5) > 0 dobija se

1 S 1

Funkcija y = arccos « je monotono opadajuéa, pa je

f(x1) = arccos > arccos

1
1_7\/52 = f(z2)
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za sve x1,x2 € D takve da je &1 < xo. Dakle data funkcija je opadajuc¢a na D. X

PRIMER 12.3. |Ispitati monotonost funkcije f(x) = log% (arccosw — %) na njenoj oblasti

definisanosti.

RESENJE: Funkcija y = arccosz definisana je za ¢ € [—1, 1]. Kako je funkcija y = logy /p @
definisana za & > 0, data funkcija je definisana za arccos z > %. Koristeci da je funkcija cos x
opadajuca na [0, 7] zakljué¢ujemo

T

™
s < arccosx <m = cos o > cos(arccosx) > cosm = >x > —1.

o

Dakle, D = [—1,+/3/2).
Za svako x1,x2 € D kako je y = arccos x opadajuca bic¢e
£y iy

r1 < g = arccosxri — E > arccos rp — g

1 kako je y = log; /5 x opadajuca, imamo da je

f(x1) = log% <arccos:1: — g) < log% (arccosm — g) = f(x2)

za sve x1, 2 € D takve da je &1 < ®o. Dakle data funkcija je rastuéa na D. X

]13. INVERZNE HIPERBOLICNE FUNKCIJE \

(I) Funkcija f : R — R, f(x) = sh x je strogo rastuca i neprekidna na R. Kako je
—X

lim shxz= lim — M =—-0c0, lim shxz= lim — M =4
r—>—00 r—>—00 2 r—~+oco r—r—+o00 2

prema Teoremi 1.9. je sh (R) = R, odnosno f je surjektivna funkcija. Kako je f strogo rastuca
na R, odnosno injektivna, f je bijekcija, pa postoji njena inverzna funkcija

F:R— R, F(y) =arshy

(Cita se: area sinus hiperboliéni), koja je prema Teoremi 1.9. takode strogo rastuca i
neprekidna funkcija na R. Koristi se takode i oznaka F'(y) = arcsinhy. Dakle, vazi

‘arsh(sha:):a:, xz €R, sh(arsh ) =, = € R.

Ova funkcija moze se izraziti preko logaritamske funkcije. Zaista, iz

posle mnozenja sa 2e* dobija se
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odnosno dobijamo kvadratnu jednacinu po t¢ = e®. ReSavanjem se dobija

2y + \/4y2 + 4
(1) e =Y 2y + =y:Vvy?+1

Kako je za svako y € R,

Y <y’ +1 = y<|yl < Vy?+1,

to je y — v/y?2 + 1 < 0. Prema tome, kako je €* > 0 za svako x € R, ocigledno ne postoji
realan broj y takav da je e* = y — \/y? + 1, pa iz (1) ostaje da vazi samo e* = y++/y? + 1,
odakle je = In(y + \/y? + 1) . Dakle,

arshy=In(y+Vy?+1), yeR

3 ’ 3
,
,
.
,
2{ sinhxf L* 4
,
I’

1 arcsinh x
3
3 2 1 1 2 3 2z

” 1
r
.~ 1 arccosh x
’ F
’ 2 P
, o,
I’ .
,
s 3 0 1 2 3 4 b

Slika 49: Grafici funkcija y = arsh ¢ i y = arch «

Grafik funkcije F(x) = arsh @ prikazan je na Slici [49}(a). Osnovna svojstva funkcije F(x) =
arsh , F : R — R su:

e funkcija F' je definisana na R
e funkcija F' je neparna (prema T.1.4.)
e funkcija F' je pozitivna za > 0 i negativna za * < 0. = 0 je nula funkcije

e funkcija F' je strogo rastu¢a na R

[ TEOREMA 13.1. Funkcija F : R — R, F(y) = arsh y je neparna funkcija. ]

DokAz. I nacin: Da je funkcija F' neparna moze se zakljuciti prema definiciji, jer je za svako
yeR

F(—y)=In(vVy2+1—y) = —In(y+y2+1) = —F(y).

1
In——— =
y+Vyr+1
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IT naéin: Da je funkcija F' neparna moze se pokazati na osnovu svojstva inverzne funkcije i
¢ijenice da je funkcija f : R — R, f(x) = sh x neparna funkcija

arsh (—y) = arsh (—sh (xz)) = arsh(sh(—z)) = —x = —arsh (y), vy € R.

(ITI) Funkcija g : R — [1,400), g(x) = ch x nije injektivna, pa nema inverznu funkciju.
Posmatramo restrikciju g; te funkcije na interval [0, +00), odnosno funkciju

g1 : [Oa —|—OO) — [17 —|—OO), g1(5'3) =chaz

koja je strogo rastuca (injektivna) i neprekidna na ovom intervalu. Kako jech 0 =1 i

. . e’ +e "
Iim chz= lim — =+
r—+o0 r——00 2
iz. Teoreme 1.10. zaklju¢ujemo da je g1([0,4+00)) = [1,400), odnosno da je gy surjektivna.

Dakle, g1 je bijekcija, pa postoji njena inverzna funkcija
G:[1,+00) — [0,+00), G(y)=archy

koja je prema Toeremi 1.10. strogo rastuéa i neprekidna na [1,+o0). Koristi se i oznaka
G(x) = arccosh y. Dakle, vazi

‘arch (chx) =2, =z € [0,400), ch (arch ) =z, = € [1,400) ‘

Kao i u prethodnom slucaju funkcija se moze izraziti preko logaritamske funkcije. Iz

e +e "
y:ch:c=+2,

dobijamo kvadratnu jednacinu po t = e”*:
(2) e*® —2ye* —1=0,

¢ija su reSenja
e =yt+y2—-1.

Kako je & > 0, to je € > 1. S druge strane

(3) y—Vyz—-1<1 za svako y > 1
Zaista,
y—1<vVy2—1 A y>1 & ¥ —2y+1<y’—1 A y>1

&S 2<2y ANy>1 & y>1.
Dakle, prema (3), iz (2) ostaje da vazi samo e® = y + y/y2? — 1, odnosno

archy=In(y+Vy2—-1), y>1

109 DR JELENA MANOJLOVIC, PMF U NiSu



ELEMENTARNA MATEMATIKA 1 Inverzne hiperboli¢ne funkcije

Grafik funkcije G(x) = arch « prikazan je na Slici (b) Osnovna svojstva funkcije G(x) =
arch z, G : [1,+00) — [0, 4+00) su:

e funkcija G je definisana na D = [1, 400)

e funkcija G nije ni parna ni neparna (ako € D, ocigledno —x ¢ D)

e funkcija G je pozitivna za svako € (1,+00). * = 1 je nula funkcije

e funkcija G je strogo rastuéa na [1, 4+00)
(III) Funkcija h : R — (—1,1), h(x) = thx je strogo rastuéa (injektivna) i neprekidna na
R. Kako je

x x x xT

e’ —e e’ —e
lim thz= lim —=-1, lim thz= lim — =1
Tr— —00 rz——oc0c el 4 e~ % xr——+o00 rz—+ooc el 4+ e~ %
iz. Teoreme 1.9. zakljuéujemo da je th(R) = (—1,1), odnosno da je h surjektivna funkcija.

Dakle, h je bijekcija, pa postoji inverzna funkcija
H:(-1,1) > R, H(y) =arthy

koja je prema Teoremi 1.9. strogo rastuc¢a i neprekidna na (—1,1). Koristi se i oznaka H(y) =
arctanh y. Vazi

‘arth(thw) =z, z=€R, th(arthe) =z, = € (—1,1) ‘
Iz
e —e™®
y=ther=——-—
er e *
imamo da je y - (em + e_m) = e®” — e~ %*, odakle se mnozenjem sa e® dobija
1 1 1
y+1=e*®—ye2®* — e2m:7y+ ,Y#F1 — m:—-lniy—'_ ,yy#1
1—vy 2 1—vy

Dakle, vazi

1 14+
arthy:E-lnliy, ly] <1
—Y

Grafik funkcije H () = arth « prikazan je na Slici [f0}(a). Osnovna svojstva funkcije H (z) =
arthe, H: (—1,1) — R, su

e funkcija H je definisana na (—1,1)
e funkcija H je neparna (prema T.1.4.)
e funkcija H je pozitivna za > 0 i negativna za * < 0. = 0 je nula funkcije

e funkcija H je strogo rastuca na (—1,1)

[ TEOREMA 13.2. Funkcija H : (—1,1) — R, H(y) = arthy je neparna funkcija. ]
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YA
YA

y = arctanh x y = arccoth x

=Y
=Y

-1

-

-1 0 31

Slika 50: Grafici funkcija y = arthx i y = arctha

DokAz. I naéin: Da je funkcija H neparna moze se zakljuciti prema definiciji, jer je za svako
y € (—1,1)

11—y 1 1 11
H(-y)=--In y:—-lnl—z——-lnﬁz—H(y).
2 Mlyy 2 THET T2 iy

II naéin: Da je funkcija H neparna moze se pokazati na osnovu svojstva inverzne funkcije i
¢injenice da je funkcija h : R — (—1,1), h(x) = th x neparna funkcija

arth(—y) = arth(— th(z)) = arth(th(—z)) = —x = —arth(y), vy € (-1,1).

Da je funkcija H neparna moze se zakljuciti i prema definiciji, jer je za svako « €

(IV) Funkcija k : (—o00,0)U (0, +00) — (—o0, —1)U(1, +00), k(x) = cth x je neprekidna
na (—oo,0) U (0, +00) i strogo je opadajuéa na (—oo,0), kao i na (0, +o00). Kako je

1 1
lim cthx= lim — = -1, lim cthx= lim — =1,
T——00 z——oo thx x——+o00 xz—+oo thx
. ette® . et te®
lim cthx= lim — = —o0, lim cthx = lim — = +4o0,
z——0 r——0er — e % xr—+0 r—+0ef — e %

prema Teoremi 1.9. je k((—o0,0)) = (—o0, —1) 1 k((0, +00)) = (1, +00).

TEOREMA 13.3. Funkcija k : (—o0,0)U (0, +00) — (—o0, —1)U (1, +00), k(x) =
cth x je injektivna funkcija.

Doxkaz. Neka su x1,x2 € (—00,0) U (0,+00), 1 # x2. Dokazimo da je k(x1) # k(x2).
Neka je 1 < x2.

e Ako je ®1,x2 € (—00,0), &1 < x2, kako je k strogo opadajuéa na (—oo,0), bice
k(x1) > k(x2) = k(x1) # k(xz2)
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e Ako je x1,x2 € (0,+00), 1 < x2, kako je k strogo opadajuéa na (0,4o00), bice
k(z1) > k(x2) = k(x1) # k(z2)

e Ako je 1 € (—00,0), 2 € (0,+00), tada je k(z1) < 0 < k(z2) = k(x1) # k(z2)

Dakle, k(x1) # k(x2) za svako 1, x2 € (—o0,0) U (0,+00), 1 # z2. N

Kako k((—o0,0) U (0,400)) = (—o0,—1) U (1,+400), funkcija k je bijekcija iz skupa
(—00,0) U (0,400) NA skup (—oo, —1) U (1,400), pa postoji inverzna funkcija

K(y) = arCthyv K : (_oo’ _1) U (13 —|—OO) - (_0030) U (07 -|—OO)

koja je prema Teoremi 1.9. strogo opadajuca i neprekidna na (—oo, —1) i strogo opadajuca i
neprekidna na (1, +o0). Koristi se i oznaka K (y) = arccoth y.

Funkcija se moze analogno prethodnom sluc¢aju izraziti preko logaritamske funkcije. Iz

et +e 7"

y:thw:ew_e_w

imamo da je y - (e“’ — e_“’) = e® 4+ e~ %, odakle se mnozenjem sa e® dobija

1 1 1
ye2w_e2m:y+]_ — 62:”:&,'!!5&1 — mz*'lniay;él
Dakle, vazi
1 1
arcthyzf-ln&, ly| > 1
2 y—1

Grafik funkcije K (x) = arcth z prikazan je na Slici[50}(b). Osnovna svojstva funkcije K (z) =
arcthz, K : (—oo0,—1) U (1,400) — (—00,0) U (0, +00), su:

e funkcija K je definisana na (—oo, —1) U (1, +00)
e funkcija K je neparna (prema T.1.4.)
e funkcija K je pozitivna za € (1,+00) i negativna za ¢ € (—oo, —1).

e funkcija K je strogo opadajuéa na (—oo, —1) i na (1, 400)

TEOREMA 13.4. Funkcijo K : (—o0,—1) U (1,400) — (—00,0) U (0,+00),
K(y) = arcthy je neparna funkcija.

Dokaz. I nacin: Da je funkcija K neparna moze se zakljuciti prema definiciji, jer je za svako
y € (—oo,—1)U(1,400)i—y € (—oc0,—1) U (1,400)

1 -1 1 1 1 1
K(_y):f.lny :*-lnﬁz——-ln&:—K(y).
2 y+1 2 Z%l 2 y—1
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IT naécin: Da je funkcija K neparna moze se pokazati na osnovu svojstva inverzne funkcije i
¢injenice da je funkcija k : (—o0,0) U (0,4+00) — (—o0,—1) U (1,+400), k(x) = cthzx
neparna funkcija. Za svako y € (—oo, —1) U (1, +00) je

arcth(—y) = arcth(— cth(xz)) = arcth(cth(—=z)) = —x = — arcth(y).
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