Glava 1

Neodredeni integral

1.1 Integracija trigonometrijskih funkcija

1. Integral oblika | R(sinz,cosz)dz se smenom tg5 = ¢, —7 < « < 7, svodi na
integral racionalne funkcije. Zaista, kako je

: X T
2sin 5 COS 5

2sin Z cos £ cos? 2tg L ot
sinr = — 2 2 — 2 5 — gga: = 3 (11)
sin § +cos?§  sin®§ 4cosy  1+tg®F 1+t
cos? 5
cos? 5 — sin? 5
2z c 2z - oz 2z 2
cos® & —sin“ £ cos* £ 1—tg° % 1—1¢
cosxr = ) 2 2 — ) 2 2 = ggi = PR (12)
sin g +cos?§  sin®§ 4cos’g  1+tg?F 1+t
cos? 5
T 2dt
5 = arctgt, x =2arctgt, dx = 11 (1.3)
dobijamo
2t 1—t2\ dt
R(sinz,cosz)dr =2 | R , .
/ (sinz z)de / <1+t2 1+t2>1+t2
Primer 1.1. Nadimo Si”fl‘”x i Cg:x.

Domen funkcije x +—
(1.1) i (1.3) dobijamo:

——— je unija intervala (kw,(k + 1)7), k € Z. Primenom

tg5 =t x € (—mm)\{0} 2dt
dﬂj 2dt 1+t2 dt
: = | z=2arctgl = dr =75 |= s = | —=ht[+C
sinx . + = t
sinx = I+t

1+¢2
= In|tg g\ + C, na intervalima (—m,0) i (0, ).

Kako je z +— In|tg §| periodi¢na funkcija sa periodom 27, zaklju¢ujemo da je

d
/ 5 S Y |tg g] + C, na svakom od intervala (kr, (k+ 1)7), k € Z.
inx
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2 Glava 1. Neodredeni integral

Domen funkcije x +— je unija intervala (@, M), kel.

CosxT

dx dx -
cosx sin(x + §)

dt T+ 5
= 1n\tgf|+0 In|tg 22

smt
_ ln|tg<§+z>|—|—0, ge o+ 2 € (b, (k + 1)), k€ Z.

|+ C

d O _
Prema tome, [ L n|tg (E + E) |[+C, na svakom od intervala (%, %) ke
7 cos T 2 4
. ®

Primer 1.2. Nadimo [
(1.2) i (1.3) dobijamo:

3 +‘if)sx. Domen podintegralne funkcije je skup R. Primenom

" tg3 =t a € (-mm) ” »

/ = x:2arctgt:d:c:12f:2 :/%:2/2

2+ cosz ) 2 4 1=t 3+t
COST = {4 I+t

2 t t +C 2 t t93
= —— arcC R = —— aIcC
V38 3

Bududi da je funkcija T +— arctg thg periodi¢na sa periodom 27, zakljucujemo da je

+C, z e (—m,m).

2;&” = \2[ arctg f | C na svakom od intervala (2k—1)m,2k+ 1)), k€ Z. o

Smenom tg § = ¢t mozemo integraliti ma koju funkciju oblika x — R(sinz, cos ).
Medutim ova smena nije uvek i najbolje resenje jer cesto dovodi do integrala racionalne
funkcije sa polinomima u brojiocu i imeniocu koji imaju velike stepene. Naveséemo
primere integrala ovog tipa kod kojih je podesnije koristiti neke druge smene.

2. Najpre uo¢imo da ako je x — R(z) parna racionalna funkcija, da se ona moze
napisati u obliku R(z) = Ry(z?) gde je R; takode racionalna funkcija.

! Ako je racionalna funkcija R(x) = ggg, gde su P i @ polinomi, parna, onda je R(—z) = R(z)

i kako je P(z) = Pi(2?) + zP2(2?) i Q(z) = Q1(2?) + xQ2(2?) gde su Pi, P2, Q1 i Q2 takode
polinomi, sledi da je

Pi(a®) +aPy(a?)  _ P((-2)?) —aP((—2)%)

Q1(z?) + 2Q2(z?) Q1((—2)?) — 2Q2((—2)?)’
4. Pi(2?) + 2P (z?) _ Pi(2?) — P2 (2?)

Q1(2?) + 2Q2(2?) Q1(2?) — 2Q2(z?)

Odavde,
(P1(a?) + 2Pa(2%))(Q1(2”) — 2Q2(2%)) = (P1(2”) — 2Pa(2”))(Qu1(2”) + 2Q2(2?)),

1 prema tome,
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Takode, ako je racionalna funkcija dveju promenljivih R = R(z1,22) parna po
jednoj promenljivoj, recimo z1, tj. ako vazi R(—x1,x2) = R(x1,x2), onda se ona
moze napisati u obliku

R(:L’l, 1’2) = Rl(l'%, xg),

gde je Ry takode racionalna funkcija.
Ako je pak funkcija R = R(x1,x2) neparna po xi, tj. vazi R(—z1,x3) =
—R(z1,22), onda je (z1,x2) — R(%’M) parna po i, pa je R(%{”) =R*

je R* racionalna funkcija, i prema tome

(IE%, x?)? gde

R(x1,19) = R* (23, 29) - 21.

Stoga, ako je podintegralna funkcija racionalna po sinx i cosz i uz to i neparna
po sinz, tj. vazi R(—sinz,cosz) = —R(sinx, cosx), onda je

R(sinz,cosz)dr = R*(sin?z,cosz)sinzdz
—R*(1 — cos® z, cos x)d(cos x),

pa se smenom
cosxr =t

integral [ R(sinz,cosz)dz svodi na integral racionalne funkcije.

Primer 1.3.

/ dx B / sinx dx B / sinx dx
sinzcos2r sin? z(cos?x —sin’z) ) (1—cos?z)(2cos?x — 1)
_ | cosx=t= —sinzdr =dt | _ dt .
N sin xdx = —dt N (1—1¢2)(2t2 -1)°
Ako je podintegralna funkcija racionalna po sinx i cosz i osim toga i neparna
po cos z, tj. vazi R(sinz, —cosz) = —R(sinz, cosx), onda je
R(sinz,cosx)dz = R(sinz,cos® ) coszdx

~

= R(sinz,1 —sin®z)d(sinz),

gde je R takode racionalna funkcija, pa se smenom

sinx =1t

Iz poslednje jednakosti dobijamo da je

R(z) =

Pi(a?) +aPy(2?) _ Qa(2®)(Pr(a?) +aPa(2?))

Qi(z?) +2Q2(x?)  Q2(2?)(Qu(2?) + 2Q2(x?))

Pr(a?)Qa(a?) + 2 Po(2?)Qa(2?) _ Pa(a®)Qu1(2?) + 2Po(2”)Qa(x
Q2(2%)(Qn(2?) + 2Q2(2?)) Q2(2?)(Q1(2?) + 2Q2(2?))

Py(a?)(Q1(2?) +2Q2(2%)) _ Pa(a?) ~ Ri(?)

Q2(2?)(Q1(2%) + 2Q2(2?))  Q2(x?) '

?)




integral [ R(sinz,cos z)dx
Tako se, na primer, inte
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svodi na integral racionalne funkcije.
gral [ sin™ x cos™ xdz, gde sum in celi brojevi, za slucaj

da je m neparan broj, reSava smenom cosx = t, dok, za slucaj da je n neparan,

smenom sinx = t.

Primer 1.4.

cosxy =t —

5 4
/sta:dw = /Smstinxdx— —sinzdr = dt = sinxdx = —dt | =
Ccos® x cos? x .9 9
sin“x=1-—t
(1 —12)2 1—2t2 + ¢ 1 5
— /t2 dt = — = ?72+t dt
1 t3
= ——-2t+—=+4+C
t + 3 +
3
= — —2cosx+cos $+C,

COST

na svakom intervalu koji ne sadrzi tacke %r, keZ. e

Primer 1.5.

/ sin? z cos® z dx

/sin4 xcos’ xcosxdr = / sin z(1 — sin® z) cos z dx

| sine =t == coszdr =dt }:/t4(1—t2)dt

46 0t
= [ =tOdt=——-—+C
Jet—oa =T
5 .7
_ sn;a;_s1n7x+c, SER o
Primer 1.6.
/ dx B / cosz dx
sinz cosx sin? z cos? z
cosx dx .
= — — :‘smxzt:cosxd:c:dt‘
sin® z (1 — sin” z)
B / dt
t2(1 — t2)

Ako su i m i n neparni

brojevi, m =2k + 1, n =201+ 1, k,l € Z, onda je osim

smena sinxz = t ili cosz = t, celishodno upotrebiti i smenu cos 2z = t. Naime,

/sin%Jr1 xcos? o dx

= / sin?* 2 cos? z sin x cos x dx
/ 1 —cos2z\* 1+ cos2x !
2 2

cos2r =t = —2sin2zxdxr = dt
— sin2zx dz = —%dt

/(1 — ¥+ t)dt,

1
— sin 2x

2

|

) as

1
 9k+1+2
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sto je integral racionalne funkcije (jer k,l € Z).

3. Ako je racionalna funkcija dveju promenljivih R = R(z1, z2) parna i po jednoj
i po drugoj promenljivoj, tj. ako vazi R(—x1, —x2) = R(x1,z2), onda je

R(z1,22) =R (xll‘zwz) =R (961,562> ;
xro Z2

gde je Ry takode racionalna funkcija. Kako je
Ry (ml,xg) = R(z1,22) = R(—21,—22) = <_$1 ) —172) =R (3317 —952) )
X9 x €2

sledi da je funkcija (x1,x2) — Rl(%,xg) parna po s, te je
Ry (wl,xg) = Ry <x1,x%) , o je racionalna funkcija.
i) i)

Prema tome, ako je podintegralna funkcija racionalna po sinz i cos x i takva da za-
menom sin x sa — sin x i cos x sa — cos x ostaje nepromenjena, tj. R(—sinx, —cosz) =
R(sinx, cosx), onda je

sin 9

1
R(si _R — Ry (tegz, ———— ) = Ryt
(sinz, cos ) 5 (cosx7cos :c> 9 ( gx, 1 +tg2x) 3(tgz),

gde je R3 racionalna funkcija, pa se smenom tgz = t, -3 < x < 7, integral
[ R(sinz, cos x)dx svodi na integral racionalne funkcije:
R(sin, cosa)dw = [ Ry(t)—"
sinx, cos x)dx = .
e
Ovde je:
) sin? 2 2
sz — sin® x _ o7 _ tg“x _ t
sinz + cos?2g  sinfatcos®r ] 4tg?p 1442
Ccos“ x
2 cos? x
cos’x = cos = cos?a = 1 = 1
in2 2 sin? 24-cos? x 14 tg? 14+ ¢2’
sin“ x 4 cos“ x SIn” 2408 ¥ +tgex +
COs“ T
, sinz cos x e e tgx t
sinrcosr = ——; 5 = o2 2y 2., 2’
sin“x +cos?x  sinzdcostr ] 4tgfx 14t
Ccos“ x
t t Tco<lm tgt =d dt
r=t ——<z<-— x = arc x = .®
8 2 2 8 1+ 2

Primer 1.7.

COosS T
cosx _ cos T _ 1
o dr = sin x+cos x dr = dx
sinT + cosx SIMTTCOST tgx+1

Cos T

| tgr=t, —F<w< 3§, x# -] = x=arctgt
— dr = &

1+¢2
/ 1 dt
= —_— . @
t+1 14¢2
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Izmedu ostalih, u ovaj tip integrala spadaju i integrali tipa

/ R(sin® z, cos? x, sin x cos ) dz.

Primer 1.8.
tgr=t, - <x < I = x=arctgt
cos® x & 2 2 & H% dt
72d1‘ = — dx = 142 — 5 . 3
3+sin“zx 2 1 .. 9 +2 3—|—t72 1+t
Cos“ T = 33z, Sin“z = {15 I+t
/ dt
= . @
(462 + 1)(1 + ¢2)
Primer 1.9.
2+ sinzcosx 2+ sinxcosx
- 3 dr = N ) N 5 dx
cos z(sin” x + cos? x) cos z(sin x + cos x)(sin” x — sinz cos x + cos? x)

/ 2+sinzcosz
= : - dz
cos z(sinx + cos z)(1 — sinz cos x)

_ / 2 +sinxcoszw
N (sinz cosx + cos? z)(1 — sinx cos x)

tgrx=t, —§ < <3, x#-—7 = x=arctgt

_ dt
— — dm == 1+t2
cos?p = L sin?z = £ sinzcosx =
- 142 - 142 -

2+ o dt

¢ 1 t 1412
(WJFW) (1— 1+t2)

/ 22+t +2
— dt. e
(t+1)(22 —t+1)(1+12)

_t
1-+¢2

Il
—

Primer 1.10.

sin z dx sin? z dx
cos3 z (sinz + cos x) cos? z (sinx cos x + cos? x)

‘tg:vzt, —F<x<%, x#-F = x=arctgt

EER dt

1 < t 1 >'1+t2
1+22 \ 1+¢2 1-4+¢2

B /tht
)+

Mogli smo podintegralnu funkciju transformisati i na sledeéi nagcin:

2

22 sin® x 1 1,2
sim- _ cost _ cos’zx tg”x
cos? z(sinz + cos ) cos® z(sin z+c0s 7) tgx+1
COS™ T

(1+tg?x)teg?
.0
tgxr +1
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Intgral [ sin™ x cos™ zdz, gde su m i n parni celi brojevi, takode spada u ovaj
tip integrala.

Primer 1.11.
/ de | tgx =1, xe(—%,g)\gO}:ch: arctgt = dx = 1122
NV : _ ot
sin® x sin® o = 15
B / 1 dt _/(1+t2)dt
(145:2)2 L2 t
1 1 1
11 1
= T3ir igr + C, na intervalima (—g,O) i(0, g)
Kako je z — —%tg%z — tg% periodi¢na funkcija sa periodom 7, to je
d 1 1 1
/Smffx = S gy T na intervalima (—g+k7r,k7r) i (kr, g—l—lm), kcZ. e

Medutim, ako su u integralu [ sin™ z cos™ zdx, brojevi m i n parni i nenegativni
celi brojevi, onda je podesnije primeniti takozvane formule za snizavanje stepena:

.9 1—cos2z 9 1+ cos 2z
sin“g=——F—, cosTr=——" .

Primer 1.12.

1 2 1 1 1
/COSQ:I:d:U = /—'—C;Sxdx=2/(1—|—cos.2x)d:v:2x+4sin2x—|—C, reR. o

Primer 1.13.

1 —cos 2z’ 1
/sin4xd:c = /<0205x> dﬂ:=4/(1—20052x+cos22$)dx

1 1 4
= /(1—200523;—#—“:208:1:) dx

1 (/3 1
= — [ (2 —2cos2zx+ = cos4
4/<2 COS 22X 2COS $> dx

1/3 1

1 <2x—sin2x— 881n4x> +C

3 1 1
gzc—zsin2x—3—28in4az+0, rER. o
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Primer 1.14.

1 — cos?2 1 22\ 2
/sin2x00s4:rdx = /< C;S x>< +C205 x> dx

1
= = 1 — cos2z)(1 + 2 cos 2z + cos® 2z)dx
8

1
= 3 /(1 + cos 2x — cos? 2z — cos® 2x)dx

1 1 1
= 3 (x + 5 sin 2z — 5 /(1 + cosdx)dx — 3 /(1 — sin? z)d(sin Qx))

1
T sin4x " sin® 22 LC
16 64 48 '

4. Integrali oblika [ R(tgz)dz se reSavaju smenom tgz = t. Primetimo da su
svi integrali iz tacke 3. upravo ovog tipa, jer se podintegralna funkcija R(sin z, cos )
moze transformisati u oblik R;(tgz), gde je Ry takode racionalna funkcija.

Integrali oblika [ R(ctgz)dz se resavaju smenom ctgz =¢, 0 < z < 7.

Primer 1.15.

/1—tg2x tgr =1, —5 <w < § = x=arctgt /1—752 dt
———dxr = = . e
1+tg2x :>dx:1f;2 1+£2 1+1¢2

5. Kod integrala oblika [ sinazcosbzdz, [ cosaxcosbxdz, [ sinazsinbzxdr,
a,b € R\ {0}, podintegralne funkcije transformisemo redom na sledeé¢i naéin:

1

sinax cosbr = Q[sin(a + b)x + sin(a — b)x],
1

cosaxcosbr = i[cos(a + b)x + cos(a — b)z],
1

sinazrsinbr = i[cos(a —b)x — cos(a + b)z].

Primer 1.16.

1 1.1 1
/sin3xsin5xdw = 2/(cos2x—6058x)dx = §(§sin2m— gsin8m) +C, z€R. o

Rekurzivne formule

U opstem slucaju termin rekuzivna formula oznacava formulu u kojoj se izraz koji
zavisi od nekog parametra izrazava preko izraza istog oblika kome odgovara ista ili
neka druga vrednost tog parametra. U slucaju integrala, metod rekurzivnih formula
se koristi za odredivanje integrala funkcija koje zavise od celobrojnog parametra n,
na taj nacin Sto se polazni integral koji zavisi od n izrazava preko integrala istog
tipa koji zavisi od parametra m manjeg od n.
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Preciznije, neka su date funkcije f,, n = 0,1,..., na intervalu I, f,, : [ — R, i
neka postoje integrali I,, = [ f,(z)dz. Formula oblika

I, = (I)(In—la Ina,... 7Infk:)7 kE<n
zove se rekrzivna formula za niz integrala (I,), n € Ng. 2

Primer 1.17. Neka je I, = [tg" zdz, n € No. Nadimo I i I;:

Iy = /dm‘:x—i—C,

inzd
L = /tgazdaﬁ:/smx T
cos T

dt
- _ 7:_1n|1,‘|+C:—1n|cosar:|—|—C

cosr =t = —sinzdzr =dt
— sinxdx = —dt

Za n > 2 imamo:
2

sin“
I, = /tg"xdx = /tg”_thgQ:rdx = /tg”_gxcosgxdx

1 — cos? 1
= tg" 2 il g /tg”2 x dr — /tg"2 xdr
cos? x cos2 x

1
= /tgn_Qx dr — I,_9.

cos? x
Kako je
n—2 1 1 n—2 tn_l
tg xcos?xdx = tgmzt:coszxd:c:dt‘: t dt:n_l+C’
t n—1
— % a: + C,
n—1
sledi
t n—1
I, = i_ 19” — Iy s n>2. (1.4)

Tako, za n = 2 iz formule (1.4) dobijamo:
ILh=tgax—Ip=tgx —x+C,

dok za n = 3 imamo:

1 1
13:ithx_[l:ithx—i—ln]cosx\—i-C. °

2Sa Ny oznagavamo skup N U {0}.
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Primer 1.18. Neka je I, = [sin"zdz i J, = [cos"zdz, n € Ng. Zan > 2
primenjujemo metod parcijalne integracije:

I, = /sin”xdx:

dv =sinzdr = v = —cosz
u=sin""tz = du= (n—1)sin" 2z coszdx

= —sin" lzcosz+ (n—1) /sin"2 x cos® zdx

= —sin" lzcosz+ (n—1) /sin”_2 z(1 — sin? z)dzx

= —sin" tacosz+ (n— 1), 9 — (n—1)I,.

Odavde sledi

tj.

Kako je

1

nl, = —sin" " xzcosz + (n — 1)I,_2,

| n—1
I,=—=sin" tzcosz + ——1I, .
n n

Ioz/dx:a:+C i Ilz/sin:cdaz:—cosx+C’,

to je

1 1 1 1
I, = —isinxcosx—i— 510 = ——sinxcosx + §SU+C.

Takode,

Sli¢no se dokazuje

= ——sin
4

2

1 2
I3 = /sinSwdx——gsin2x008x+3II

1 2
= —gsin2xcosx— —cosxz +C

1 3
= /sin4xdx = —Zsinga:cosx—i— ZIQ

1 NETAR RETR
= 45111 T COST 1 2SlIlLL‘COSZL‘ 2ZE

3 3
3xcosx — gsinxcosxqL gz:JrC.

da je

Jn = [ cos™ dx = %cos”_1 rsinx + %Jn,g,

Jo=[de=x2+4+C, J = [coszdr =sinz+ C.
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1.2 Integracija iracionalnih funkcija

Primer 1.19. Nadimo I = f(;pqdiz Domen podintegralne funkcije f(z) =

Wa2-2"

(171)%\/2772 je Dy = (—o00,—Vv/2) U (v/2,+00). Nadimo integral ove funkcije najpre

na intervalu (v/2, +00).

=1
x> 2,x—1—t:>t>0 —t%dt
1. /(1 2
dx:—t%dt —\/ (F+1)" =2

/ /t2+ +1_2 / /1+2t t2

/tVH'?t 2 /tVH?tt /\/1+2t—t

‘/\/ﬁ:‘/\/_ 2_CZ+1_2>
B /\/ (t—1)2-2) /«/2—1&—1

-1
= — arcsm —|— C = —arcsin £ +C
ﬂ \/5
2 — T —2
= —arcsin— +(C =arcsin — + C
V2(z — 1) V2(z —1)

Nadimo sada integral ove funkcije na intervalu (—oo, —v/2).
_1
T < — 2,37—11—;:>t<0 —t%dt
1. /(1
do = —%dt W(F+1)" =2
/1/ _+_,_1 / /1+2t 2

/t\/1—|-|2t t2 /t\/1+2t t2

\/1+2t—t2 /\/2— t—1)2

1

_ — —1
= arcsin + O = arcsin £=L +C
V2 V2
2 — -2
= arcsin _cTr + C = — arcsin _r-e +C.

V2@ —1) Vi —1)
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Prema tome,

dx
h= /(m—l)\/x2—2
-2

V2@ - 1)

Primer 1.20. Nadimo fmlﬁ Domen podintegralne funkcije f(z) =

= (sgnz)arcsin + C, na intervalima (—oo0, —v/2) i (V2, +0). ®

mje Dy = (=00, —1)U(—1, +00). Posmatrajmo najpre interval (—1, +00).

x> —1, 33+1—%

d )
/ - ”; = | =t>02=1-1,
(z+1)*°Va? + 2z + 2 d:c_——dt

—zdt
B /tg\/ 2(+-1)+2
/F i

_ _ 1+t =2
,/71+t2 T | 2tdt = dz = tdt = 1dz

= —/ =Vz+C=-/1+12+C

x2+2x—|—2+c
a:+1 (x+1)2

Va2 +2r+2 Va2 +2 2
_ x —|— T+ 2 LO—— 4+ 2x + e
|z + 1] x+1

Akojex<—1iopeta:—f—lz%,ondajex—i—l<Oistogat<0,paje |t| = —t1i

/ dx [ dt
(z+ 1222 +20+2 A2
/\/%—\/WJFC
I+ o +1 x2+fx)+2+c
- wQ!erff!Jr =" m2x++2:16+2+c'

Prema tome,

/ dx __\/:132+2:1:+2
(x4 1)2V22 4 22 4 2 r+1

+C, na intervalima (—oo, —1) i (—1,4+00). ®
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Ojlerove smene

Treéa Ojlerova smena. Neka su nule 1 i o kvadratnog az? + bz + c realne i
razli¢ite i neka je x1 < xo. Tada mozemo koristiti smenu

Var? +bxr+c=t(x —z1) ili Var?+ bz +c=t(x — 7).

1. Neka je Vaz2 + bz + ¢ = t(x — 11). Kako je ax? + bz +c = a(z — x1)(x — x2),
to je

Va(lz —z)(x —x0) = t(x—x1) (1.5)

alz —x1)(x —x3) = t3(x—x1)?
2 _ a(x — x2) (1.6)
x—x '
1z (1.6) sledi
t2(x —x1) = ax—axy

(t* —a)z = t’z; — axo

x1t2 — azro
= —. 1.7
. 2 —a (1.7)

Oznacimo desnu stranu jednakosti u (1.7) sa ¢(t). Sada je

dr = ' (t)dt

/ R(z,\/az® + bz + ¢)dz = / Rlo(t), t(p(t) — 1)) (D). (1.8)

Integral na desnoj strani u (1.8) je integral racionalne funkcje.

1.1 Ako je a > 0, domen podintegralne funkcije je podskup skupa (—oo,z1] U
[z2,+00) (nekad je domen i jednak ovom skupu).

Za x € (—oo,71) je x —x1 <0, paiz (1.5) sledi da je t < 0 i stoga onda iz (1.6)
dobijamo

‘ a(z — x2)
N x—x1

Za x € (x9,+00) je x —x1 > 0, pa iz (1.5) sledi da je t > 0 i zato

L a(r — x2)
N r—x

1.2. Ako je a < 0, domen podintegralne funkcije je podskup intervala [z, x9]

(nekad je domen i jednak ovom intervalu). Za = € (x1,22) sledi x — z1 > 0, pa iz
(1.5) sledi da je t > 0 i stoga

L a(x — x2)
N x—x
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2. Neka je vVaz? + bz + ¢ = t(z — x2). Sada je

Va(x —x)(z —x3) = t(z —x0) (1.9)
alx —x)(x —22) = t*(x— x0)?
p oo dzom) (1.10)
Xr — X9

2.1. Neka je a > 0. Za x € (—oo, 1) je x —x9 < 0, paiz (1.9) sledida jet < 0 i

stoga onda iz (1.10) dobijamo
$ — 171
Xr — X9

Za x € (x9,+00) je x —x9 > 0, pa iz (1.9) sledi da je ¢t > 0 i zato

i Jalz—a1)
Tr — T2

2.2. Neka je a < 0. Za x € (x1,22) sledi x — 29 < 0, paiz (1.9) sledidajet <0

i stoga
a(x — x1)
T —To

(Zato je kod treée Ojlerove smene, za slucaj da je a < 01 x1 < xo, (osim smene
Vaxz? +bx + ¢ = t(z — 1)) podesnije izabrati smenu

Var? +br +c=t(xe — x) (1.11)

umesto smene vax? + bx + ¢ = t(x — x2), jer za x € (x1,22) je x2 —x > 0 pa je
t>01iz (1.11) sledi

alx —x1)(x —x2) = t2(x — $2)2
2 a(x — x1)
r — T2
; a(x — xy)
N T —xo

Primer 1.21. Nadimo [ = [(z + /(2 — 1)(z — 2))dx.
Koristimo smenu

(r—=1)(x—2)=t(x—1).
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Odavde sledi

(x—1)(z—2) = t*(z—1)>

xr—2
? =
r—1
a2 2 = -2
r(t*—1) = t2-2
-2
T e
2
dry = ———_dt.
YT @y
Sada je
2 -2 2
I = 1)) —=————dt=...
[ (5) mop
N 8 t+1| 2t—1 " 4t+1 " 4t—1 '
Zax € (—00,1)jet <0it=—y 12

Zaz € (2,+00)jet>0it=,/22 e

Primer 1.22. Odrediti

I/ dx
(1+ 22)V1 — 22
smenom

() Vi—z2=tlx+1); (i)vVi—-22=tl—2x). e

Trigonometrijske i hiperbolicke smene kod integrala [ R(z, Vaz? + bz + ¢)dx

Primer 1.23. Odrediti I = [ 7”;_9 dx. Traziéemo neodredeni integral funkcije
fla) = 4222

—— mnajpre na intervalu (3, +00), a potom intervalu (—oo, —3).
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Neka je x > 3.

V2 -9 x:c??st’ tE(O,%) 5
YT Y dr 3 ;
X

- (—sint)dt = 3smtdt

cos2t cos? t
Y c052 i —9 3gin t 1 —cos?t sint
fr = 3 * dt
" cos? t cos?t cost
cost
/ [sin?t  sin t / sint| sint
cos2t  cos t N cost| cost

_ 3/smtdt:3/1—costdt
cos?t cos?t
1

= 3/ - dt—3/dt:3tgt—3t+0
cos“t

9
V1 — cos?t 1= 3

= 3$—3t+023%—3ar0cos—+0
cost x

\/$2—9—3arCCOS§+C.
x

z

Neka je x < —3.

q/:EZ -9 = ¢ st’ te ( ) 3
—dx
xZ

= cost = = = t= arccos =
dx = CO:S)’Qt (—sint)dt = 3§;§tdt
\V cos2t -9 3smt 1 —cos?t smt
- 5y dt =3 2
cos“ t cos“ t cost
cost

t int
/\/bm o dt:3/ytgt\-tgtdt
cos2t cost
1 —cos?t
= —3/tg2 dt:—3/c;)sdt
cos“t
1

= -3 /dt:—3tgt+3t+C’

9
V1 —cos?t -2 3
= —Si—FBt—i—C:—?:%—FSarccos——kC
cost > x
29 3 Vvr2 -9 3
= —z xe —|—3arccos;—|—C':—xﬁT—l—?)arccos——l—C

Vaxz -9 3 3
= :—xwi+3arccos—+C:\/x2—9+3arccos—+0.
z T

—T
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IT nac¢in: Neka je z < —3.

_ 3
NZ e x_gcost’ tE(O,%) 3
——dzx = cost = —3 =t = arccos (—5)
T ] )
dz —ﬁ) - (—sint)dt = —ij;g;dt

-
\ co§2t -9 3sint 1 —cos?t sint

cos?t cos?t cost

cost

) .
t t
- ?)/\/Sln2 o dt:3/|tgt|-tgtdt
cos“t cost
1 — cos?t
= 3/tg2dt:3/c20sdt
cos“t

1
= 3/ 5 dt—3/dt:3tgt—3t—|—0’
cos“t

9
V1 —cos?t 1-2 3
= 3COS—St—i—C'—33x—3arccos<—>+C'
cost - x
2_9 3 2 3
= —z L—ZS T — arccos — —i—C”:—xL—i-Sarccos——i-C
x? x || x
29 3 3
= —xxi—l-?)arccos——l-cz\/:1:2—9+3arccos—+0.
— T T

Prema tome,

[V

3
dr = \/x? — 9 — 3(sgnz) arccos — + C, na intervalima (—oo, —3) i (3, 4+00).
x

. . 1 . 1 . C . .
Primer 1.24. Integrali [ el dei [ T dx su navedeni u tablici integrala i za
razliku od ostalih tabli¢nih integrala ne proizilaze direktno iz tablice izvoda. Jedan
od nacina da se oni odrede je koriSéenje trigonometrijskih ili hiperbolickih smena.

x =sht, t € (—o0,+0) =t = arshx
dr =chtdt

1
—dzx
/\/£2+1
/ 1 Chtdt—/ chtdt B chtdt
Vsh2t 41 Vch 2t cht

= /dt:t+C:arshx+C

= In(z+Va?+1)+C, z€R.

Nadimo sada neodredeni integral funkcije f(z) = \/xéﬁ i to najpre na intervalu

(1,+00), a potom i na intervalu (—oo, —1).
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/

Neka je x > 1.

2 —1

dzx

Glava 1. Neodredeni integral

r=_2te(0,%)

clost’ 1
cost == =1t= arccos

— L (—sint)dt = sint gy

8

cos?t cos?t
int in ¢
/ csos2t dt / csos2t
coszt :1)1;21
/csc;l?tt d _/ dt _ 1+tg% "
“snt % = = |t
st cost 1—-tgs
14+ %fcost 1+ 1;%
In Vet +C" =In|——=|+C"
1— 1—cost 1—1
1+cost 1-— 1+i
1+ /24 1+ Y2
In 7” +C" =1n|—y2tL Vﬂc+ + "
a:+1 vVar+1
n Ve+1l4+vr—1 +C,,:ln\/x+1+\/:c—1+c,,
Ve+1l—vax—1 Vi+1l—vz—1

Vr+l+vVr—-1 Vz+1+yVz -1 "
n(\/x—i-l—\/a:—l'\/w—kl—i-\/x—l)—i_c

Wz +1++Vr—1
2

n(Ve+1+vVe—1>2+C =n(z+1+2Va2 —1+z—-1)+ '
n2(x+ Va2 -1)+C' =ln(z+ V22 —-1)+In2+C’
In(z + Va2 — 1) + C.

2
In ) —{—C’”:ln(\/m—l—l—i—\/w—1)2—ln2—|—C"
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Neka je x < —1.

— 1
[ 7= T leE
- dx = cost = —L =t — arccos (— 1+
2_1 v . .’L‘ln
o - ﬁ)'(—Smt)dt:_csothdt
_ csciyt cscgl2tt
- dt: dt
t
005215 @
sint .
) / T cost:_ln‘l ot TC
cost _ g2
1—cost
1—tgt . 1/ lcost )
i +\/ Trcost
1—1
b f 1—,/2=L
1+1
e ln 7‘71“ +C//—]n 7;34_1 +C”
-1
1+ L“{ L4+4\/53
_ A=
_ lnlﬂﬂLC”—ln Vz—1-Vi—z Lo
! 1+¢Q Ve —1+V1-x
x
\/1_95—\/—90—1 .
N e
\/1_$+\/—:E—1
1 —2 - /—7 -1 — =
:1n<\/ i-v-z-1 VIi—z-V-x >+C”
Vi-z4+vV—zr—-1 Vi—z—+v—-2-1
= ln(\/l_x_\/—$—1)2+0/,
2

= h(VIi—z-V-2-1)°-In2+C"
= In(l-z-2vVa?-1-z-1)+C

= In@2(—z—vV22-1)+C" =In(—z— Va2 —1)+In2+C’
= Inlz+ V22 -1+ C.

Prema tome,

1 . . .
/m dx =1In|z + \/ﬁ| + C, na intervalima (—oo, —1) i (1, 400).
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Glava 2

Odredeni integral

2.1 Integrabilnost deo po deo neprekidnih funkcija

Lema 2.1. Neka je su funkcije f i g definisane na |a,b] i neka je f(x) = g(z) za
€ (a,b). Ako je funkcija f integrabilna na [a,b], onda je i funkcija g integrabilna

na [a,b] i vazi
/abg(a:)dsn = /ab f(x)dx

Dokaz. Neka je funkcija f integrabilna na [a,b] i neka je I = f; f(x)dx. 1z inte-
grabilnosti funkcije f sledi da je ona ograni¢ena na segmentu [a, b], tj. postoji broj
M > 0 tako da je |f(x)| < M za sve x € [a,b]. Neka je K = max{M, |g(a)|,|g(b)|}.

Neka je (P,) niz podela segmenta [a,b], P, = {:UO ),xg ),...,.%,(:L)}, n € N, takav

da je li_}m d(P,) = 0, i neka je £ = ( (n), 5 ,...,f ) proizvoljan izbor tacaka
51(") € [ng)l,azgn)], 1=1,...,k,, n € N. Tada je

n—o0

kn kn
: (n)y _ 1 M)y, () () _ 1 (n) (n) _
lim o(f, Pp,§ )_17,113010 2—1 f(fi )(z; xi—l) _nh~>n(}o E_l f(ﬁi JAz; =1, (2.1)

gde je A:z:z(»n) = J:,En) — azgﬁ)l, 1=1,2,...ky,n €N,
Kako je

0 < o(g, P, ™) — 1] < |o(g, P, ™) — o(f, Po, €™)| + o (f, Py €M) — 1|
kn

kn
= |Zg<s§”>>m§"> - Z FE) AN + [o(f, P €) 1|

= g <”>>Ax§">+g<f,i )Az — f(er > —f<s,§:’>Ax<”>|+\a<f,Pn,s<”>>—fr
< g AZ™| + (gl Az | + | £ >Aml |+ £ A + o (f, Po, €™) — 1

21
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i kako je
gAY < Kd(P,), |96 A < Kd(Py),
FEM) A < Kd(Py), |£EM) A < Kd(P),
to je

0 < |o(g, P, €M) — I| < 4Kd(P,) + |o(f, P, €™) — 1] (2.2)
S obzirom da je li_>m d(P,) =0, iz (2.1) i (2.2) sledi

lim o(f, P, M) =1,

n—oo

Sto znaci da je funkcija g integrabilna na segmentu [a, b] i da je

/abg(x)d:n . /abf(a:)d:n.D

Dokaz. (II nacin) Neka je funkcija f integrabilna na [a,b] i neka je I = f: f(x)dx.
Iz integrabilnosti funkcije f sledi da je ona ograni¢ena na segmentu [a, b, tj. postoji
broj M > 0tako daje |f(x)| < M zasvex € [a,b]. Neka je K = max{M, |g(a)|, |g(b)|}.
Neka je € > 0 proizvoljno. Tada postoji §* > 0 tako da za svaku podelu P =
{zo,z1,...,2,} segmenta [a, b] takvu da je d(P) < 0* iza svakiizbor £ = (£1,&2,...,&)
tacaka & € [x;—1, ], i = 1,...,n vazi nejednakost

o(f.P.&) ~1] < 5. (2.3)

Neka je 6 = min {6*, 8LK} ineka je P = {xg,x1, ..., oy} podela segmenta [a, b] takva
da je d(P) < § i neka je & = (&1,&2,...,&,) proizvoljan izbor tacaka &; € [x;—1,z;],
i=1,...,n. Tada je

‘U(Q7Pa£)_‘[| < |O'(g,P,€)—U(f,P,§)|+|O'(f,P,£)—I|

1> 9(&) Az = f(&)Ax| + |o(f, P,&) — |

=1 =1
< g(&)Az1 + g(§n)Azn — f(§1)Az1 — f(§n)Azn| + |o(f, P,§) — I

IN

A

i kako je
lg(&1)Axy| < Kd(P) < K¢, |g9(&n)Ax,| < Kd(P) < Ko,
|f(&1)Axi| < Kd(P) < K6, |f(&n)Axy,| < Kd(P) < Ko,

to je, s obzirom na (2.3),

0(g, P, &) — I| < AKS + |o(f, P,€) — I <4KSLK+§:6.

Ovo znaci da je funkcija g integrabilna na segmentu [a,b] i da je fabg(x)dx =1=
b
[ f(x)dz. B



