Glava 1

Granicne vrednosti nizova

1.1 Prosireni skup realnih brojeva

Iz tehnickih razloga, radi jednostavnijeg izrazavanja, skup realnih brojeva se prosiruje
sa jo$ dva elementa +00 i —oo, koji se ¢itaju redom sa ”plus beskonacno” i ”minus
beskona¢no”. Tako dobijamo prosSireni skup realnih brojeva

R=RU{-00, +c0}.
Ako je a € R, govori¢emo da je a konacan broj.
Relacija poretka sa skupa R progiruje se na skup R na sledeéi nacin:
(Vz € R)(—o0 < )
(Vx € R)(x < +00)
—00 < +00.
Na taj nacin je skup R linearno ureden. Svaki podskup A skupa R je odozgo (odozdo)
ogranicen sa +00 (—00), tj. +oo (—o0) je gornja (donja) granica skupa A. Ako je
é C R odozgo ogranicen u R, onda on ima supremum u R, i to je supremum i u
R, a ako A nije odozgo ogranicen u R, onda smatramo da je sup A = +o00. Takode
ako je A C Ri+oo € A, onda uzimamo da je sup A = +oo. Dakle svaki neprazan

podskup u R ima supremum.
Sli¢no, svaki neprazan podskup u R ima infimum.

Koristi¢emo sledec¢e oznake:
(=00, 40) ={r € R: —c0 <z < +0} =R,
(a,4o00)={z€eR:x>a} i [a,+00)={zx eR:x >a}, (1.1)

(—o0,a) ={zeR:z<a} i (—o0,a]={zeR:x<a}l, (1.2)
gde je a € R. Skupove u (1.1) zvaéemo okolinama tacke +oo, dok ¢emo skupove
u (1.2) zvati okolinama —oo. Takode je i skup (—o0,+00) = R okolina tacke +oo,

kao i tacke —oco. Primetimo da same tacke +o0o0 i —oo ne pripadaju sopstvenim
okolinama.
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1.2 Pojam grani¢ne vrednosti realnog niza i osobine

Definicija 1.1. Neka je A neprazan skup. Funkcija a : N — A zove se niz elemenata
skupa A. Vrednost a(n) funkcije a u tacki n € N oznacavamo sa a,, i zovemo n-tim
¢lanom ili op§ timélanom niza, dok se sam niz obelezava sa (ay), (an)nen, (@n)oq,
ili sa a = (ar,a2,...,0n,...).

1
2n —1
obelezava i sa (), (Yn), (bn).

U ovoj sekciji izu¢ava¢emo iskljuc¢ivo nizove realnih brojeva.
Pojam granicne vrednosti ili limesa niza je osnovni pojam matematicke analize
(limes je latinska rec i znaci granica).

Na primer a,, = ,> Niz se cesto

NI

11
je opsti ¢lan niza a = (1, -, -,
je op < 3E

Definicija 1.2. Tacka x € R je graniéna vrednost ili granica ili limes niza (x,) ako
za svaku okolinu! U tacke x postoji prirodan broj ng tako da za svaki prirodan broj
n > ng vazi x, € U i piSemo

lim z,, = x.
n—oo

Prema tome,

lim z, =z <= (YU)(3Ing € N)(¥n € N)(n > ng = x, € U).

n—oo
U tom slucaju kazemo da niz (x,) tezi ka x kad n tezi beskona¢nosti i piSemo jos i
ZTn — x, n — 00. Ako je z konacan broj, za niz (x,) kazemo da je konvergentan ili
da konvergira ka x, a ako je x = —oo ili x = 400 ili ako grani¢na vrednost ne postoji,
onda ¢emo reéi da taj niz divergira ili da je divergentan. Pri tom, za nizove koji teze
ka 400 ili —oco kazemo da odredeno divergiraju ili da su odredeno divergentni.

Prema tome, niz (x,,) tezi ka x, ako se u svakoj okolini tacke x nalaze svi ¢lanovi
niza pocev od nekog ili skoro svi ¢lanovi niza-svi sem njih kona¢no mnogo.

S obzirom na definicije okolina konaé¢nih i beskonac¢nih elemenata skupa R, uslov
dat u definiciji se moze protumaciti na sledete nacine.

Ako je x € R, tada

lim 2, =2 <= (Ve > 0)(Ing e N)(Vn e N)(n > ng = |z, — 2| <¢€). (1.3)

n—o0

Ako je £ = +o00, onda

lim z, = 400 <= (VM € R)(3ng € N)(Vn e N)(n > ng =z, > M). (1.4)

n—oo
Dakle, za niz (z,) kazemo da tezi ka 400, i pisSemo lim z,, = +o0, ako za svako
n—o0
M € R postoji prirodan broj ng tako da za svako n > ng vazi x, > M.

Sliéno, ako je x = —oo, onda

lim z, = —00 <= (VM € R)(Ing € N)(¥n € N)(n > np = x, < M), (1.5)

n—o0

'Oznaka U za okolinu potice od nemacke re¢i Umgebung $to znaéi okolina.
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tj. za niz (z,) kazemo da tezi ka —oo, i piSemo lim z, = —o0, ako za svako M € R
n—oo

postoji prirodan broj ng tako da za svako n > ng vazi z, < M.

Napomena 1.3. Da bismo dokazali da je lim z,, = +o00 dovoljno je dokazati da
n—oo

za svaki realan broj M > 0 postoji ng € N tako da za svako n > ng vazi z,, > M.
Zaista, neka za svako M > 0 postoji ng € N tako da za svako n > ng vazi
Tn > M. Pokazimo da onda za svako K € R postoji ng € N tako da za svako n > ng
vazi x, > K. Ovo je jasno za K > 0. Ako je K < 0, onda iz pretpostake sledi da
za M =1 postoji ng € N tako da za svakon > ng vaziz, > M =1> 02> K.
Sli¢no, da bismo dokazali da je zhﬂng} f(x) = —oo dovoljno je dokazati da za svaki
0

realan broj M < 0 postoji ng € N tako da za svako n > ng vazi x, < M.

Primer 1.4. Za c € R i niz ¢iji je opsti ¢lan z, = ¢ vazi lim z, =c.
n—oo

Zaista, za svako € > 0 biée |z, —c|=|c—¢c| =0<ezasvakon € N. o

Primer 1.5. Dokazac¢emo da niz ¢iji je opsti ¢lan x,, = — konvergira ka 0.
T, T T, T,
T o
0 11 1 ;K
4 3 2

U tom cilju dokazimo da za svako ¢ > 0 postoji prirodan broj ng tako da za

1 1
svaki prirodan broj n > ng vazi |— — 0| < ¢, tj. — < e. Na osnovu Arhimedovog
n n

1
principa postoji prirodan broj ng takav da je ng > —. Sada za svako n € N takvo
€
1 1
da je n > ng vazi n > —, odakle — < ¢, tj. |z, — 0| < e. Primetimo da je za zadato
€ n
1 1
€ > 0 dovoljno uzeti ng = [] + 1. Zaista, ng > — i za svako n > ng takode ce
€ €

vaziti n > —, i prema tome, — < €, tj. |z, — 0| <e€. ®
€ n

xlOOQ xlOOl ‘CEI
I eo e I I ) eo e I >
1 1 _ 1 R
0 002 1001 €~ 100 1
Primer 1.6. Pokaza¢mo da je
2n+3

lim =
n—oo M+ H
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Neka je € > 0 proizvoljno. Treba nac¢i ng € N tako da je za svako n > ng vazi

2
n—|—3_2 <e Iz
n+5
2n+3 2n+3 —2n—10 7 n+95 1
—92 = = < €<= P
n-+>5 n—+5 n—+5 7 €

7 7
< n+5H>-<<=n>-—05,
€ €
o 7 .. . 7 .
zaklju¢ujemo da za ng = max< |- —5| + 1,15 vazing € Ning > — —b5, paiza
€ €

2n+ 3
+5

. 7 .
svako n > ng vazi n > — — 5, i stoga,
€

—2‘<€.o

1
Primer 1.7. Pokazimo da niz ¢iji je opsti ¢lan x,, = 1 + (—1)"27 konvergira ka 1.

, T, T, T,

_1 R
1-3

U tom cilju dokazimo da za proizvoljno ¢ > 0 postoji ng € N tako da je za svako
1
n >mngy vazi |1+ (—1)"2—11 — 1| < e. Kako je

1 n o 1 1
— < e<=2"> - << n>logy —,
2n € €

1
zakljucujemo da je za ng dovoljno uzeti ng = max{ [logQ } +1, 1}, jer je ng >
€

1. : . . .
logy —, 1 zato i za svako m > ng vazi n > logy —, tj. on < € 1 prema tome,
€ €

1
1—1—(—1)”2—”—1 <e e

Primer 1.8. Dokazimo da niz x,, = 3" tezi ka +oo.

Neka je M > 0 proizvoljno. Pokazimo da postoji ng € N tako da za svako n € N,
n > ng povlaéi 3" > M. Bududi da je

3" > M <= n >logy M,

zaklju¢ujemo da je za ng dovoljno uzeti ng = max{[log3 M] + 1, 1}, jer je ng >
logs M i za svako n > ng vazi n > logs M, tj. z, =3" > M. e

'Il xZ
03 9
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Primer 1.9. Pokazimo da niz ¢iji je opsti ¢lan a,, = sin — nije konvergentan.
4k +1
Primetimo najpre da je agr, = sin km = 0, aqr+1 = sin (—;)W = sin (g + 2k:7r>
4k + 3 3
1, agpq3 = sinu = sin ?W 4+ 2kw | = —1, k € N. Za svaki broj a € R van

njegove e-okoline, gde je 0 < € < 1, nalazi se beskona¢no mnogo elemenata niza, i
zato a nije grani¢na vrednost niza (a,).

Primetimo da ovaj niz nema graniénu vrednost. U okolini (2, 400) tacke 400
nema nijednog ¢Clana niza, pa +o0o nije granica niza. Takode, u okolini (—oo, —2)
tacke —oo nema ¢lanova niza (a,), pa ni —oo nije granica niza. e

=0, =0, =... A=, =05=... 4, =0=0y=...

[

-1 0 1 R

Tvrdenje 1.10. Ako postoji granicna vrednost niza, onda je ona jedinstvena.

Dokaz. Pretostavimo da niz (x,) ima dve razlicite grani¢ne vrednosti = i y i neka

|z — |

su, na primer, obe konacne. Za € = > 0 okoline (r — e,z +¢€)i(y—€,y+e)

su disjunktne. Kako je lim x, = x, sledi postoji n; € N tako da za svako n > n;
n—oo
vazi &, € (r — €,x + €). Takode, iz lim z, = y sledi da postoji ny € N tako da za
n—oo
svako n > ng vazi z, € (y — €,y + €). Neka je ng = max{nj,ns}. Tada za svako
n > ng vazi x, € (x —€,x+¢€)N(y — €,y + €), $to protivureci ¢injenici da su okoline
(x—e€,z4¢) 1 (y—e,y+e) disjunktne. (Za slucaj da bar jedna od grani¢nih vrednosti
x i y nije konacan broj, takode mozemo naci njihove disjunktne okoline, i analogno
kao u prethodnom rasudivanju doéi do protivure¢nosti). l

{?f xl ) 4\‘?
i Tyt | T i P, | P \ S
t ‘ T : X ‘ T ' 7 >
x rty Yy R
2

Definicija 1.11. Za niz (x,) kazemo da je odozgo (odozdo) ogranic¢en ako je odozgo
(odozdo) ogranicen skup {x, : n € N}.
Niz (zy,) je ogranic¢en ako je odozgo i odozdo ogranicen.

Tvrdenje 1.12. Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Dokaz. Neka je (x,) konvergentan niz i neka je x grani¢na vrednost ovog niza. Tada
postoji ng € N tako da za n > ng vazi |z, — z| < 1. Neka je M = max{l, |z; —
x|, |z — z|,..., |Tno—1 — z|}. Tada je |z, — x| < M, tj. z, € [x — M,z + M] za
svako n € N. Prema tome, niz (z,) je ogranicen. W
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I”U'l_ x ‘
‘|$3— T ’ = najvece rastojanje = M
‘1’2— x ‘
’1’1— X ’
1 1
T, T, T, T, .

7
L4
L]

[ ]

[ ]

v

-1 T +1

Primetimo da obrat Tvrdenja 1.12 ne vazi, tj. postoje nizovi koji su ogranic¢eni

ali nisu konvergentni. Na primer niz ¢iji je opsti ¢lan x,, = (—1)" je ogranicen ali
nije konvergentan. Takode i niz iz Primera 1.9 je ogranicen i nije konvergentan.

Tvrdenje 1.13. Neka su b, ce R i

lim z, =2 € R. (1.6)
n—oo

Ako je x < b, tada postoji n1 € N tako da za svako n > ny vaZi z, < b.

Ako je x > ¢, tada postoji no € N tako da za svako n > no vazi x, > c.

Dokaz. Neka je x <bie=>b—x. Tadajee > 01iiz (1.6) i (1.3) sledi da postoji
ny1 € N tako da je za svako n > ny, o, € (v —€,2 +€) = (v — €,b). Prema tome,
T, < bzan>n.

Neka je x > cie=x —c. Kako je e >0, iz (1.6) i (1.3) sledi da postoji na € N
tako da je za svako n > ng, x, € (x — €,x + €) = (¢, z + €). Prema tome, x, > ¢ za
n>ny. M

Tvrdenje 1.14. Neka su b, ce R i

lim z, =2 € R. (1.7)
n—oo

Ako je xp, > b za svako n € N (ili pocev od nekog n), tada je x > b.

Ako je xp, < ¢ za svako n € N (ili pocev od nekog n), tada je x < c.

Dokaz. Neka je x, > b za svako n € N. Ako bi bilo x < b, tada bi na osnovu
Tvrdenja 1.13 sledilo da postoji n; € N tako da je x, < b za svako n > nq, §to je
suprotno pretpostavci.

Analogno, ako je x, < ¢ za svako n € N, na osnovu Tvrdenja 1.13, zaklju¢ujemo
dajex<c. N

Tvrdenje 1.14, za konvergentan niz (x,,), primenjiva¢emo koriste¢i implikacije:

(VneN) z, >b=— lim z, > b, (1.8)

n—oo

(VneN) z, <c= li_}m T, < c. (1.9)
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Primetimo da je moguca striktna nejednakost na levoj strani gornjih implikacija, a

jednakost na njihovoj desnoj strani, odnosno ¢ak iako je x, > b (x, < ¢) za svako

n € N, ne mora biti lim z, > b (lim z, < ¢). Za slucaj implikacije (1.8) to
n—oo n—oo

pokazuje primer:

1 -
Tp=—,b=0, z, >0zasvakoneN, i lim z, =0,
n n—o00

a za slucaj implikacije (1.9) to pokazuje primer:

1 .
Tp=——,¢=0, z,<0zasvakoneN, i lim z, =0.
n n—o00

Ujedno ovi primeri pokazuju da obrat Tvrdenja 1.13 ne vazi.

Sledecéa tvrdjenje je uopstenje Tvrdenja 1.13.

Tvrdenje 1.15. Ako je lim z, =z, lim y, =y, =, vy € R, i & < y, tada postoji
n—oo n—oo
ng € N tako da je x, <y, za svako n > nyg.

—x
Dokaz. Neka su, na primer, z i y konaéni brojevi. Za € = y—2 > 0 vazi (r —e,z+

e)N(y—e,y+e€) =0. Takode zasvako t € (z —e,x+¢€) i svako s € (y— €,y +¢€) vazi
nejednakost ¢ < s (Za slucaj da je bar jedna od granica x i y beskona¢na, takode je
moguce naéi okolinu U (x) tacke x i okolinu V' (y) tacke y tako da za svako s € U(x)

i svako t € V(y) vazi nejednakost t < s). Iz lim x, = z i lim y, = y sledi da
n—oo n—oo

postoje ni, ny € N tako da je x,, € (x —€,x+€)zan>ny iy, € (y—€,y+e)
za n > ng. Neka je ng = max{ni,ne}. Za n > ng imamo da x,, € (r —€,x +€) i
yn € (Y — €y +e), te je zn <y, A

Naredna tvrdenje je uopstenje Tvrdenja 1.14.

Tvrdenje 1.16. Neka je lim x, =z, lim y, =y, =, y € R, i z, > vy, 2a svako
n—oo n—oo

n € N (ili pocev od nekog n). Tada je x > y.

Dokaz. Pretpostavimo da je x < y. Na osnovu Tvrdenja 1.15 sledi da postoji ng € N
tako da je x,, < y, za svako n > ng. Ovo protivureci pretpostavci da je x, > y, za
svako n € N. Dobijena protivure¢nost dokazuje da je z > y.

Tvrdenje 1.16, za nizove (z,) i (yn), od kojih svaki ponaosob ima grani¢nu
vrednost, zapisiva¢emo krace pomocéu implikacije

(Vn eN) z, >y, = lim z,, > lim y,. (1.10)
n—0o0 n—oo

Primetimo da je moguéa striktna nejednakost na levoj strani implikacije (1.10), a
jednakost na njenoj desnoj strani, odnosno c¢ak iako je x,, > v, za svako n € N, ne
mora da bude lim z, > lim y,. To pokazuju sledeéi primeri:

n—oo n—oo

1
(1) Tn = o Yn =0, T, > yp zasvakon € N, 1 lim x, =0= lim y,,
n—oo n—oo
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1

(i) zp, = o> Un = Tp > Yn za svakon € N, i nll)rgo Tp=0= nlggo Yn,

1
—oa
Ovi primeri ujedno pokazuju da ne vazi obrat Tvrdenja 1.15.

Tvrdenje 1.17. Ako nizovi (x,) i (yn) konvergiraju, tada konvergiraju i nizovi
(T + Yn) @ (Tn, — yn) @ vazi

Al Tn ¥ n) = g ot I Y
lim (z, —y,) = lim x, — lim y,.
n—o00 n—oo n—oo

Dokaz. Neka je je lim x, =x i lim y, =y ineka je € > 0 poizvoljno. Tada postoje
ni, n2 € N tako da je |z, — z| < 5 zan>mniily, —yl < 3 za n > ny. Neka je
ng = max{ni,na}. Za n > ng vaz

€ €
!(wn+yn)—(x+y)!=!(wn—w)Jr(yn—y)\S\wn—w!+\yn—y|<§+5=e

€ €
\(xn—yn)—(w—y)\=!(xn—$)—(yn—y)!Slxn—$!+!yn—y!<§+§=6-

Prema tome,
lim (z, +yp) =z +y = lim z, + lim y,
n—oo n—oo n—oo

lim (z, —y,) =2 —y= lim z, — lim y,. A
n—00 n—00 n—00
Ako nizovi (z,,) i (yp) nisu konvergentni, njihov zbir odnosno razlika ne mora da
bude divergentan niz. Na primer nizovi x, = n+5 i y, = —n+ 3 nisu konvergentni,
ali je njihov zbir (x, + y,) konvergentan niz (x,, + y, = 8, n € N). Takode, nizovi
an =n+51 b, = n nisu konvergentni, lim a, = +ocoi lim b, = 400, ali je njihova
n—oo n—oo
razlika (a, — by,) konvergentan niz (a, — b, = 5, n € N). Ovi primeri pokazuju da
obrat Tvrdenja 1.17 ne vazi, tj. da iz konvergencije zbira (razlike) dva niza, ne sledi
konvergencija svakog od njih ponaosob.
Primetimo jos, da ako je lim a, = +oo0 i lim b, = 400, u opStem slucaju ne
n—oo n—oo
mozemo niSta zakljuciti o konvergenciji niza (a, — b, )-ovaj niz moze teziti kona¢nom
realnom broju (kao u gore navedenom primeru), moze teziti +o0o ili —oo ili se moze
desiti da uopste nema grani¢nu vrednost (videti dole navedene primere).
Na primer, ako je a, =2n1ib, =n, n € N, tada je

lim a, = lim b, = +o0, lim (a, —b,) = +oco i lim (b, — a,) = —oc.
n—ro0 n—o0 n—ro0 n—00

Ako je ay :n—i—sin%, b, =n, n € N, onda je
lim a, = lim b, = +o0,
n—oo n—oo
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ali niz (a, — by) nema grani¢nu vrednost.

Zato ako nizovi (a,) 1 (by) teze ka 400, onda za limes li_)m (an — by) kazemo da
n—oo

predstavlja neodredenost oblika oo — oo, a za ispitivanje ovog limesa kazemo da je
razja$njavanje neodredenosti oblika oo — co. Kazemo jos i da je a,, — b, neodredeni
izraz oblika oo — co kad n — oc.

Tvrdenje 1.18. (1.18.1) Ako je lim z, = 400 ¢ lim y, = +00, onda je lim (z,+
n—oo n—oo n—oo
Yn) = +00.
(1.18.2) Ako je lim z, = —oco ¢ lim y, = —oo, onda je lim (z, + yn) = —00.
n—oo n—oo n—o0
(1.18.3) Ako je lim x, = +00 i (yn) odozdo ogranicen niz, onda je im (z,+y,) =
+OO n—oo n—oo

(1.18.4) Ako je lim z, = —o0 i (yn) odozgo ogranicen niz, onda je lim (z,+yp) =
n—oo n—oo
—00.
(1.18.5) Ako je lim z, = +oo (lim x, = —o0) ¢ lim y, = y € R, onda je
n—oo n—oo n—oo
lim (2, +yn) = lim (2, — yn) = +oo (lim (2, +yn) = lim (2, — y,) = —00).2
n—00 n—00 n—00 n—00

Dokaz. (1.18.1): Neka je lim x, = +oco i lim y, = 400, 1 M € R proizvoljno. Iz
n—oo n— o0

lim z, = 400 sledi da postoji n;1 € N tako da za svako n € N, n > n; povlaéi
n—oo

M
Ty > 5 Iz lim y, = 400 sledi da postoji na € N tako da za svako n € N, iz
n—oo

M
n > no sledi y, > - Neka je ng = max{nj,ne}. Tada za n € N, n > ng povladi

M M
Tn + Yn > 7+?:M. Prema tome,

(1.18.2): Sli¢no dokazu za (1.18.1).
(1.18.3): Nekaje lim x,, = 4001 (y,) odozdo ogranic¢en niz. Tada postojim € R
n—oo

(T + yn) = +00.

lim
n—oo

tako da je y, > m za svako n € N. Neka je M € R proizvoljno. Iz lim z, = +o0
n—oo
sledi da postoji ng € N tako da za sve prirodne brojeve n takve da je n > ngy vazi
xy, > M —m. Onda ée za svako n > ng vaziti &, +yn, > (M —m)+m = M, i prema
tome, lim (z, + y,) = +o0.
n—oo
(1.18.4): Sli¢no dokazu za (1.18.3).

2Tvrdenja (1.18.1), (1.18.2) i (1.18.5) simbolicki zapisujemo (koriste¢i simbole 400 i —0co) na
slededi nacin:

(+00) + (+00) = +o0,
(-00) +(-00) = —oo,
+o0) + = +o0, za svako y € R,

400, za svako y € R,

—o0, za svako y € R,

+
8888
|
QR e w
[

= —o0, za svako y € R.
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(1.18.5): Neka je lim z, = 400 i lim y, = y € R. Iz Tvrdenja 2.10 sledi
n—oo n—oo
da je niz (y,) ograni¢en i prema tome je i niz (—y,) ogranicen, te su stoga oni
odozdo ograniceni. Sada iz (1.18.3) sledi li_>m (T + yn) = o0 1 li_>m (T — yn) =
n—oo n oo

lim (2, + (—yn)) = +00.
n—oo

Sliéno, ako je lim z, = —oo i lim y, = y € R, onda su nizovi (y,) i (—yn)
n—o0 n—o0
odozgo ograniceni pa je na osnovu (1.18.4) lim (z, +y,) = —oo i lim (z, — yn) =
n—oo n—oo

nh_)rglo(:cn + (—yn)) = —oc0. K

Primer 1.19. Na osnovu (1.18.3) sledi lim (n2 + sin nj) = 400 jer lim n? =
n—o00 2 n—00

+00, aniz (Sin ni) je ogranicen, dok na osnovu (1.18.4) imamo lim (—n + sin nj)
2 n—00 2
—0o0, jer je lim (—n) = —oo.
n—oo
Takode, iz (1.18.3) sledi
lim <n + n(_l)n> = +o00

n—oo
jer je lim m = 400, a niz (n{~Y") ograni¢en odozdo nulom. e
n—oo

Posledica 1.20. (1.20.1) Ako je lim z, = +o0 ic € R, tada je lim (c+x,) = +00.

(1.20.2) Ako je lim z, = —oc0 i c € R, tada je lim (c+ z,) = —o0.
Dokaz. Sledi iz (1.18.5) i Primera 1.4. B

Tvrdenje 1.21. Neka su dati nizovi (xy,) i (yn) pri cemu je (z,,) konvergentan niz.
Tada niz (x, + ypn) ima granicnu vrednost ako i samo ako niz (yn) ima granicnu
vrednost. Pri tom su moguéi slucajevi:

(1.21.1) Niz (yn) je konvergentan ako i samo ako je niz (x, + yn) konvergentan i
vazi jednakost:

nogioln ¥ ) = 1 n I Y (L11)

(1.21.2) lim y, = 400 ako i samo ako je lim (z,, + yn) = +00;
n—oo n—oo

(1.21.3) lim y, = —oc0 ako i samo ako je lim (x, + y,) = —00.

Dokaz. (1.21.1): Neka je (y,) konvergentan niz. Buduéi da je niz (x,) konvergentan,
iz Tvrdenja 1.17 sledi da je niz (zn, + yn) konvergentan i da vazi jednakost (1.11).

Obrnuto, pretpostavimo da je niz (z, + y,) konvergentan. Opet iz konvergencije
niza (x,), na osnovu Tvrdenja 1.17, zaklju¢ujemo da je niz ((x,, + yn) — Tn) = (Yn)
konvergentan.
(1.21.2): Neka je lim y, = +oo. Bududi da je niz (z,,) konvergentan, iz Tvrdenja

n—oo
1.18 (1.18.5) sledi da je lim (xy, + ypn) = +o0.
n—oo
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Obrnuto, pretpostavimo da je lim (z,+y,) = +00. Kako je (z,) konvergentan,
n—o0
iz Tvrdenja 1.18 (1.18.5) sledi da je lim y, = lim ((2p + yn) — 2n) = +00.
n—oo n—oo
(1.21.3): Slicno dokazu za (1.21.2). &
Definicija 1.22. Za niz koji konvergira ka 0 kazemo da je nula-niz.
Tvrdenje 1.23. Zbir (razlika) dva nula-niza je nula-niz.

Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 1.17. B

Tvrdenje 1.24. Niz (z,,) konvergira ka x € R ako i samo ako postoji nula-niz (ay,)
takav da je T, = ¢ + ap, n € N.

Dokaz. Neka je lim z, =x € Ria, =z, —x, n € N. Za proizvoljno € > 0 postoji
n—oo

no € N tako da za sve n > ng vazi |z, — x| < €, tj. |a,| < e. To znaci da je (an)
nula-niz i vazi joS x, =« + a,, n € N.
Obrnuto, neka je (ay) nula-niz i z, = = + a,, n € N. Tada je a, = z, — =z,
n € N, i za proizvoljno € > 0 postoji ng € N tako da za sve n > ng vazi |a,| < €, tj.
|z, — x| < €. To znaci da je lim z, =z € R.
n—oo

Primetimo da smo dokaz mogli izvesti koriste¢i Tvrdenje 1.17. B
Tvrdenje 1.25. Proizvod nula-niza i ogranicenog niza je nula-niz.

Dokaz. Neka je je lim z, = 0 i neka je (y,) ograni¢en niz. Sledi postoji M > 0
n—oo
tako da je |yn| < M za svako n € N. Neka je € > 0 proizvoljno. Iz lim z, = 0 sledi
n—oo

€
da postoji ng € N tako da je |z,| < R > ng. Odatle za svako n > ng vazi

€

MM:E.

|Znyn| = [2nllyn| <
Prema tome, lim (z,y,)=0. W
n—oo

1
Primer 1.26. Niz ¢iji je opsti ¢lan z, = — sin % je nula~niz na osnovu Tvrdenja
n
1
1.25, jer je <> nula-niz, a niz (sin %) je ogranicen (videti Primer 1.5). o
n

Ako je ¢ € Ri (x,) nula-niz, onda iz Tvrdenja 1.25 i ¢injenice da je konstantan
niz y, = ¢, n € N, ogranicen niz, sledi da je (znyn) = (czy) nula-niz.
Vazi i opstije tvrdenje:

Tvrdenje 1.27. Proizvod nula-niza i konvergentnog niza je nula-niz.

Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 1.25 i Tvrdenja 1.12. B

Tvrdenje 1.28. Ako nizovi (z,,) i (yn) konvergiraju, tada konvergira i niz (x,yy)
vaz

lim (z,y,) = lim z, - lim y,.
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Dokaz. Neka je

lim zp, =2 1 lim y,=y. (1.12)

Ako je y = 0, tj. ako je (yn) nula-niz tvrdenje vazi na osnovu Tvrdenja 1.27.
Pretpostavimo da je y # 0. Primetimo da je

‘wnyn - xy] = ’xnyn —TpyY + Ty — $y| = ‘xn(yn - y) + y(xn - 1')’
< znllyn =yl + yllon — 2. (1.13)

Buduéi da je niz (x,) konvergentan, on je ograni¢en i postoji M > 0 tako da je
|zn| < M za svako n € N. Neka je € > 0. Iz (1.12) sledi da postoje ny, na € N tako

daje |z, —z| < QL zan > nyilyn—y| < ﬁ zan > ng. Neka je ng = max{ni,na}.

Za n > ng, na osnovu (1.13) vazi:

[Znyn — 2yl < 2llyn =yl + yllen — 2] < My, —yl + |yl|lzn — 2]
< M-S 4yl
—_— — — E.
on Ty
Prema tome,

Ao ntin) = 4 = i @ 1 b

Primetimo da smo u prethodnom dokazu mogli postupiti i na slede¢i nacin, ne
razdvajajudéi slucajeve kad je y = 0 i kad je y # 0:

Za zadato € > 01 € = M1l >0 (M + |y| > 0) postoje n}, nj € N tako da

je |z — x| <erzan>nl iy, —y| < e zan>nl. Neka je nj = max{n},n,}. Za
n > ny, na osnovu (1.13) vazi:

[Znyn — 2yl < Myn —y| + |yllzn — 2| = Mer + |yler = (M + |y])er = ¢,

i prema tome, lim, oo (Tnyn) = Ty.

Tvrdenje 1.28 je mogucée dokazati i koriSéenjem Tvrdenja 1.24. Naime, iz lim z, =
n—oo

z i lim y, =y, naosnovu Tvrdenja 1.24, sledi da postoje nula-nizovi (a,,) i (8y)
n—oo

tako da je z, =+ apn 1 yp = y + Bn, n € N, i prema tome,

TnlYn = (1" + an)(y + Bn) =zy + 2fn + yan + anfn-

Buduéi da su (z6,), (yay) i (o fy) nula-nizovi (Tvrdenje 1.27), na osnovu Tvrdenja
1.23 sledi da je (8, + yay, + anfy) nula-niz. Sada, ponovo koristeéi Tvrdenje 1.24,
zakljucéujemo da je li_)m (Tnyn) = xy.

Primetimo da o%r;fé Tvrdenja 1.28 ne vazi, tj. ukoliko je proizvod dva niza
konvergentan, ne mora svaki od njih ponaosob da bude konvergentan. Na primer,

1
proizvod nizova <> i (sin %) (Primer 1.26) je konvergentan niz, ali (Sin ng)
n

nije konvergentan niz.
Primetimo jos, da ako niz (zy,) tezi ka +00 (—00) i ako je (yy) nula-niz, u opstem
slu¢aju ne mozemo nista zakljuciti o konvergenciji niza (x,y,)-ovaj niz moze teziti
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kona¢nom realnom broju, moze teziti +oc0 ili —oo ili se moze desiti da uopste nema
grani¢nu vrednost.

5
Na primer, ako je z, =niy, = —,n €N, tada je lim z, = 400, lim y, =01
n n—o00 n—o00

lim x,y, = 5.
n—oo

Akojexn = —niyn = 5 n S N, tadaje hmmn = —00, hmyn =01
n n—oo n—o00
. . 1
lim z,y, = lim [ —— | =0.
n—oo n—o0 n
1
Za x, =n?i yn = ——, n € N, tada je lim z, = +oo, lim y, =01 lim z,y, =
n n—oo n—oo n—oo
lim (—n) = —oc.
n—oo

(="

TpYn = (—1)", i niz (x,y,) nema granicu.

Ako je xp, = n iy, = . n e N, tada je lim z, = +oo, lim y, = 0,
n—o00 n—o00

Zato ako je niz (ay,) nula-niz i niz (b,) tezi ka +00 (—00), onda za limes lim (ay, -
n—oo
b,) kazemo da predstavlja neodredenost oblika 0 - 0o, a za ay, - by, da je neodredeni
1zraz oblika 0 - oo kad n — oo.

Posledica 1.29. Ako niz (x,,) konvergira i c € R, tada konvergira i niz (cxy) i vazi

lim cx, = c lim z,,.
n—oo n—oo

Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 1.28 i Primera 1.4. B

Posledica 1.30. Ako je k € N i niz (x,,) konvergira, tada konvergira i niz (%) i
vaz

lim zF = (lim z,)".

Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 1.28 na osnovu principa matematicke indukcije. Bl

Tvrdenje 1.31. (1.31.1) Ako je lim z, = +o0 i lim y, = +oo (lim y, = —00),
onda je lim zpy, = +oo (lim z,y, = —c0).
n—oo n—oo
(1.31.2) Ako je li_>m Ty =400 1 yp >y >0 (y, <y <0) pocev od nekog n, onda je
n oo
lim z,y, = +oo (lim z,y, = —o0).
n—oo n—oo

(1.31.3) Ako je lim x, = 400 7 limy, =y € Riy > 0 (y < 0), onda je

A0, Fnbin = $00 (140, Bntin = —00).
(1.31.4) Ako je lim z, = —oc0 i lim y, = —o0, onda je lim x,y, = +oo.
n—00 n—00 n—r00

(1.31.5) Ako je lim x, = —oc0 iy, >y >0 (y, <y < 0) pocev od nekog n, onda je
n—oo

lim z,y, = —o0 (lim z,y, = +00).
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(1.31.6) Ako je lim z, = —c0 i limy, =y € Riy >0 (y < 0), onda je
n—00 n—o0
lim z,y, = —oo (lim 2.y, = +o0).3
n—o0 n—0o0
Dokaz. (1.31.1): Neka je lim z, = +o0, lim y, = —c0i M > 0. Iz lim z, = 400
n—oo n—oo n—oo

sledi da postoji n; € N tako da je
(Vn e N)(n>ny =z, > VM). (1.14)

Iz lim y, = —oo sledi da postoji ny € N tako da je
n—oo

(Yn € N)(n > ny = y, < —VM),

tj.
(Vn e N)(n > ne = —yn, > VM). (1.15)
Neka je ng = max{ni,n2}. Iz (1.14) i (1.15) sledi da za svako n € N takvo da je
n > ng vazi xn(—yn) > M, tj. Yy, < —M. Prema tome, li_)m TpYn = —0O.
n—oo

(1.31.2): Neka je lim z, = +o0. Pretpostavimo najpre da postojiy € R, y > 0,
n—o0
tako da je y, > y pocCev od nekog n, tj. postoji n1 € N tako da je

(VneN)(n>n;, =y, >y >0). (1.16)

Neka je M € R proizvoljan broj. Iz li_r)n Tn = 400 sledi da postoji prirodan broj
n—oo
no takav da vazi:

M
(Vn e N)(n > ng = z,, > m > 0). (1.17)

Neka je ng = max{ni,n2}. Iz (1.16) i (1.17) dobijamo da za svaki prirodan broj n
takav da je n > ng vazi x,y, > M. Prema tome, lim x,y, = +oo.
n—o0

Pretpostavimo da je lim z, = +o0 i da postoje y € R, y < 0in; € N tako da
n—oo

za svako n € N, iz n > n; sledi y, < y. Prema tome,

(Vn e N)(n>n; = —y, > —y > 0). (1.18)

3Tvrdenja (1.31.1), (1.31.3), (1.31.4) i (1.31.6) simbolicki zapisujemo (koristeéi simbole +oo i
—o0) na sledeéi nacin:

(hoo) - (+00) = +oo
(boo) - (-o0) = oo
(+00) -y = oo, zasvakoy €R, y >0,
(+00) -y = —oo, zasvakoy €R, y <0,
(—0) - (—0) = +oo,

za svako y € R, y > 0,

I
!
8

= +4o00, zasvakoy € R, y <O0.



1.2. Pojam grani¢ne vrednosti realnog niza i osobine 15

Neka je M > 0 proizvoljno . Iz lim x, = 400 sledi da postoji no € N tako da je
n—oo

M
(Vn e N)(n > ng = x, > = > 0). (1.19)

Neka je ng = max{ni,n2}. Tada iz (1.18) i (1.19) za svako n € N, n > ng povlaci
—TnYn > M, tj. xpy, < —M. Prema tome, nh—>12<> TplYp = —OQ.

(1.31.3): Neka je lim z, = 400 i lim y, = y € R. Pretpostavimo najpore

n—oo n—0o0

da je y > 0. Izaberimo ¢ > 0 tako da je ¢ < y. Iz Tvrdenja 1.13 sledi da postoji
ny € N tako da za svako n € N, iz n > ny sledi y, > ¢ > 0. Sada na osnovu (1.31.2)
zakljuCujemo da je nh_}rgo TplYn = +00.

Ako je y < 0, onda biramo ¢ € R tako da je y < ¢ < 0. Na osnovu Tvrdenja
1.13 postoji ny € N tako da za svako n > ng vazi y, < c¢. Iz (1.31.2) sledi da je
lim z,y, = —occ. A

n—oo

Posledica 1.32. (1.32.1) Ako je lim x, = +oc0 ic € R, ¢ > 0 (c < 0), tada je
n—oo

lim cz, = +oo (lim cx, = —oc0).
(1.32.2) Ako je lim x, = —c0 ic € R, ¢ >0 (¢ <0), tada je lim cx, = —c0
n—oo n—oo

(nlbngo CTpy = +00).

Dokaz (1.32.1): Sledi iz (1.31.2).
(1.32.2): Sledi iz (1.31.5). W

Posledica 1.33. Neka je k € N.

(1.33.1) Ako je lim z, = +oo, tada je lim x% = +oo0.
n—oo n—oo

(1.33.2) Ako je lim x, = —oco i k paran (neparan) broj, tada je lim zF = +oo
k n—oo n—oo

(lim x; = —0c0).

n—oo

Dokaz. (1.33.1): Sledi iz (1.31.1) na osnovu principa matematicke indukcije.
(1.33.2): Sledi iz (1.31.4) i (1.31.1) na osnovu principa matematicke indukcije.
|
Tvrdenje 1.34. Ako je H_)In xn = x # 0, tada postoji ng € N tako da je |xy| > l|
n—oo

2
za svako n > ng.

Dokaz. Neka je € = ‘32:| Tada jee > 01 iz li_>m T, = x sledi da postoji ng € N tako
n o
Ed

daje |z, — x| <e= - 7 svako n > ng. Kako je

20 — 2| = ||2| = |2n|| = |2 = [2nl,

to je |z| — |xn| < ’;|, tj. |xn| > |325| za svako n > np. W
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1
Tvrdenje 1.35. Ako je lim x, = x # 0 i 2, # 0 za svako n € N, tada niz ()
n—00 Tn,

konvergira © vazi

lim — = —. (1.20)

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljno. Na osnovu Tvrdenja 1.34 sledi da postoji n; € N
tako da je |zp| > ‘32?| za svako n > nj. Iz li_)rn xn, = x sledi da postoji ny € N tako
n—oo

2

. € . .
da je |z, — x| < iw za svako n > ny. Neka je ng = max{ni,ns}. Za n > ng imamo

11 1 2 €,
— == —— |y — 2| < —— 2" =€
2 7| Tellenl BEE
. 1 C
Prema tome, niz | — | konvergira i vazi (1.20). l
T

Tvrdenje 1.36. Ako je lim z, = x, lim y, =y # 0 i y, # 0 za svako n € N,
n—oo n—oo
tada niz <xn> konvergira 1 vazi
Yn
T
lim — = —.

1
Dokaz. Kako je (azn) = (xn . ), tvrdenje sledi iz Tvrdenja 1.35 i Tvrdenja

Yn n
1.28. 1

Dokaz ovog tvrdenja se moze izvesti koris¢enjem nula-nizova. Naime, iz lim z, =
n—oo

T 1 li_)m Yn = Yy, na osnovu Tvrdenja 1.24, sledi da postoje nula-nizovi (ay,) i (By)
n oo

tako da je z, =+ ap 1 yp =y + Pn, n € N, i prema tome,

T T _rtan oz (@tan)y—(y+Ba)r _ yan — by

(1.21)

Yn y_y“‘ﬁn Yy (y+/8n)y Y- Yn

Buduéi da su (yay,) i (z5,) nula-nizovi, na osnovu Tvrdenja 1.23 zakljué¢ujemo da
je (yay — xfy) nula-niz. Kako je li_>m yn =y # 0, iz Tvrdenja 1.34 sledi da postoji
n oo

|yl

1
prirodan broj ng takav da je |y,| > o> za sve n > ng. Odavde sledi da je niz <>
Yn
> . Na osnovu Tvrdenja 1.25 sledi da je (WL>
Y- Yn yx' Yn
nula-niz. Sada, na osnovu (1.21) i Tvrdenja 1.24 zakljuc¢ujemo da je lim ~=* = =,

ogranicen, i stoga i niz (

Obrat Tvrdenja 1.36 ne vazi, tj. ukoliko je koli¢nik dva niza konvergentan niz, ne

mora svaki od njih da bude konvergentan niz. Na primer, za a,, = sin o> ib, =n,

n

n € N, vazi da je koli¢nik <Z> konvergentan niz (Primer 1.26), ali oba niza (a,,) i
(by,) divergiraju.
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Napomenimo da ako nizovi (z,,) i (yn) teze ka +00 (—o0) (tj. odredeno divergi-
raju), ili ako su oba niza nula-nizovi, u opstem slu¢aju ne mozemo nista zakljuciti

o konvergenciji niza | — |-ovaj niz moze konvergirati, ali moze biti i divergentan.

Yn
Na primer, ako je z, = n? iy, = —3n, n € N, onda je lim z, = +o0, lim y, =
n—oo n—oo
—001 lim — =—-0c01 lim =— =0.
n—00 Y, n—00 Ty,

4 1

_ 4\ . (1 e . S n2
Za nula-nizove | — ) 1 | — | vazi lim -~ = lim 4n = 400 1 lim - =

n 77,2 n—00 i n—00 n—oo é

n
1 -1 1
lim — =0, dok niz ((—1)"), koli¢nik nula nizova <( ) > i (), nema graniénu
n—oo 4n n n
vrednost.

Zbog toga, ako niz (x,) tezi ka +oo ili ka —oo, a takode i niz (y,) tezi ka +oo

x 00
ili ka —oo, za limes lim ~= kazemo da predstavlja neodredenost oblika —, a za
00

n—oo yn
kolicnik 2 da je neodredeni izraz oblika 2 kad n — 0o. Ako su (zn) 1 (yn) nula-
Yn o0
0
nizovi, onda za limes lim In kazemo da je neodredenost oblika —, a za koli¢nik In
n—00 Y 0 Yn

da je neodredeni izraz oblika — kad n — oo.

1
Tvrdenje 1.37. Ako je lim y, = 400 (lim y, = —00), onda je <) nula-niz.*
n—oo n—oo

n

Dokaz. Neka je lim y, = 400 i € > 0 proizvoljno. Tada postoji ng € N tako da za
n—o0

1 1
svako n € N iz n > ng sledi y, > — > 0, odakle imamo da je 0 < — < ¢, i prema
€ Yn

1 1
tome, | —| < e. Sledi <> je nula-niz.
Yn Un
Neka je sada lim y, = —oco i € > 0 proizvoljno. Tada postoji ng € N tako da za
n—oo

1 1

svako n € N iz n > ng sledi y, < —— < 0, odakle imamo da je 0 > — > —e. Dakle,
€ Yn

za n > ng vazi nejednakost

1
Yn

1
= —— <€
Yn

1
Prema tome, <> je nula~niz. A

n

4Tvrdenje 1.37 simboli¢i zapisujemo:
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Posledica 1.38. (1.38.1) Ako je le Yn = +00 (hﬁm Yn = —00) i (x5) ogranicen

. . T .
niz, onda je <> nula-niz.
Yn

(1.38.2) Ako je lim y, = +oo (lim y, = —o0) i (x,) konvergentan niz, onda je
n—oo n—oo

<xn> nula-niz.?
Un,

Dokaz. (1.38.1): Sledi iz Tvrdenja 1.37 i Tvrdenja 1.25.
(1.38.2): Sledi iz Tvrdenja 1.37 i Tvrdenja 1.27, odnosno iz (1.38.1) i Tvrdenja
1.12. |

1
Napomenimo da ako je (y,) nula-niz, onda niz () ne mora da ima granicu.
Yn

Na primer, niz (y,), gde je y, = ————, n € N, je nula-niz, ali — = (—1)"n, i niz
(—1)”n Yn

1
<> nema granicu.

Yn
Tvrdenje 1.39. Neka je (y,) nula-niz i neka je y, > 0 (y, < 0) za svako n € N
(ili poéev od nekog n). Tada je lim — = +oo (lim — = —00).0

n—o0 yn n—oo yn

Dokaz. Neka je M > 0 proizvoljno. Kako je lim y, = 0 sledi da postoji ng € N
n—o0

1
Odavde, — > M za

1
tako da za sve prirodne brojeve n > ng vazi 0 < y, < U
Yn

1
n > ng. Prema tome, lim — = 4o00. W
n—oo yTL

Sledece tvrdenje, koje éemo ¢esto Kkoristiti, poznato je kao ”teorema o lopovu i
dva policajca”.

Tvrdenje 1.40. Neka su nizovi (), (yn) @ (zn) takvi da je

T < yYn < zpzasveneN (1.22)
)
lim z, = lim 2, =a. (1.23)
n—oo n—oo

®Ako je lim z, = x € R, tvrdenje (1.38.2) simbolici zapisujemo:

n—oo
T _
+o0
L - 0, zeR
—00
STvrdenje 1.39 simbolicki zapisujemo:
1 1
— =400, — =-—00
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Tada je lim y, = a. Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljno. 1z (1.23) sledi da postoje
n—oo
ni, no € N tako da je

a—e<x, <a+e zasvakon > ng (1.24)

a—€<z, <a-+e zasvako n > ns. (1.25)

Neka je ng = max{ni,n2}. Sada na osnovu (1.22), (1.24) i (1.25) sledi da za svako
n > ng vazi
a—€e<xy, <y, <zp<a-te,

tj. Yn € (@ —€,a + €). Prema tome, lim y, =a. B
n—00

Primetimo da je za dokaz prethodnog tvrdenja bilo dovoljno pretpostaviti da
(1.22) vazi pocev od nekog ng € N. Naime, s obzirom na definiciju grani¢ne vrednosti
niza, konvergencija niza necée zavisiti od kona¢no mnogo ¢lanova niza. To znaci da
kad radimo sa grani¢nim vrednostima nije uvek nephodno da odgovarajuée osobine
nizova koje koristimo budu ispunjene za svako n € N-dovoljno je da one vaze pocev
od nekog ng € N.

U tom smislu, u formulaciji Tvrdenja 1.35 nije bilo nephodno pretpostaviti da
je xn # 0 za svako n € N, jer iz ¢injenice da je li_>m Tn = x # 0, iz Tvrdenja 1.13

n oo

(ili iz Tvrdenja 1.34) sledi da je x,, # 0 pocev od nekog n. (Pri tom, dakle, ¢ak
ne zahtevamo da — bude definisano za svako n, i ipak, buduéi da je definisano

Tn
pocev od nekog n, govorimo o njegovom limesu.) Iz istih razloga je u Tvrdenju

1.36 moguce izostaviti uslov da je y, # 0 za sve n € N. Sli¢no, u Tvrdenju 1.37 i
Posledici 1.38 mogucée je izostaviti uslov da je y, # 0 za svako n € N.

Tvrdenje 1.41. Neka su dati nizovi (xy,) i (yn) pri cemu je (xy,) konvergentan niz,

lim z, =2 € R,  #0. Tada niz (z,, - yn) ima granicnu vrednost ako i samo ako
n—oo

niz (yn) ima graniénu vrednost. Pri tom su moguéi sluc¢ajevi:
(1.41.1) Niz (yn) je konvergentan ako i samo ako je niz (x, - yn) konvergentan i vazi
jednakost:

lim (2, - yn) = lim x, - lim yp; (1.26)

n—oo n—oo n—oo

(1.41.2) Ako je xz > 0, tada je

lim y, = 400 <= lim (2, yp) =+
n—o0 n—oo
lim y, = —o0 <= lim (z, - y,) = —o0;
n—oo n—oo

(1.41.3) Ako je x <0, tada je

lim y, = 400 <= lim (2, yy) = —
n—o0 n—oo
lim y, = —o0 <= lim (z, - y,) = +oo.

n—oo n—oo
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Dokaz. (1.41.1): Pretpostavimo da je niz (y,) konvergentan. Bududéi da je (z,)
konvergentan niz, iz Tvrdenja 1.28 sledi da je niz (z,y,) konvergentan i da vazi
jednakost (1.26).

Obrnuto, pretpostavimo da je niz (x,y,) konvergentan. Kako je (x,) konver-
gentan niz i nhﬁ\ngo xn = x # 0, na osnovu Tvrdenja 1.36 (i komentara neposredno

pre ovog tvrdenja) sledi da je niz (y,) = <mnyn> konvergentan.
In
(1.41.2): Neka je lim z, =x > 0.
n—oo
Pretpostavimo da je lim y, = 4o0o0. Iz Tvrdenja 1.31 ((1.31.3)) sledi da je
n—oo

lim (z,y,) = +oc.
n—oo

Obrnuto, pretpostavimo da je lim (z,y,) = +00. Iz Tvrdenja 1.35 sledi da niz
n—oo

1 1 1 1
<> konvergira i da je lim — = — > 0. Kako je y, = (xnyn) - —, opet iz

Tn n—0o0 Iy, €T Ip
Tvrdenja 1.31 ((1.31.3)) sledi da je h_)m Yn = +00.
n—oo
Sliéno, koriséenjem Tvrdenja 1.31 ((1.31.6)), dokazuje se da je li_>m Yp = —0O0
n—oo
ako i samo ako je lim (z,y,) = —oc.
n—oo

(1.41.3): Sledi iz Tvrdenja 1.31 ((1.31.3) i (1.31.6)), slicno dokazu za (1.41.2).
|

U slede¢em primeru bi¢e nam potrebna Bernulijeva’ nejednakost:
Ako je h > —1in €N, tada je 8

(1+h)" > 1+ nh. (1.27)
Primer 1.42. Dokazaéemo da je

lim {a=1, a>0. (1.28)

n—o0

Pretostavimo najpre da je a > 1. Tada je {/a > 1, tj. {/a— 1 > 01 na osnovu
Bernulijeve nejednakosti dobijamo

a=(14+(Va—-1))">14n(Va—1)>n(Va-1).

Sledi "
0< {a—1<—, zasvakon € N. (1.29)
n
Kako je lim — = 0, iz (1.29) na osnovu Tvrdenja 1.40 sledi lim ({/a—1) = 0,
n—oo N n—oo
odnosno lim {/a = 1.
n—0o0

"J. Bernoulli (1654-1705), $vajcarski matematicar

8Za dokaz ove nejednakosti koristi se princip matematicke indukcije:

Zan = 1 nejednakost (1.27) je ta¢na i petpostavimo da je tacna za neko n € N. Kako je 1+h > 0,
mnozeéi obe strane nejednakosti (1.27) sa 1 + h dobijamo

(14+h)" = (1+h)"(1+h) > (1+nh)(1+h) = 1+ h+nh+nh® = 1+ (n+1)h+nh” > 1+ (n+1)h,

pa je nejednakost (1.27) tacna i za n + 1.
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Ako je a = 1, jednakost (1.28) ocigledno vazi.
1

Pretpostavimo sada da je 0 < a < 1. Tada je b= — > 1 i prema ve¢ dokazanom
a

delu tvdenja imamo da je lim Vb =1. Odavde, na osnovu Tvrdenja 1.35, sledi

n—oo
T b S r 1 1
dm Vo= lm Y= s e 1
n—oo
Primer 1.43. Dokazimo da je
lim {/n = 1. (1.30)
n—oo
Primenom binomne formule dobijamo
-1
n = (1+(€/ﬁ—1))n:1+n(W—1)+Tl(Tl2)(\”/ﬁ—l)2+
nn—-1) , . 2
i prema tome,
V2
0< VYn—1< ,meN, n>1. 1.31
Vn — (1.31)
Kako je lim ——— =0, iz (1.31) na osnovu Tvrdenja 1.40 sledi lim ({/n—1) =
n—oo v/n — 1 n—00

0, odakle sledi (1.30). e
Tvrdenje 1.44. Neka su (xy,) i (yn) nizovi realnih brojeva takvi da je
Ty, < ypn za svako n € N, (1.32)

Ako je lim x, = +00, onda je lim y, = +oc.
n—oo n—oo

Ako je lim y, = —oo, onda je lim z, = —oc.
n— oo n—oo

Dokaz. Neka je lim x, = +00 i M € R proizvoljno. Tada postoji ng € N tako da
n—oo
je xn, > M za svako n > ng. Iz (1.32) sledi da je y, > M za svako n > ng. Prema
tome, lim y, = +o0.
n—oo
Drugi deo tvrdenja se dokazuje analogno. W

Naravno, za dokaz Tvrdenja 1.44 je bilo dovoljno pretpostaviti da nejednakost
(1.32) vazi pocev od nekog n € N.

Primer 1.45. Dokazac¢emo da je

n

lim — =400, a>1, keR. (1.33)

n—oo nk

Dokazujemo najpre jednakost (1.33) za slucaj k = 1. Iz

n(n —1)

a" =1+ (a=1)" =1+nla-1)+——

(a—1)2*+... >
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sledi

a™ n—1

—>— (a—1)2 (1.34)

Kako je lim n

n—oo

-1
(a—1)% = +00, na osnovu Tvrdenja 1.44 iz Posledice (1.34) sledi

lim & = 4oo. (1.35)

, za svako n € N. (1.36)

n

Iz (1.35) i (1.36), na osnovu Tvrdenja 1.44, sledi lim 2= e

k
n—oo n
Dokazimo sada jednakost (1.33) za slucaj k > 1. Postoji prirodan broj m > k i

vazi nF < n™, pa je
n n m n\ m bn m
>4 - <( va) > = <> , (1.37)

S

3@‘
3

n n

V2

gde je b = %/a > 1. Kako je na osnovu ve¢ dokazanog lim — = +o0, iz (1.33.1)
n—oo 1
sledi
br\™
lim <> = 400. (1.38)
n—o00 n

n

Sada iz (1.37), (1.38) i Tvrdenja 1.44 sledi lim O~ oo e

n—oo N

Primer 1.46. Ako k, a € R,|a| > 1, onda je

nk
lim — =0. (1.39)
n—oo g’
Zaista, iz (1.33) sledi
|al”
lim —- = +o0,
n—oo N
pa iz Tvrdenja 1.37 sledi da je
k
lim —— = 0. (1.40)

n—oo ’a‘n
Buduéi da je (z,,) nula-niz ako i samo ako je (|z,|) nula-niz, iz (1.40) sledi (1.39). o
Primer 1.47. Za k,a € R, k> 1, a >0, a # 1, dokazimo da je

log, n

nh_{go e =0. (1.41)
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Razmotrimo prvo slu¢aj kada je a > 1. Neka je € > 0 proizvoljno i neka je b = a°.
Kako je a > 1, sledi b = a¢ > a° = 1. Iz (1.39) sledi

. n
A oo =0,

pa ¢e postojati ng € N tako da za svako n € N, n > ng vazi

1 <

b? ~ bfﬂ < 1.
Mnozenjem sa b™ dobijamo

1<n<b?,
tj.

1<n<a"

i kona¢no logaritmovanjem dobijamo

0 <log,n <en, zan>ng.

Odavde,
1
0< 08a 1 <€, zamn>ng, (1.42)
n
§to povlaci da je
1
lim 8™ _ (1.43)

n—00 n

Time smo dokazali da (1.41) vazi za slucaj kada je k = 1.

Ako je k > 1, onda je n* > n, pa je — < —, za svako n € N, i prema tome,
n n

1 1
08a 1 < ogan’ za svako n € N. (1.44)
n

0<

nk
Iz (1.43) i (1.44), na osnovu Tvrdenja 1.40, sledi (1.41).
Neka je sada 0 < a < 1. Onda je b= — > 1 i na osnovu (1.41) imamo da je
a

log, n

Jin Zh =0
Kako je log,n =log,-1 n = —log, n, to je
. log,n . log, n . logyn
lim — = lim [ —— = — lim — =0.e
n—oo N n— o0 n n—oo n

Napominjemo da (1.41) vazi i za slucaj kada je 0 < k < 1, §to ¢emo pokazati u
sekciji 4.7 (videti komentar nakon Primera 3.71).

S obzirom da za 0 < a < 1 vazi da je log,n < 0 zan € N, n > 2, to je i
log, n
nk

< 0zan > 2 Medutim, za a > 1 vazi da je log,n > 0zan € N, n > 2, te je
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1
i ngn > 0 zan > 2. Iz Primera 1.47, komentara nakon ovog primera i Tvrdenja
n
1.39 sledi
nk
lim =-00, k>0,0<a<1. (1.45)
n—oo log, n
i
k
lim =400, k>0, a>1. (1.46)
n—oo log, n
Ako za dva niza (a,) i (b,), takva da je lim a, = +oo (—o0) i lim b, =
n—00 n—0o0

a
+00 (—00), vazi lim —* = 400 (—o0) (ili, §to je u ovom sluéaju ekvivalentno® lim —~
n—oo by, n—oo A,

0), onda ¢emo reéi da je niz (a,) beskonacno veliki niz viseg reda w odnosu na niz
(bn), odnosno da niz (a,) "brze tezi” beskona¢nosti od niza (b,) i pisati b, < ay.
Nije tesko videti da je ova relacija tranzitivna.

Kako je lim n* = +o00za k>0, lim log,n = —0c0za0<a<1i lim log,n =

+oo za a > 1, iz (1.45) i (1.46) sledi da je
log,n <n*, zaa>0, k>0. (1.47)

Bududi da je lim a" = +o0 za a > 1, iz (1.33) sledi da je

n—oo
nk <a"zaa>1, k>0. (1.48)
Prema tome, na osnovu (1.47) i (1.48),zaa > 11k > 0 vazi

log. n < n* < a™. 1.49
La

1.3 Monotoni nizovi

Definicija 1.48. Za niz (x,) kazemo da je rastuci (opadajuci) ako je x, < xni1
(Xy, > Tpt1) za svako n € N.

Za niz (z,) kazemo da je strogo rastuci (strogo opadajuci) ako je x, < xni1
(T > XTpt1) za svako n € N.

Za nizove koji su (strogo) rastudi ili (strogo) opadajuéi kazemo da su monotoni
NiZovi.

9Ako je lim an _ +00 (—o0), onda na osnovu Tvrdenja 1.37 sledi da je lim b = 0. Obrnuto,
n—00 Op n—00 Up

. . bTL . . . . . . .
ako je lim — =01, recimo, lim a, = +oc0 i lim b, = —o0, onda je pocev od nekog n, a, > 01
n—>00 An n—oo n—o0

bn <0, pa je Z—n < 0 pocev od nekog n. Sada iz Tvrdenja 1.39 sledi da je lim In .

n—oo Op
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1
Na primer, niz () opada, dok niz (n?) raste. Niz ((—1)") nije monoton, kao
n

ni niz <(—1)"21n>.

Definicija 1.49. Za niz (x,), supremum skupa {z,, : n € N} se zove supremum
niza i obelezava sa sup x,, dok se infimum skupa {x, : n € N} zove infimum niza i
n

obelezava sa inf z,.
n

Na primer,

1 1
sup— =1, inf— =0,
n n n n

sup(—1)"n = 400, inf(—1)"n = —o0,
n n

sup(n® + 1) = 400, inf(n®+1) = 2.
n n

Teorema 1.50. Svaki rastuéi niz (x,,) koji je odozgo ogranicen je konvergentan i

lim xz, = sup .
n—>00 n

Svaki rastuci niz koji nije odozgo ogranicen tezi ka +oo.

Dokaz. Neka je niz () rastuéi i ograni¢en odozgo. Sledi supremum niza je realan
broj. Neka je o = supz, i neka je ¢ > 0. Bududi da je a — ¢ < a i da je «
n

najmanja gornja granica skupa {z, : n € N}, sledi da o — € nije gornja granica
skupa {x,, : n € N}. Zato postoji ng € N tako da je z,, > a —e. Kako je niz (z,,)
rastudi, to je za svako n > nyg

a—€< Ty, <oy <.

Prema tome, za svako n > ng je |z, — a| < €, $to znaci da je niz (z,,) konvergentan

idaje lim x, = a =supz,.
n—00 n
Pretpostavimo da je (x;,) rastuéi i neogranicen odozgo, i neka je M € R proizvoljno.

Kako M nije gornja granica skupa {x,, : n € N}, postoji ng € N tako da je z,, > M.
Buduéi da je niz (z,,) rastudi, to je za svako n > ng, xn > xp, > M. Prema tome,
lim z, = +cc. B

n—oo

Teorema 1.51. Svaki opadajuéi niz (xy,) koji je odozdo ogranicen je konvergentan
i

lim z,, = inf x,,.
n—oo n

Svaki opadajuéi niz koji nije odozdo ogranicen tezi ka —oo.

Dokaz. Slicno dokazu Teoreme 1.50. W
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Napomena 1.52. Iz Teorema 1.50 i 1.51 sledi da svaki rastu¢i (opadajuéi) niz (zy,),
bez obzira na to da li je ograni¢en odozgo (odozdo) ili ne, ima grani¢nu vrednost, i
da je lim z, =supz, (lim z, =infz,).
n—r00 n n—r00 n
Posledica 1.53. Ako rastuéi (opadajuci) niz nije konvergentan, onda je li_)m Ty =
n oo

+00 (nh_{glo Ty = —00).

Dokaz. 1z Teoreme 1.50 sledi da ako rastuéi niz nije konvergentan, onda on nije

ograni¢en odozgo, pa je lim z, = +oo. Analogno, tvrdenje za opadajuée nizove
n—oo

sledi iz Teoreme 1.51. W

Posledica 1.54. Rastuci (opadajuci) niz je konvergentan ako i samo ako je ogranicen
odozgo (odozdo).

Dokaz. Sledi iz Teoreme 1.50 (Teoreme 1.51) i Tvrdenja 1.12. W

Primer 1.55. Dokazati da niz

1‘1:\@, 1‘2:\/2—1—\@, 1‘3:\/2+\/2+\/§,...
xnz\/2+\/2+\/z+---+ﬂ=m

konvergira i na¢i njegovu graniénu vrednost.

Resenge: Dokazimo indukcijom da je niz (z,) rastudi.

Kako je f(x) = y/x strogo rastuéa funkcija, to iz 2 < 2 4+ v/2 sledi z; = v/2 <
V24 V2 = 1. Pretpostavimo da je z, < Tn+1. Tada je i 24+ 2, < 2+ zp41, te je
Tpt1 = \/2 +x, < \/2 + Tn4+1 = Tp4o-

Da bi dokazali da je niz (z;,) konvergentan dovoljno je sada dokazati da je
ograni¢en odozgo. Dokaza¢emo indukcijom da je 2 gornja granica ovog niza:

Imamo da je 1 = V2 < 2 i pretpostavimo da je z, < 2. Tada je 2 + x, <
24+2=4izatojexpy1 =vV2+z, < V4 =2.

Buducdi da je niz (z,,) rastuéi i ograni¢en odozgo, on je konvergentan i ozna¢imo
sa x njegovu grani¢nu vrednost. Iz jednakosti x, = /24 x,—1 sledi jednakosti
x% =2+ xz,_1. Odavde i iz ¢injenice da je nh_}n(lo T, = x sledi da je i nh_}n(’)lo Tpo1 =T

14+v9

dobijamo 22 =2+, tj. 22 —2 —2=0. Sledi z = = 2 (odbacujemo drugo

2
1-49

reSenje = —1 prethodne kvadratne jenacine) jer je z > 0 zbog z, > 0.

Prema tome, lim x, =2. o
n—oo

1 n
Primer 1.56. Neka je z, = <1 + > . Dokazimo da je niz (z,) konvergentan.
n
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Primenom binomne formule dobijamo:

(VL (VYL ()L
o 1/n 2/ n? 3/ n3 k) nk
1
R + ...

= A 1-2 1.2.3 3
+n(n—1) (n—(k—-1) 1 +n(n—1) 2-11
1.2k nk 1-2----n  n"
B Inn—1) 1n(n—1)(n-2)
N 1+1+5 2 3! n3
lnn—-1)...(n—(k—1)) lnn—-1)...(n—(n—1))
J— _|_.. J—
k! nk ! nn
1 1 1 1 2
- 1+1+2'(1—n)+3,(1—n)(1—n)+.

i takode
1 1 1 1 2
= 14+414+=(1- —(1- 1-
ntl * +2!< n+1>+3!< n+1>< n+1>+
1 1 2 k—1
=1 1-— 1=
+k!< n+1>< n—l—l) < n+1>+
+1 1 1 1 2 1 n—1 n
- onl n+1 n+1) " n+1
1 1 2 n
+ — 1-— — .
(n+1)'( n+1>< n+1> < n+1>
Kako je
1—§<1— K , zak=1,2,...,n—1,
+1
to je

Ty < Tpt1, za svakon € N|

pa je niz (x,) rastudi.

27



28 Glava 1. Nizovi

Ovo smo mogli da pokazemo i primenom Bernulijeve nejednakosti: za n > 2 vazi

Tn (1 %)” B (n:i)n _(n+1)"(n— 1)nt
Tn—1 ( ﬁ)n ! (n’ﬂ;j n2n-1

@ =1D)"(n—-1)"t (R -1\" n 1 1

B (n?)rn—1 -\ n? n—1_ n?
n n 1 n n—1 n

- ( n?/ n—1 < n)n—l n n—1

i zato je xp, > Tp_1.
Sada dokazujemo da je niz (z,) odozgo ograni¢en. Primetimo da je za svako

n €N
Loy, <1_1> <1_2><1,
n n n
(1—1> (1—2>...<1—k_1) <1,...
mn mn n
1 2 ~1
<1—> <1—>...<1—” ><1,
n n n
i stoga je,

Odavde zakljuc¢ujemo da je

1 1 1 1
xn<1+ + + + ... —.
3! n!
Kakojek!:1-2-3-----k>2k*1,toje
1 1
H<F,k‘:3,n
Zato je
1 1 1 1 1
Ty < +1|‘|‘ +3‘+E
1 1
< 1+1+§+ 5t o1
1— o
= 14+ 21
=3
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Primetimo jos da je 2 = 21 < z,, za svako n € N. Prema tome
2<uz,<3, zasvakon € N. (1.50)

Kako je niz (z,) rastudi i odozgo ograni¢en, na osnovu Teoreme 1.50 on ima
kona¢nu grani¢nu vrednost: lim x, = sup xn € R. Ovoj grani¢noj vrednosti dajemo

n—oo
posebno ime:
Definicija 1.57.
1 n
e = lim (1 + ) .
n—oo n
Prema tome,
1 n
€ = sup <1 + > . (1.51)
n n

Oznaku e je uveo Ojler'?. Dokazuje se da je broj e iracionalan.
Iz (1.50), na osnovu Teoreme 1.14, sledi 2 < e < 3. Preciznijim procenama

nalazi se da je e = 2,7182818284 ... .
n+1

Nizy, =1+ — je monotono opadajuéi i odozdo ogranicen.
n

Zaista, za svako n € N je y, > 0 i primenom Bernulijeve nejednakosti dobijamo

n+2
Yo (1+ )n—i—l B (1+ %)n+2 1+ l)—l B (”:ii)ﬁ n
Ynil (1+ )n+2 (1+ %H)nﬁ n % n 4 41

((n+ 1) Hnt2 p (n®*+2n+1)"*2 n

(n(n+2))"+2n —i— 1 (n(n+2))"+2 n+1
n(n+2)+1 n_ (14 1 2o
n(n + 2) n+1 n(n + 2) n+1
2 1
1+ n+ n_o_ 141 n _1,
nn+2)) n+1 n)n+1
pa je Yn > Ynt1. Na osnovu Teoreme 1.51 sledi da je niz (y,) konvergentan i

n+1
1
da je lim Yn = infyn € R. Kako je y, = (1+> = Ty <1—|—>, to je
n n

lim y, = hm r, = e. Prema tome,

n—oo
1 n+1 1 n+1
e= lim (1 + > = inf (1 + ) . (1.52)
n n

n—o00 n

>

S obzirom da je niz (x,,) strogo rastudi, a niz (y,) strogo opadajudi, iz (1.51) i (1.52)

sledi
1 n 1 n+1
<1+> <e<<1+> , neN. (1.53)
n n

0L, Euler (1707-1783), svajcarski matematicar
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Primer 1.58. Pokazatemo da je

lim — = 0. (1.54)

n!
Neka je an, = —. Za svako n € N vazi da je ap, > 01
n

(n+1)!
any1  (n+1)ntt n \"
= = . 1.
an nl n+1 (1.55)
nn

Kako je 0 < L 1, to je L. < 1" =1, n € N. Odavde sledi da
n+1 n+1

Qn+41 . . . ..
e 2t 1) stoga a, > ant+1, n € N. Prema tome, niz (a,) je opadajuéi

an
i ogranicen odozdo nulom, te je na osnovu Teoreme 1.51 konvergentan i postoji

a € R tako da je a = lim a,. Tada jei lim a,41; = a. Na osnovu (1.55) imamo
n—oo n—oo

n
a-e = a. Odavde sledi a(e — 1) = 0. Kako je e — 1 # 0, to je a = 0, sto dokazuje
jednakost (1.54).

Ovo smo mogli dokazati i na drugaciji nac¢in. Naime koriS§¢enjem nejednakosti
na levoj strani u (1.53) i principa matematicke indukcije!! dokazuju se nejednakosti

(Z)n<n!<e(g>n, n € N.

n+1\" - . " . .
Gn+1- ( = ap. Zatoje lim apy1- lim |1+ ) = lim a,,iprema tome,
n—o0 n—o00 n n—o00

Odavde dobijamo

1 ! 1

o <e—, neN

en n" 2n

1
Buduéi da je lim — = lim — = 0, na osnovu Tvrdenja 1.40 sledi
n—oo en n—oo 2N
|

lim — = 0. (1.56)
n—oo N

lim - = +co. e (1.57)
n—oo n!
Primer 1.59. Dokazimo da je
an
lim — =0, a>0. (1.58)
n—oo n!

Nyideti zadatak 37. u udzbeniku I. I. Ljagko, A. K. Boljaréuk, J. G. G. Gaj, G. P. Golovag,
Zbirka zadataka iz matematicke analize, I deo, Nasa knjiga D.O.O. Beograd, 2007.
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n

Neka je x,, = a—'. Sledi x, > 0 za svako n € N i
n!

an+1
Tptl (n+1)! a
= = . 1.59
Tn ﬁ n—+1 ( )
n!

a
Kako je <lzan4+1>a,tj. n>a—-1tojezpy1 <xpzan>a—1
n

+1
Neka je ng = max{[a — 1] + 1,1} = max{[a],1}. Niz (Tng, Tng+1; Tng+2;--- ) j€
opadajuéi i ogranicen odozdo nulom, te je na osnovu Teoreme 1.51 konvergentan.
Kako konvergenzija niza ne zavisi od kona¢no mnogo ¢lanova niza, sledi da je niz
(x,) konvergentan. Neka je x = nlggo xn. Tada je i nl;rl;o Zp+1 = . Na osnovu (1.59)

. a
imamo xpy1 = Tp——
n—+1

sto dokazuje jednakost (1.58). e

. . . . a .
,teje lim 41 = lim o, - lim ——  tj. =2 -0=0,
n—00 n—00 n—oon + 1

Iz (1.58), na osnovu Tvrdenja 1.39, sledi

|
lim -~ = +o00, a > 0. (1.60)

n—oo g™

Kako je lim n!=+o00i lim n" = +o00, na osnovu (1.49 ), (1.60) i (1.57), za a > 1

ik >0 vazi
log,n < n* < a™ <n! <n"

1.4 Bolcano-Vajerstrasova teorema za nizove
Podsetimo se najpre Kantorovog principa umetnutih odsecaka.
Definicija 1.60. Neka su
[a1,b1], a2, b2] ... [an,bpl, ... ;an,bp € Ryn €N,
odsecci realne prave. Ako je ispunjen uslov
a1 <ap <o <ap, < <b, <.by < by, (1.61)

t. lan,bn] D [ant1,bnt1], n € N, onda kaZemo da je ([an,by]) niz umetnutih
odsecaka.

Drugim rec¢ima, ([an, by]) je niz umetnutih odsecaka ako je svaki sledeéi odsecak
[@n+1,bnt1] sadrzan u prethodnom [a,, by].
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Teorema 1.61. (Kantorov'? princip umetnutih odsecaka) Svaki niz umetnutih odsecaka
ima neprazan presek.

Dokaz. Neka je A = {ay :n € N} i B = {by, : n € N}. Skup A je odozgo ogranicen sa
bilo kojim od brojeva b,,, pa na osnovu aksiome supremuma, postoji a = sup A € R.
Buduéi da je b, gornja granica skupa A za svako n € N, sledi

a < by, za svako n € N. (1.62)

Prema tome, skup B je odozdo ogranicen i na osnovu aksiome infimuma, postoji
g = inf B € R. S obzirom da je 8 najveéa donja granica skupa B, iz (1.62) sledi
a < 8. Prema tome, vaze nejednakosti

an <a<pf<b,, neN. (1.63)
Pokazimo da je
[Oz, ﬁ] C ﬂ [ana bn] . (1.64)
neN

Neka je = € [, 5]. 1z (1.63) sledi a, < o < x < 8 < b, i prema tome, = € [ap, by]
za svako n € N. Stoga je x € () [an, by].

neN
Prema tome, () [an,by] je neprazan skup. W
neN
r r oo I ose - ose h | e o o 1 1 ~
l 8 L X ;‘“’2 ] i | J IFR
al a? an an+ 1 bu +1 bu b7 bl

Napomena 1.62. Za dokaz Teoreme 1.61 dovoljno je bilo dokazati da vazi inkluzija
(1.64). Medutim moze se pokazati da vazi i obrnuto inkluzija:

M [an, bn] C [a, 5] (1.65)

neN

Zaista, neka je x € ﬂ [an,by]. Tada je a, <z < b, za svako n € N. To znaci da

neN
je x gornja granica skupa A, a takode i donja granica skupa B. Zato je a < x jer je

« kao supremum skupa A njegova najmanja gornja granica, a takode je i z < § jer
je B kao infimum skupa B njegova najveéa donja granica. Prema tome, x € [, f].
Iz (1.64) i (1.65) sledi da vazi:

M [an,bn] = [, 8]. O (1.66)
neN

Definicija 1.63. Neka je ([an,bn]) niz umetnutih odsecaka. Reéi éemo da duzina
odsecaka tezi 0 ako za svako € > 0 postoji n € N tako da je b, — ap, < €.

12G. Cantor (1845-1918), nemacki matematicar
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Primetimo da ako je b, — a,, < € za neko n € N, onda je i b,, — a,, < € za svako
m € N, m > n (zbog [an, bm]| C [an, by je by — am < by — ap).

Teorema 1.64. Neka je ([an,by]) niz umetnutih odsecaka ¢ija duZina tezi 0. Tada
postoji jedinstvena tacka & koja pripada svim odseccima, 1 pri tom je

¢ =sup{a, : n € N} =inf{b, : n € N}. (1.67)

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljno, a = sup{a, : n € N} i § = inf{b, : n € N}.
Buduéi da duzina odsecaka tezi 0, to postoji n € N tako da je b, —a, < €. Iz
nejednakosti (1.63) sledi da je 8 — a < b, — ap, paje 0 < 5 — a < e. Odavde sledi
da je a = (. Zaista ako bi § > «, tada bi, buduéi da je § — a < € za svako € > 0,
uzimajuéi da je u ovoj nejednakosti € = 5 —«, dobili f—a < f—«a, §to je nemoguce.
Neka je £ = a = 5. 1z (1.66) sledi

ﬂ [anabn] = {5} n (1'68)

neN
{ [ 00 [ Ir. I } } o o o } } >
=f=¢ R
al aZ an an+1 ’ ﬁ é bn+1 bn b2 bl

Primer 1.65. Neka su a,b € R, a < b. U dokazima nekih narednih tvrdenja ko-
risticemo slede¢u konstrukciju niza umetnutih odsecaka ¢ija duzina tezi 0. Odsecak

b b b
@t na dva jednaka po duzini odsecka [a, @t } i [a + ,b] .

[a, b] podelimo tackom 5 5

Njihova duzina je . Izaberimo jedan od ta dva odsecka (kriterijum za izbor
bi¢e odreden konkretnim zadatkom) i ozna¢imo ga sa [a1,b1]. Sada ovoj odsecak

b
srednjom tackom 1t 5

delimo na dva jednaka po duzini odsecka i jedan od njih

obelezimo sa [ag, ba]. Nastavljajuéi postupak dobijamo niz umetnutih odsecaka:

[al,bl] D) [ag,bg] DD [an,bn] Do,

h—
gde je duzina n-tog odsecka 27”&. Pokazimo da duzina ovih odsecaka tezi 0. Neka

je € > 0 proizvoljno. Iz

—1
2”=(1+1)":1+n+7n(n )4 sn

2
1 1 : .
sledi on < — za svako n € N. Za zadato ¢ > 0 na osnovu Arhimedovog principa
n
b— b— b—
postoji n € N takav dajen>7a,paje 2na < a4 <€ e
€
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Definicija 1.66. Neka je a : N — A niz elemenata skupa A i neka jen : N — N
strogo rastuéi niz prirodnih brojeva, tj. neka je

ng<ng <ng <-- <N <nNgg1 <...
Tada se nizaon: N — A, tj.

(am,am,...,ank,ank+l,... ),

naziva podniz niza (a,) ili delimic¢ni niz niza (a,,).

Na primer, niz (2,4,6,...,2n,... ) je podniz niza prirodnih brojeva
(1,2,3,...,n,... ). Medutim niz (4,2,6,...,2n,... ) nije podniz niza prirodnih
brojeva.

Trivijalno, i sam niz (ay,) je podniz niza (a,).
Primetimo da ako je (ap, ) podniz niza (a,), onda je ny > k za svako k € Nina
osnovu Tvrdenja 1.44 sledi
lim ng = +oo. (1.69)
k—o0
Teorema 1.67. (Bolcano-Vajerstrasova teorema za nizove)
Svaki ogranicen niz ima konvergentan podniz.
Svaki niz koji nije odozgo ogranicen ima podniz koji teZi ka +o0o. Svaki niz koji
nije odozdo ogranicen ima podniz koji tezi ka —oo.

Dokaz. Neka je niz (x,) ograni¢en. Tada postoji segment [a,b], a, b € R, takav
da je z,, € [a,b] za svako n € N. Podelimo ovaj segment na dva jednaka po duzini
segmenta. U bar jednom od tako dobijenih segmenata se nalazi beskona¢no mnogo
¢lanova niza (x,). Ozna¢imo sa [a1,b;] onaj u kome se nalazi beskona¢no mnogo
¢lanova niza (x,) i izaberimo jedan ¢lan xz,, koji pripada ovom segmentu.
Podelimo opet segment [a1,b1] na dva jednaka po duzini segmenta i sa [ag, bo]
ozna¢imo onaj u kome se nalazi beskona¢no mnogo ¢lanova niza (x,). Izaberimo
sada zp, € [ag,bo] ali tako da je n; < ny. Nastavljajuéi tako postupak, dobijamo

h—
2ka tezi 0. Takode

dobijamo i niz (z,,) takav da je x,, € [ag,bk| i ng, < ng, za k1 < kg. Prema

tome, niz (x,,) je podniz niza (x,). Na osnovu Kantorovog principa o umetnutim
o

niz umetnutih segmenata ([ag,bg]) ¢ija duzina by — ap =

segmentima (Teorema 1.67) postoji jedinstven broj & takav da je {¢} = ﬂ [ag, br].
k=1
Pri tom je £ = supay = i%f bi. Kako je niz (ay) rastudi, a niz (bg) opadajudi, iz
k
Teorema 1.50 i 1.51 sledi
¢ = lim a; = lim by. (1.70)
k—o00 k—o0
Kako je ar < xy, < b za svako k € N, iz (1.70), a na osnovu Tvrdenja 1.40, sledi
klim Ty, = &. Ovim smo dokazali da niz (z,) ima konvergentan podniz.
—00

Pretpostavimo da niz (z,) nije ogranicen odozgo. Tada postoji n; € N takav
da je zp, > 1. Niz (Tp,+1,%n,+2, Tny+3,... ) takode nije ograni¢en odozgo jer je
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dobijen od niza (z,) odbacivanjem kona¢no mnogo ¢lanova. Zato postoji ng € N
takav da je ng > nj 1 x,, > 2. Nastavljajuéi postupak dobijamo niz (ny) takav da
je

nyE<ng <---<np<...

Ty > 1, Tpy >2, .00 g, >k,
Iz Tvrdenja 1.44 sledi lim z,, = +o0.
k—o0

Ako niz (z,,) nije ogranic¢en odozdo, analogno se dokazuje da postoji podniz (xy, )
niza (z,) koji tezi ka —oo. W

1.5 Kosijev kriterijum konvergencije nizova

U ovoj sekciji govorimo o nac¢inu da utvrdimo da li je neki niz konvergentan, koristeci
se samo poznavanjem elemenata niza, a ne znajué¢i unapred ka kojoj bi grani¢noj
vrednosti on konvergirao.

Definicija 1.68. Za niz (x,) kazemo da je Kogijev'?, ili da ispunjava Kosijev uslov
ako za svako € > 0 postoji ng € N tako da je |a,, — a,| < € za sve indekse m i n veée
ili jednake od ny, tj.

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn, m € N)(n,m > ng = |z, — x| < €). (1.71)

Uslov (1.71) se moze formulisati i na slede¢i nacin:

Za svako € > 0 postoji prirodan broj ng tako da za svaki prirodan broj n > ng i
svaki nenegativan ceo broj p vazi |xp4p — zp| < €.

Primetimo da konvergentan niz ima svojstvo da se njegovi ¢lanovi sa sve veéim
indeksima sve manje razlikuju od grani¢ne vrednosti, pa prema tome i jedan od
drugog, tj. takav niz ispunjava KosSijev uslov. Interesantno je da vazi i obrat, i to
¢emo preciznije iskazati sledeéom teoremom.

Teorema 1.69. (Kosijev kriterijum konvergencije) Niz (x,,) je konvergentan ako i
samo ako je Kosijev.

Dokaz. (=>): Neka je (x,) konvergentan niz i neka je lim z, = z. Neka je € > 0
n—oo
€
proizvoljno. Tada postoji ny € N, tako da je za svako n > ng vazi |z, — x| < 7
Tada za sve m,n > ng vazi

€ €
|Tm — 2n| = [(xm — a) — (xn, — a)| < | —a| + |z, — a] < 54-5:6.
Prema tome, niz (x,) je Kosijev.
(<=): Neka je (z,,) Kosijev niz. Pokazimo da je (x,) ograniCen niz. Za € = 1
postojace ng € N tako da za sve m,n > ng vazi |z, — x,| < 1. Prema tome, za sve

13A. L. Cauchy (1789-1857), francuski matematicar
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m > ng vazi [Ty, — Tny| < 1. Neka je M = max{|z1 — zn,|, |22 — Tng|, - - - s |[Tno—1 —
Tngl, 1}. Tada je |2y, — xpn| < M za sve n € N, tj. zp, € [2n, — M, xp, + M]. Prema
tome, (z,) je ogranicen niz.
Sada na osnovu Teoreme 1.67 sledi da niz (z,) ima konvergentan podniz (zy, ).
Neka je lim z,, = x. Pokaza¢emo da je lim z, = x.
k—o0 n—00
Neka je € > 0 proizvoljno. Bududi da je niz (z,) Kosijev, postojace ng € N tako

€
da je za sve m,n > ng, |y, — x| < 3 Kako je klim Zp, = T, sledi da postoji k1 € N
— 00

tako da za k > ki vazi |z, — x| < % Iz (1.69) sledi da postoji k2 € N tako da je
ng > ng za sve k > ko. Izaberimo sada jedno k € N takvo da je k > max{ki, k2}.
Vazice da je

| Ty, — | <% i ng > ng.

Sada za svako n > ng vazi

€ €
|20 — 2 = [(2n = 2ny) + (T = 2)| < 20 = Tny | + |20y, —2| <5+ 5 =€

2 2

Prema tome, lim z, =z. R
n—oo

1 1
Primer 1.70. Pokazimo da niz x, = 1 + 3 + --- 4+ — divergira, time sto ¢emo
n

pokazati da nije Kosijev, tj. pokazatemo da vazi negacija uslova (1.71), tj. uslov:

(e > 0)(Vng € N)(Im,n € N)(m,n > ng A |z — xn| > €).

Neka je € = =. Za proizvoljno n € N i m = 2n vazi:

1
2
1 1 1 1

:7:67

+ -+ >n
n—+1 n—+mn n—+n 2

|Tm — Tn| =

pa niz (x,) nije Kosijev.
Primetimo jo$ da, bududi da je niz (z,,) rastuéi i nije konvergentan, iz Posledice
1.53 sledi da je lim z, = +oc. e
n—oo

Primer 1.71. Neka je xn:1+%+‘--+%. Pokazacemo da je niz (x,) konver-
gentan.
Neka je € > 0 proizvoljno. Tada za m,n € N, m > n, vazi
1 1 1
o=l = ot gt
1 1 1
S wmrD) Tt )e+) T T s m
(1 1 > < 1 1 ) < 1 1>
n n+ n+1l n+42 m—1 m
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1 1
Kako postoji ng € N tako da je ng > — (mozemo uzeti ng = [—] + 1), to za sve
€

m,n > ng, m > n, vaz |x, —x,| < — < — <€, pa je niz (z,) Kosijev. Na osnovu
n no

Teoreme 1.69 sledi da je (x,) konvergentan'4. e

2
14 Graniéna vrednost ovog niza je T (videti zadatak 70. na 37. strani udzbenika: R. Dimitrijevic,

Zbirka zadataka iz teorije polinoma, Nis, 2007.).
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Glava 2

Granicne vrednosti funkcija

2.1 Pojam grani¢ne vrednosti

Dogovorimo se da ako je U(z) okolina tacke xop € R, onda sa U(zo) oznacavamo
skup

U(xo) = U(xo)\{zo},
i zovemo ga probodena okolina tacke xg. Tako, ako je zg € R, pod probodenom &
okolinom tacke xo podrazumevamo skup Us(zg) = (xg — 0,20 + 0)\{zo}. Jasno je
da x € Us(xg) ako i samo ako 0 < |x — zp| < J. Interval (xg — 9, z0) ((xo,z0 + 9))
zvacemo leva (desna) ¢ okolina tacke x.
Ako je xg beskonaé¢na tacka, onda se pojam okoline tacke xg i probodene okoline

tacke xg poklapaju, tj. pod probodenom okolinom tacke +oo (—o0) podrazumevamo
interval (M, 4o00) ((—o0, M)), M € R.

Definicija 2.1. (Cauchy) Neka je funkcija f definisana u nekoj probodenoj okolini

U(xo) tacke zo. Broj A je granicéna vrednost funkcije f u tacki xo ako za svako
€ > 0 postoji § > 0 tako da za svako x iz probodene & okoline tacke xo vazi f(x) €
(A—e,A+e), tj. |f(x) — A <e:

(Ve > 0)(30 > 0)(V)(0 < |z —xo| < 6 = |f(z) — A| <e), (2.1)
1 piSemo
g, fe) =4

1z definicije sledi da se za svaku € okolinu tacke A, U,(A), moze naéi probodena

0 okolina tacke xg, Us(zg), koja se sa f slika u U (A) (f(Us(zo)) C Uc(A)). To
znaci da se vrednosti funkcije f sve viSe priblizavaju broju A ukoliko se promenljiva
x priblizava broju xg.

Primer 2.2. Ako je f(z) = 22, dokazati da je lir% f(z) =4.
z—

39
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Kako je
f(z) =4 = |2° = 4| = |(x = 2)(z +2)| = |(z = 2)((z = 2) +4)| < |z —2|(Jx —2| +4)
za |z — 2| < 0 imamo
|f(z) —4] <0(0+4).

Ako se uzme

0(04+4)=c¢, (2.2)
onda je 6 = —2 4 /4 + € (jer ono drugo resenje koje se dobija iz jednacine (2.2) je
negativno, § = —2 — /4 + ¢, i ne dolazi u obzir) i za |z — 2| < ¢ sledi |f(x) —4| <.
[ ]
Definicija 2.3. (Heine) Neka je funkcija f definisana u nekoj probodenoj okolini
U(xo) tacke xo. Broj A je graniéna vrednost funkcije f u tacki xo (ili kad x tezi ka
x0), ako za svaki niz x, € U(xg), n € N, koji konvergira ka xo, lim z, = xo, niz

n—oo

(f(zn))nen konvergira ka A, ILm f(zn) = A, i tada pisemo ILm flx) = A.
n—o0o T—T0

2
— 5z — 6
Primer 2.4. Ako je f(z) = H—:;, da li funkcija f ima grani¢nu vrednost
u tacki —17
Neka je (zy,)n proizvoljan niz takav da lim z, = —11i z,, # —1 za svako n € N.
n—oo

Tada . ) _

R B S S B e B

n—00 Ty — 2 lim z, — 2 -3

n—oo

(pri tom smo uzeli da je x,, # 2 za svako n € N, jer za x = 2 funkcija nije definisana).
Dakle, postoji lim f(z,) = 4 i kako ne zavisi od izbora niza (x, ), koji konvergira
n—oo

ka —1, to potoji lim f(x) =4. e
z——1

Teorema 2.5. Definicije 2.1 i 2.3 graniéne vrednosti funkcije u datoj tacki su ek-
vivalentne.

Dokaz. Neka je lim f(z) = A u smislu Definicije 2.3. Tada je funkcija f definisana

T—T0

u nekoj probodenoj okolini U, (zo) tacke xg i za svaki niz x,, € Us,(z0), n =1,2,...
koji konvergira ka zo vazi lim f(z,) = A. Dokazujemo da vazi (2.1). Prepostavimo
n—oo

suprotno, tj. da vazi:

(Feo > 0)(V6 > 0)(Fz5)(0 < |zs — x0] < 0 A |f(25) — A| > €0). (2.3)

)
Iz (2.3) sledi da za 6 = —0, n=1,2,... postoji z, tako da je
n

)
\a:n—a:0|<—0, Tp #x0, n=12,..., (2.4)
n
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|f(zn) — Al > €0, n=1,2,.... (2.5)

Na osnovu (2.4) sledi da x,, € Us,(z0) 1 lim x, = x¢, a na osnovu (2.5) da broj A ne
n—oo
moze biti grani¢na vrednost niza (f(zy))n, Sto protivureéi Definiciji 2.3. Dobijena
protivure¢nost dokazuje da vazi (2.1).
Obrnuto, pretpostavimo da je lim f(z) = A u smislu Definicije 2.1. Tada je

T—rx0
funkcija f definisana u nekoj probodenoj okolini U(zg) tacke xo i vazi uslov (2.1).
Neka je
xn € U(xg), n € Ni lim z, = . (2.6)

n—oo

Pokazimo da funkcija f ispunjava uslove Definicije 2.3, tj. da vazi

lim f(z,) = A. (2.7)
n—oo
Za proizvoljno € > 0, izaberimo § > 0 koje zadovoljava uslov (2.1). Za to J, na
osnovu (2.6), postoji ng € N tako da za svako n > ng vazi 0 < |z, — xg| < §. Iz

uslova (2.1) sledi da za n > ng vazi |f(x,) — A| < €, $to zbog proizvoljnosti € > 0
implicira (2.7). B

Definicija 2.6. Neka je funkcija f definisana na intervalu (a,xo) ((z9,b)). Broj A
je leva (desna) granicna vrednost funkcije f u tacki xo ako za svako € > 0 postoji
d = d(e) > 0 tako da za svako x koje ispunjava uslov xg — 0 < x < xo (xg < T <
xo+6) vazi f(z) € (A—e, A+e), tj. |f(z) — Al <e, i pisemo

lim f(z)=Aili A= f(xo—0)

r—x0—0

lim f(z)=Aili A= f(xo+0)).

x—x0+0

U slu¢aju 9 = 0 umesto x — 0+ 0 (xr — 0 — 0) piSemo jednostavno x — +0
(x — —0).

Analogno dokazu Teoreme 2.5, pokazuje se da je ova definicija ekvivalentna
sledecoj:

Definicija 2.7. Neka je funkcija f definisana na intervalu (a, o) ((zo,b)). Broj A

nazivamo levom (desnom) graniénom vrednoséu funkcije f u tacki xo ako za svaki niz

(Tp)n takav da lim x, = xo, a < x, < T (To < T, < b), niz (f(xn))n konvergira
n—o0

ka A, tj. lim f(x,) = A.
n—oo

1
Primer 2.8. Neka je f(z) = sin—. Pokaza¢emo da ova funkcija nema ni desnu ni
x

levu grani¢nu vrednost u 0.
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. 1 1 .
Neka je z, = — T, = W, Zn = —xp 12, = —a, n=1,2,.... Jasno,
1
/ . o . ! o / _ = . _
xn >0, 27, > 0,1n1;ngo Ty = nh_}rr;o x, =0, f(zn) =0, f(z,) = 5 Zato nh_)ngo flxy) =0
i lim f(«]) = = istoga, na osnovu Definicije 2.7, lim f(x) ne postoji.
n—00 2 z—+0
Sliéno, z, < 0, 2, < 0, lim z, = lim 2}, = 0, f(z,) = 0, f(2},) = —3. Sledi
n—oo n—oo
nl;r& f(zn) =01 nl;rgo f(z,) = 5 1 stoga xl_l)H_lof(x) ne postoji.

Na osnovu Definicije 2.3 zaklju¢ujemo da ne postoji ni lin%) f(x). e
Tr—r

Primer 2.9. Neka je f(x) = sgnz. Pokaza¢emo da ova funkcija ima levu i desnu
grani¢nu vrednost u 0, ali da se one razlikuju.
Neka je z,, > 0, ), <0, n € Ni lim z, = lim 2/, = 0. Tada je

n—oo n—oo
lim sgnz, = lim 1 =1, lim sgnz), = lim (—1) = —1,
n—oo n—oo n—oo n—o0
i stoga je
lim sgnx =11 lim sgnx = —1.
z—+0 z——0

Takode sledi da lim sgnz ne postoji. e
z—0

Teorema 2.10. Funkcija f ima granicnu vrednost u tacki xg ako i samo ako ona
ima 4 levu © desnu granicnu vrednost u tacki g © ako su one jednake.

Dokaz. Neka je limg_,,, f(z) = A i neka je e > 0 proizvoljno. Tada postoji § > 0
tako da za svako = koje zadovoljava uslove |x —xg| < § 1z # zg vazi |f(x) — A| < e.
To znaci da za x € (xg—6,x0), kao i x € (xo,z0+9) vazi | f(z) — A| < e. Na osnovu
Definicije 2.6 zaklju¢ujemo da funkcija f ima i levu i desnu grani¢nu vrednost u
tacki g i ako su one jednake A.
Obrnuto, pretpostavimo da vazi

il = A S =4 29
Neka je € > 0 proizvoljno. Na osnovu (2.8) postoji §; > 0 tako da za svako x takvo
da je x € (xg — 01,70) vazi |f(x) — A| < e. Takode postoji da > 0 tako da za svako
x takvo da je x € (zo,x0 + 02) vazi |f(x) — A| < e. Neka je § = min{d;,d2}. Tada
zax € (xg — d,xo + 0) i © # xg vazi |f(x) — A| < e. Prema tome, xli_)n;ﬂ f(x) = A.

(Tvrdenje se slicno dokazuje za sluc¢aj beskonaé¢nih grani¢nih vrednosti.) W

Primer 2.11. Neka je
r— 3, z<l1
fx) = % , =1
<, z>1
Tada je
lim f(z)= lim (x—3)=-2,

x—1-0 rz—1-0
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li = 1 2-1.

Zakljucujemo da lirr% f(x) ne postoji. e
z—

Definicija 2.12. Neka je funkcija f definisana u nekoj probodenoj okolini U(xg)
tacke xo. KaZemo da je +00 granicna vrednost funkcije f kad x teZi ka xg © pisemo

lim f(x)= 400,
Tr—TQ

ako za svako € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svako x € (xg — 6,20 + 6)\{zo} vazi
f(z) > e
Ova definicija je ekvivalentna sledecoj:

Neka je funkcija f definisana u nekoj probodenoj okolini U () tacke zp. Kazemo
da je +oo grani¢na vrednost funkcije f kad x tezi ka xp ako za svaki niz takav da

[e]
xn € U(xo), n € N, i lim z, = x0, vazi lim f(x,) = 4o0.
. TL—)O/O. A A n—oo
Sli¢no se uvode sledeéi pojmovi:

lim f(z) =400, lim f(z)=+o0,

x—x0—0 x—x0+0

xilac%l—of(x) - _Ooax—lgxI?-l—Of(x) - —OO,xILIEO f(x) -

Primer 2.13. Dokazimo da je

1
lim —=+o00i lim —=-00
z—+0 X r——0 2
: . . 1. 1 1
Neka je € > 0 proizvoljno. Za 6 = — iz € (0,9), vazi — > 5= ¢ Na osnovu
€
1
Definicije 2.12 sledi lim — = 4oc0. Sli¢no se dokazuje da je lim — = —oco. @
z—+0 X z——0 2

Definicija 2.14. Neka je funkcija f definisana u nekoj okolini +o00, (M,400),
M € R. Kazemo da je A granicna vrednost funkcije f kad x tezi ka +oo i pisemo
ako za svako € > 0 postoji § tako da za svako x > § vazi |f(z) — A| <.

Ova definicija je ekvivalentna sledecoj:

Neka je funkcija f definisana u nekoj okolini 400, (M, +00), M € R. KaZemo
da je A granicna vrednost funkcije f kad x teZi ka +oo ako za svaki niz takav da
Tn > M, neN, i lim z, =400, vazi lim f(x,) = A.

n—oo n—oo

Na slican nacin se uvodi pojam:

lim f(z) = A.

T——00
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Primer 2.15. Da li postoji lim cosx?
T—>+00

Neka je x, = 2nm i 2], = § + 2nm, n € N. Kako je lim z, = lim 2], = +oo,
n—oo n—oo
lim cosx, =11 lim cosz), = —, sledi da lim cosz ne postoji. e
n—oo n—00 2 xr——+00

Primetimo sada da smo definiciju grani¢ne vrednosti funkcije f u tacki xg € R
mogli dati i na slede¢i nacin:

Definicija 2.16. ( Cauchy ) Neka je funkcija f definisana u nekoj probodenoj okolini
tacke o € R. Za b € R kazemo da je granic¢na vrednost funkcije f u tacki xg (ili kad
x tezi ka xg) ako za svaku okolinu V' (b) tacke b postoji okolina U(z) tacke xg tako

da za svako x € (O](J:O) vazi da je f(z) € V(b):
(VV(0)) (AU (x0)) (V) (& € U(wo) = f(x) € V(b)),
i piSemo
Jim 1) =
Prema tome, sada mozemo pisati:

lim f(z) = b <= (VV(5)) (U (20))f(U(x0)) C V(D).

T—T0

Primetimo da u ovoj definiciji grani¢ne vrednosti funkcije f, tacke xg i b mogu biti
konaé¢ni brojevi, +oo ili —oo. Za svaki od ovih slucajeva ponaosob mi smo veé
(u prethodom tekstu) dali operativniju definiciju grani¢ne vrednosti funkcije (vidi
Definicije 2.1, 2.12, 2.14).

Primer 2.17. Dokazimo da je

1\” 1\*
lim <1 + > =e i lim (1 + ) =e. (2.9)
r—r+00 x T——00 x

Pokazimo najpre da za svaki niz prirodnih brojeva (ny); takav da

lim ny = +o00 (2.10)
k—oo
vazi
1\
lim <1 + ) =e. (2.11)
k—ro0 ng

Neka je € > 0. Kako je

1 n
lim (1 + ) =e,
n—o00 n

postoji ng € N tako da za svako n € N,

1 n
n2n0:>‘<1+> —e| <e (2.12)
n
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Iz (2.10) sledi da postoji kg € N tako da za k > ko vazi ny > ng, te zbog (2.12)

1\
(1 + > —e
n
Neka je sada (zp)r proizvoljan niz realnih brojeva koji tezi ka +o0o. Ne uman-
jujuéi opstost dokaza mozemo pretpostaviti da je xp > 1 za svako k € N. Da bismo

dokazali prvu jednakost u (2.9), na osnovu Heineove definicije grani¢ne vrednosti
funkcija, dovoljno je dokazati da je

dobijamo < €. Ovim smo dokazali jednakost (2.11).

1%
lim <1 + > —e. (2.13)

k—ro0 Tk
Neka je ng = [zx], k € N. Tada je ny € N i vazi
ng <xp<ng+1, keN. (2.14)

Kako je klim xp = +o0o, to je klim (rx — 1) = 400 na osnovu (1.18.5). Sada iz
—00 -0

nejednakosti ny > zp — 1, £k € N, na osnovu Tvrdenja 1.44 zakljucujemo da je

lim ng = 4o0.

k—oo 1

1
< — < — istoga
ng + 1 T~ Nk &

Iz (2.14) sledi

1+

1 1
<l4+—<1+—. (2.15)
ng + 1 Tk N

Iz (2.14) i (2.15) sledi
1 Nk 1 T 1 ne+1
(1 + > < <1 + > < <1 + > . (2.16)
ng + 1 Ty Nk

1 nk+1

>nk ‘ (1—1— nk+1> e

= lim i =-=e
kmoo 14 0

1\ 1\™ 1
lim <1+) = lim <1+> <1—|—):e-1:e,
k—o0 ng k—o0 ng ng

iz nejednakosti (2.16) i Teoreme 1.40 dobijamo (2.13).

Neka je sada (zj)x niz realnih brojeva koji tezi ka —oco. Mozemo pretpostaviti
da je zr < —1 za svako k € N. Da bismo dokazali drugu jednakost u (2.9) dovoljno
je dokazati da vazi (2.13).

Neka je yp = —x, k € N. Tada jeyr > 11 lim yi = 400, te je

k—4o0

<1+1>” _ <1_1)yk:<yk1>yk:< Ui >yk:
Tk Yk Yk yrp — 1
1 Yk 1 yr—1 1
(e ) (e )T )
< yrp— 1 yp — 1 yp — 1

Kako je

lim (1 +
k—o0

ng +1
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Kako je na osnovu ve¢ dokazanog

1 yr—1
lim (1 + > =e,
k—+o00 yp — 1

1\ 1
Iim (1+ 1+ =e.
k——+o0 yp — 1 yp — 1

xy,
Prema tome, vazi limg_, o (1 + ) = e. Kako je (x) proizvoljan niz realnih
Tk

brojeva koji tezi ka —oo, na osnovu Hajneove definicije grani¢ne vrednosti funkcije,
sledi da vazi druga jednakost u (2.9). e

to je i

2.2 Osobine grani¢nih vrednosti funkcija

Naredna tvrdenja su iskazana za sluc¢aj dvostrane grani¢ne vrednosti, ali ona vaze
i u slu¢aju jednostranih grani¢nih vrednosti, s tim Sto bi u tom slu¢aju termin
probodena okolina bio zamenjen terminom leva odnosno desna okolina.

S obzirom da se pojam grani¢ne vrednosti funkcija svodi na grani¢nu vrednost
niza, osobine grani¢nih vrednosti nizova se prenose i na grani¢ne vrednosti funkcija.
Naredna tvrdenja se mogu dokazati kako koriS¢enjem odgovarajuéih tvrdenja za
nizove, tako i "na jeziku okolina”.

Tvrdenje 2.18. Ako postoji granicna vrednost funkcije f u tacki xo € R, onda je
ona jedinstvena.

Dokaz Neka je funkcija f definisana u nekoj probodenoj okolini tacke zg € R i
neka f ima dve razli¢ite graniéne vrednosti b i by u tacki xg (b,by € R). Tada
postoje okoline V' (b) i W(by) tacaka b i by, respektivno, koje su disjunktne. Kako
je lim f(x) = b, sledi da postoji okolina Uy (zg) tacke o tako da je f(Ui(zg)) C
T—T0
V(b). Takode, iz li_>rn f(z) = by sledi da postoji okolina Usa(xg) tacke xg tako da
T—T0

je f(Ua(xo)) € W(by). Za okolinu U(xg) = Ui(xg) N Ua(xp) tacke z¢ vazi da je

f(U(xg)) € V(b) N W(by) , §to protivuredi ¢injenici da su okoline V' (b) i W (by)
disjunktne. W

Definicija 2.19. Za funkciju f : X — R kazemo da je ograni¢na odozgo (odozdo)
ako je ogranicen odozgo (odozdo) skup njenih vrednosti {f(z) : x € X}, tj. ako
postoji M € R tako da je f(z) < M (f(z) > M) za svako x € X. Funkcija je
ogranicena ako je ogranicena odozgo i odozdo.

Tvrdenje 2.20. Ako funkcija f ima konacnu granicnu vrednost u tacki xy € R,
onda je ona ogranicena u nekoj probodenoj okolini tacke x.
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Dokaz. Nekaje lim f(z) = A € R. Na osnovu definicije graniéne vrednosti funkcije,
T—T0

za € = 1 postoji probodena okolina U(xg) tacke z( tako da za svako x € U(xg) N X
vazi |f(z) — Al < 1,tj. A—1< f(z) < A+1. Ovo znadi da je funkcija f ogranicena
u probodenoj okolini U(xzg) tacke zo. B

Tvrdenje 2.21. Neka je xg € R, lim f(z) =b, lim g(x) = cib < c. Tada postoji
T—T0 T—T0

okolina U(xg) tacke xo, takva da je f(z) < g(x) za svako x € U(xp).

—b
Dokaz. Ako su bi c kona¢ni brojevi, neka je e = C—, i neka je V(b) e-okolina tacke

b i W(c) e-okolina tacke c. Jasno je da je za svako s € V(b) i svako t € W (c) vazi
nejednakost s < t. Slicno ako je jedna od tacaka b ili ¢ beskonacna, mogu se naéi
okolina V' (b) tacke b i okolina W (c) tacke ¢, tako da za bilo koje s € V(b) i bilo koje
t e Wie) vazi s < t.

Iz lim f(xz) = b sledi da postoji okolina Uj(x) tako da je f(Ui(zo)) C V(b).

T—rxQ
o

Takode, iz lim g(z) = ¢ sledi da postoji Usa(zp) tako da je g(Ua(xg)) C Wi(c).

Neka je U(xo) = Ui(xo) N Uz(xp). Tada za svako z € &(xo) vazi f(z) € V(b) i
g(z) € W(c), paje f(z) < g(z). B

Posledica 2.22. Neka je 7o € R i lim f(z) = b < ¢. Tada postoji okolina U(z¢)

T—T0

tacke xq, takva da je f(x) < ¢ za svako x € U(xg).
Analogno tvrdenje vazi ako se relacijski znak < zameni znakom >.

Dokaz. Ako uzmemo da je g(z) = ¢, z € R, onda je lim g(z) = ¢, paje lim f(z) <
T—T0 T—T0

lim g(x). Na osnovu Tvrdenja 2.21 sledi da postoji okolina U(xz¢) tacke xo, takva
Tr—T0

da je f(z) < g(x) = c za svako z € lO](wo). [ |

Posledica 2.23. Ako funkcija f u tacki xo ima graniénu vrednost razlicitu od 0,
onda funkcija ima isti znak kao i ta granicna vrednost u nekoj probodenoj okolini
tacke xg.

Dokaz. Sledi iz Posledice 2.22 (za slucaj kada je ¢ =0). B

Tvrdenje 2.24. Neka je za neku probodenu okolinu U(xg) tacke xg, o € R, is-

o
punjeno g(x) < f(x) za svako x € U(xg) i neka postoje (konacne ili beskonacne)
graniéne vrednosti lim g(x) ¢ lim f(x). Tada je
T—T0 T—T0

RN
25, 910 < 10, F()

Dokaz. Pretpostavimo da je lim f(x) < lim g(z). Iz Tvrdenja 2.21 sledi postoji

Tr—T0 T—T0

okolina Ui (xg) tacke g, takva da je f(z) < g(x) za svako x € &1(330). Za okolinu
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Us(zg) = U(xg) N Uy (z0) tacke zp ispunjeno je da za sve x € Usy(x) istovremeno
vaze nejednakosti f(x) < g(z) i f(z) > g(x), $to je apsurd. Dobijena protivure¢nost
dokazuje da je lim g(z) < lim f(x). B
Tr—xT0

T—rT0
Tvrdenje 2.25. Neka je za neku probodenu okolinu U(xg) tacke zo, xg € R, ispun-

(¢}
jeno ¢ < f(x) za svako x € U(xg) i neka postoji (konacna ili beskonacna) granicna
vrednost lim f(z). Tada je ¢ < lim f(x).
T—x0 T—T0o

Analogno tvrdenje vazi ako se znak < zameni znakom >.

Dokaz. Ako uzmemo da je g(z) = ¢, x € R, onda funkcije f i g ispunjavaju uslove
Tvrdenja 2.24, odakle sledi da je lim g(z) < lim f(z), tj. ¢ < lim f(z). B
r—To r—xQ T—IT0

Tvrdenje 2.26. Neka je za neku probodenu okolinu U(zg) tacke xo, xo € R, ispun-

jeno p(z) < f(x) < ¢Y(x) za svako x € U(xg) i neka postoje (konacne ili beskonacne)
granic¢ne vrednosti lim o(z) i lgn Y(zx) koje su medusobno jednake. Tada postoji
Tr—xTQ T—T0

i graniéna vrednost lim f(x) ¢ vazi
T—T0

lim p(z) = lim f(z)= lim ¢(x).

T—rT0 T—T0 T—T0

Dokaz. Nekaje lim p(x) = lim ¢(z) = A, x, € U(zo),n=1,2,... 1 lim x, = xo.
T—x0 T—x0 n—00

Tada je nlg]go o(xy) = nh_>n;o Y(z,) =Ai

Na osnovu Teoreme "o zatvoreniku izmedu dva policajca” za nizove, sledi da je

li_>m f(zn) = A. Iz definicije grani¢ne vrednosti funkcija sledi da postoji grani¢na
n—oo

vrednost funkcije f u tacki zp i da je lim f(z) =A. N
Tr—T0

1
Primer 2.27. Da li postoji lim z cos —7
z—0 x
Iz

1 1
|z cos —| = |z||cos —| < |z], x #0,
x x

sledi
1
—|z| <xcos— < |z|, x #0.
x

Kako je lim(—|z|) = lim || = 0, na osnovu Tvrdenja 2.26, zaklju¢ujemo da je
z—0 z—0

limxcos— =0. e
x—0 X
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Tvrdenje 2.28. Ako postoje konacne grani¢ne vrednosti lim f(z) i lim g(x), zo €
Tr—xT0 Tr—T0

R, onda postoje i konacéne graniéne vrednosti le (f(z)+g(x)), ILm (f(x)—g(x)),
T—T0 T—x0

a;llg:l (f(x)g(x)), a ako je xlgg g(x) # 0, onda i grani¢na vrednost mli)na} o) i vazi
Jm (f(z) +g(2)) = lim f(z)+ lim g(z), (2.17)
Tim (f(2) - g(2)) = lim f(z) - lim g(z), (2.18)
lim (F(@)g(@)) = lm f(@) lim g(a) (2.19)
lim f(z)
. -75) _x—x0
wlggo o) - xh_gclo 9@ (2.20)

Dokaz. Neka je li_}m flz)=beRi li)m g(x) =c€Ric#0. Iz Posledice 2.23 sledi
T—T0 T—X0

da postoji okolina U (z) tacke xo takva da je g(x) # 0 za svako z € U(xp). Prema

f(z)

tome, za x € U(xzg) definisan je kolicnik ——. Neka je (x,) niz realnih brojeva

9(x)
takav da z, € U(zg), n € N, i li_)m xn = x9. Tada je g(x,) #0zasven € N, ina
n—oo

osnovu Hajneove definicije grani¢ne vrednosti funkcije imamo da je li_>m flxy) =0bi
n oo

lim g(z,) = c. Iz Tvrdenja 1.36 sledi da postoji lim f(@n) idaje lim f(@n) = 9
n—oo n—oo g(Ip,) n—o0 g(zn) ¢

Na osnovu Hajneove definicije grani¢ne vrednosti funkcije sledi da je

lim f
o 1) T
w0 g(z) ¢ lim g(z)

Ostala tvrdenja se dokazuju slicno. B

Posledica 2.29. Ako postoji konacna graniéna vrednost lim f(x), tada za svako
T—rT0

¢ € R postoje granicne vrednosti lim (f(z)+c), lim (f(z) —c) i lim cf(z), ¢ vaZi
T—To r—xo T—T0

Jim (@) + ) = lim f(z) e (2.21)
Jim (f(2) ) = lim f(2) —c. (2.22)
gclgg cf(x)= cwli_gcl f(z). (2.23)

Dokaz. Neka je g(z) = ¢, x € R. Tada je lim g(z) = ¢ i iz Tvrdenja 2.28 sledi da
T—T0

funkcije f 4+ g, f — g i gf imaju kona¢nu grani¢nu vrednost u tacki zo. Pri tom je
na osnovu (2.19)

lim g(z)f(z) = lim g(z) lim f(z)=c lim f(x),

T—T0 T—T0 T—T0 T—T0

tj. vazi (2.23). Jednakosti (2.21) i (2.22) se slicno dokazuju. W
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Posledica 2.30. Ako postoji konacna granicna vrednost lim f(z), tada za svako
Tr—TQ

k € N postoji granicna vrednost lim (f(z))* i vazi
T—T0

lim (f(2))* = ( lim f(x))".

Tr—T0 T—T0
Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 2.28, (2.19), na osnovu principa matematicke indukcije. l

Tvrdenje 2.31. Neka su funkcije f i g definisane u nekoj probodenoj okolini tacke

zo € R.

(2.31.1) Ako je lim f(x) = +oo i lim g(x) = 400, onda je lim (f(x) + g(z)) =
T—IQ T—TQ T—TQ

~+00.

(2.31.2) Ako je lim f(x) = —oo 4 lim g(x) = —o0, onda je lim (f(x)+ g(z)) =
T—T0o T—T0o T—T0

—00.

(2.31.3) Ako je mlirgclo f(z) = +00 i funkcija g odozdo ogranicena u nekoj probodenoj
okolini tacke xo, onda je z11_)1%10(]”(91:) + g(x)) = +o0.
(2.31.4) Ako je zli_gclo f(x) = —o0 i funkcija g odozgo ogranicena u nekoj probodenoj
okolini tacke xy, onda je xlgl;()(f(m) + g(z)) = —o0.
(2.31.5) Ako je xli_gclo f(z) = 40 (xli_g:lo f(z) = —o0) i postoji konaéna graniéna
vrednost lim g(x) =y € R, onda je wlggo(f@) +g(z)) =400 (zlgftlo(f(x) +g(x)) =

Tr—xTQ
—o0).!

Dokaz. (2.31.3): Neka je lim f(x) = 400 i funkcija ¢ odozdo ograni¢ena u nekoj
T—TQ
probodenoj okolini tacke xg, tj. postoji okolina U(x¢) tacke z¢ tako da je g(z) > c za
neko ¢ € R, i sve x € U(xg). Neka je (x,,) niz realnih brojeva takav da z,, € U(x),
n € N, i lim z, = z9. Tada je lim f(z,) = +o0 i g(x,) > ¢ za svako n € N.
n—oo n—oo
Sada iz Tvrdenja 1.18 ((1.18.3)) sledi lim f(zy)g(z,) = 4+00. Na osnovu Hajneove
n—oo
definicije grani¢ne vrednosti funkcije zakljucujemo da je lim (f(x)g(x)) = +oc.
T—T0

Ostala tvrdenja se dokazuju sli¢no, koris¢enjem odgovaraju¢ih delova Tvrdenja

1.18 i Hajneove definicije grani¢ne vrednosti funkcije. Wl

Tvrdenje 2.32. Neka su date funkcije f,g : X — R i neka je zg € R tacka
nagomilavanja skupa X. Neka funkcija f ima konacnu graniénu vrednost u tacki

!Tyrdenja (2.31.1), (2.31.2) i (2.31.5) simbolicki zapisujemo (koristeé¢i simbole 400 i —oco0) na
slede¢i nacin:
+o00) = Hoo,

_OO) = —00,

+o00, za svako y € R,

= —o00, za svako y € R.
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xo. Tada postoji lim (f(z) + g(z)) ako i samo ako postoji lim g(x). Pri tom su
T—x0 T—x0
moguci slucajevi:

(1.21.1) Postoji konacéna graniéna vrednost lim g(x) ako i samo postoji konacna
T—ITQ

graniéna vrednost lim (f(x) + g(x)) i vazi jednakost:
Tr—x0

lim (f(x) + g()) = lim f(a) + lim g(a); (2.24)

T—rx0 T—rT0 Tr—xTQ

(2.32.2) lim g(z) = 400 ako i samo ako je lgn (f(x)+g(z)) = 4o0;
T—T(

T—xQ

(2.32.3) lim g(z) = —o0 ako i samo ako je lim (f(z)+ g(z)) = —oc.

T—rT0 T—T0

Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 1.21 i Hajneove definicije grani¢ne vrednosti funkcije (dokaz
se moze izvesti i korid¢enjem Tvrdenja 2.28 i Tvrdenja 2.31 ((2.31.5)), slicno dokazu
odgovarajuéeg tvrdenja za nizove (Tvrdenja 1.21)). B

Tvrdenje 2.33. Neka su funkcije f i g definisane u nekoj probodenoj okolini tacke

To € R.

(2.33.1) Ako je lim f(z) = 400 i lim g(z) = 400 (lim g(x) = —0), onda je
T—T0 T—T0 T—To

lim (f(z)g(z)) = +o0 (lim (f(x)g(x)) = —o0).

T—T0 T—T0

(2.33.2) Ako je le flz) =400 ig(x) >y >0 (g(x) <y <0) u nekoj probodenoj
T—T0

okolini tacke xo, onda je lim (f(x)g(x)) = +o0 (li)m (f(x)g(x)) = —o0).

—x0 T—T0
(2.33.3) Ako je hm f(x ) = +00 1 li_>m glz) =y e Riy >0 (y <0) onda je
T—x0
Jim (f(2)g()) = T (Jlim (f(2)g()) = —o0).
(2 33 4) Ako je hm f(z) = —o0 i lim g(z) = —o0, onda je lim ( (x)g(x)) =

T—rT
(2.33.5) Ako je xlggo f(z) = —o0 ixli)r;loog(a:) =yeRig(z)>y>0(9(z) <y<0)u
nekoj probodenoj okolini tacke xo, onda je zhﬁnxlo(f(a:)g(a:)) = —00 (xlingo(f(x)g(x)) =
+00).
(2.33.6) Ako je xli_)nggo f(z) = —oc0 irli_{ImlOg(:c) =yeRiy>0(y<0) onda je

lim (f(@)g(x)) = =00 (lim (f(@)g(x)) = +0)3

T—rx0

2Tvrdenja (2.33.1), (2.33.3), (2.33.4) i (2.33.6) simbolicki zapisujemo (koriste¢i simbole +oo i
—0o0) na sledeéi nacin:

(400) - (400) +o0,

(+00) - (=00) = —oo,
(+00)-y = +oo, zasvakoy € R, y >0,
(+o0)-y = —o0, zasvakoy €R, y <0,

(—OO) = +OO,
—o0)-y = —oo, zasvakoy € R, y >0,
00)-y = 400, zasvakoy € R, y < 0.
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Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 1.31 i Hajneove definicije grani¢ne vrednosti funkcije. l

Posledica 2.34. Neka je data funkcija f : X — R i xz9 € R tacka nagomilavanja
skupa X. Neka je k € N.

(2.34.1) Ako je le f(z) = 400, tada je li_)m (f(z)F = +oo.
T—x0 n—00

(2.34.2) Ako je liﬁ\m f(z) = —o0 i k paran (neparan) broj, tada je ILm (f(2))F = o0
T—x0 n—00
(lim (f())* = —o0).

Dokaz. (2.34.1): Sledi iz (2.33.1) na osnovu principa matematicke indukcije.
(2.34.2): Sledi iz (2.33.4) i (2.33.1) na osnovu principa matematicke indukcije.
Dokaz tvrdenja (2.34.1) i (2.34.2) se moze izvesti i koriséenjem Posledice 1.33 i

Hajneove definicije grani¢ne vrednosti funkcije. W

Tvrdenje 2.35. Neka su date funkcije f,g : X — R i neka je 9 € R tacka
nagomilavanja skupa X . Neka funkcija f ima konacnu graniénu vrednost u tacki xg,
lim f(z) =b € R. Tada postoji lim (f(x)g(x)) ako i samo ako postoji lim g(z).
Tr—x0 T—TQ T—T0
Pri tom su moguéi slucajevi:
(2.35.1) Postoji konacéna graniéna vrednost lim g(x) ako i samo postoji konacna
T—T0

granicéna vrednost lim (f(x)g(x)) i vazi jednakost:

T—T0

lim (f(2)g(2)) = lim f(z)- lim g(x); (2.25)

Tr—xTQ T—T0 T—T0

(2.35.2) Ako je lim f(z) =b> 0, tada je

Jim g(z) = +oo = lim (f()g(z)) = +o0
Jlim g(z) = —oo <= lim (f(z)g(x)) = —oc;

(2.35.3) Ako je lim f(x) =0b< 0, tada je

Jlim g(z) = —oo <= lim (f(z)g(z)) = +o0
Jim g(z) = +oo <= lim (f(z)g(z)) = —o0.

Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 1.41 i Hajneove definicije grani¢ne vrednosti funkcije (dokaz
se moze izvesti i koris¢enjem Tvrdenja 2.28 i Tvrdenja 2.33 ((2.33.3) i (2.33.6)),
slicno dokazu odgovarajuéeg tvrdenja za nizove (Tvrdenja 1.41)). B

Definicija 2.36. Za funkciju a kazemo da je beskonacno mala funkcija kad x tezi
ka x¢ (ovde xy moze biti realan broj ili jedna od beskonacnosti) ako je

xlggo a(xz) =0.
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Beskona¢no mala « Cesto se naziva i infinitezimala.
Slede¢e tvrdenje se moguce dokazati koriS¢enjem odgovarajuéih osobina nula
nizova, ali takode sledi i iz Tvrdenja 2.28.

Tvrdenje 2.37. Zbir, razlika i proizvod dve beskonacno male funkcije kad x — xg
je beskonacéno mala funkcija kad x — xq.

(Podrazumeva se da su zbir, razlika i proizvod beskonacéno malih funkcija kad
xr — xg, o i B, definisani na preseku oblasti definisanosti funkcija o i 3).

Tvrdenje 2.38. Ako je a beskonacno mala kad x — xg, a g funkcija ogranicena u
nekoj probodenoj okolini tacke xg, onda je ga beskonacéno mala kad x — xg.

Dokaz. Neka je lim a(x) = 0 i neka postoji okolina U(zg) tacke zp tako da je
T—TQ

lg(z)| < c zaneko c € R, ¢ > 0, 1isve x € U(xg). Neka je (x,) niz realnih brojeva
takav da z, € U(zg), n € N, i lim x,, = zo. Tada je lim a(z,) =01 |g(z,)| < ¢ za
n—oo n—oo

svako n € N. Kako je proizvod nula-niza i ograni¢enog niza opet nula-niz (Tvrdenje
1.25), sledi lim g(zp)a(x,) = 0. Na osnovu Hajneove definicije grani¢ne vrednosti
n—oo

funkcije zakljuéujemo da je lim g(z)a(x) =0. B
T—I0
Naravno, prethodno tvrdenje smo mogli da dokazemo i "na jeziku okolina”,
koris¢enjem Kosijeve definicije grani¢ne vrednosti funkcije.

1 1

Primer 2.39. Buduéi da su funkcije gi(x) = cos — i ga(x) = sin—, z € R\ {0},
x T

ogranicene, a o(z) = x beskona¢no mala kad x — 0, iz Tvrdenja 2.38 sledi da su

1
funkcije fi(z) = xcos — i fo(x) = xsin — beskona¢no male kad  — 0. e
x x

Slede¢a teorema pokazuje da se pojam grani¢ne vrednosti funkcije moze svesti
na pojam beskona¢no male.

Tvrdenje 2.40. Funkcija f u tacki xo € R ima konacénu granicnu vrednost jednaku
A, lim f(x) = A € R, ako i samo ako postoji okolina U tacke xo i beskonacno mala
T—T0

a kad x — xg tako da je
flz)=A+a(x) za ze€U.

Dokaz. Neka je lim f(x) = A. To znac¢i da je funkcija f definisana u nekoj

T—T0

probodenoj okolini U tacke zg. Definisimo a(z) = f(x) — A za x € U. Tada na
osnovu (2.22) sledi
xlirélo alx) = xgrélo(f(x) —A)= Ilggo flz)—A=A—-A=0,
i ocigledno je f(z) = A+ a(x).
Obrnuto, ako je f(xz) = A+ a(z) za x € X iz neke probodene okoline tacke xy,

i lim a(z) =0, tada je na osnovu (2.21)
Tr—x0

lim f(z) = lim (A+a(z)) =A+ lim a(z) =A+0=A. 1

Tr—xQ Tr—T0 Tr—T0
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1
Tvrdenje 2.41. Ako je li_>m f(z) = +o0 (h_)m f(z) = —o0), onda je 7 beskonacno
T—T0 n—00

mala kad © — x¢.3

Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 1.37 i Hajneove definicije grani¢ne vrednosti funkcije. H
Tvrdenje 2.42. (2.42.1) Ako je lim g(z) = 400 (lim g(z) = —o0) i funkcija f
r—x0 T—x0

ogranicena u nekoj probodenoj okolini tacke xg, onda je i beskonacno mala kad
g
T — X.

(2.42.2) Ako je lim g(z) = +oo (lim g(x) = —o0) i postoji konacna graniéna
Tr—TQ

T—T0
vrednost lim f(z), onda je /(@)

70 g(x)

Dokaz. (2.42.1): Sledi iz Tvrdenja 2.38 i Tvrdenja 2.41.
(2.42.2): Sledi iz (2.42.1) i Tvrdenja 2.20. H

4

beskonacéno mala kad x — xg.

1
Napomena 2.43. Ako je a beskona¢no mala kad x — x(, onda funkcija — ne

mora da ima grani¢nu vrednost u tacki xzg. Na primer, funkcija a(z) = z, x € R,

je beskona¢no mala kad z — 0, ali lim — = lim — = 400 i lim — =
e—+0 a(x) =40 2——0 ()
1
lim — = —oo (Primer 2.13), te ne postoji lim —.

Tvrdenje 2.44. Neka je o beskonacéno mala kad x — ¢ i neka je U(xg) okolina

tacke xo takva da je a(x) > 0 (a(z) < 0) za x € U(zg). Tada je lim = +00

z—wo o)
(Jim. alz) —00)?

Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 1.39 i Hajneove definicije grani¢ne vrednosti funkcije. B

3Tvrdenje 2.41 simbolicki zapisujemo:

1
L, L,
+oo —00

T—xT

“Ako je lim f(x) = b€ R, Tvrdenje (2.42.2) simbolicki zapisujemo:
9

L:(), L:O za svako b € R.
+00 —o0

STvrdenje 2.44 simbolicki zapisujemo:
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Primer 2.45. Dokazati da je

lim sinz = sinxy, (2.26)
T—TQ
lim cosx = cosxg, za svako xg € R, (2.27)
T—T0
i da je .
lim 2% =1, (2.28)
z—0 T

Dokaz. Uotimo kruznicu poluprecnika R sa centrom u tacki O. Neka polupreé¢nik
b
OB sa polupreénikom OA gradi ugao od z radijana, 0 < < —. U tacki A

konstrui§imo normalu na polupreénik OA i neka ona sece polupreénik OB u tacki

C.

1 1
Povrsina trougla OAB je §R2 sin x, povrsina kruznog isecka OAB je §R2x, dok
1

je povrsina trougla OAC jednaka §R2tg:1:. Kako je trougao OAB sadrzan u kruznom
isecku OAB, a ovaj pak sadrzan u trouglu OAC, to dobijamo nejednakost;:

1 1 1

§R2 sinz < ERQ:U < §R2tgl‘.
Dakle, vaze nejednakosti

sinz <z < tgr za 0<x<g. (2.29)

Dokazimo sada da vazi nejednakost:
|sinz| <|z| za z€R. (2.30)

Iz prve nejednakosti u (2.29) sledi da je za 0 < & < g, |sinz| = sinz < x = |z|.

Ako je —g <x <0,ondaje < —z < g, i opet na osnovu prve nejednakosti u
(2.29) sledi sin(—z) < —z. Kako je u ovom slucaju |sinz| = —sinz = sin(—z) i
|z| = —z, dokazali smo da je |sinz| < |z|.
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. ™ . . T
Ako je |z| > BL tada je |sinz| <1< 5 <z

Neka je xg proizvoljan ralan broj. Tada je za x € R

. . . T — g T+ To
sinx —sinxg = 2sin 2 cos 5
T —x0 . T+ (2.31)
cosx —coszyg = —2sin sin
2 2
Kako je |sina| < 1i|cosa| < 1zasvako a € R, ina osnovu (2.30) [sin — <
‘56_2'7”0‘, to iz (2.31) sledi
r—x T+ T —x
|sinz —sinzg| = 2|sin 0 0 §2’ o = |z — x|,
2 2 2
. X — X9 T+ xq |z — x| (2.32)
|cosz —coszp| = 2|sin <2 = |z — x|
2 2 2
Odavde sledi
—|x —x¢| <sinx —sinzg < |z — g,
| 0| = 0= | 0’ (233)

—|x —xo| < cosx — cosxg < |x — x|

Buduéi da je lim |z — z9| = 0, na osnovu Tvrdenja 2.26, iz (2.33) sledi da je
T—T0

lim (sinx —sinzg) =0 1 lim (cosz — coszg) = 0.

T—T0 T—x0
Odavde, kako je sinz = (sinx —sinxg) +sinzg i cosz = (cos x — cos x) + cos g, na
osnovu Tvrdenja 2.40 (ili na osnovu (2.21)) sledi lim sinz = sinzp i lim cosz =

T—T0 T—x0
COS Xg.

Dokazimo sada da vazi (2.28). Deobom nejednakosti (2.29) sa sinx > 0 (jer
O<z< g) dobijamo:

T 1
<

1<~ ,
sinr  cosx

tj.
1nx

cosz < oL <1, (2.34)
x

Akozx € (—z, 0), tada 0 < —x < g i prema veé¢ dokazanom imamo da je cos(—z) <

sin(~z) <1, tj. cosz < T 1 Prema tome, nejednakost (2.34) vazi za svako
— x
x € (—g g) \ {0}. Kako je na osnovu (2.27) lir%cos:c =cos0 =1, iz (2.34), na
Tr—r

osnovu Tvrdenja 2.26, dobijamo (2.28). e
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Primer 2.46. 1z Tvrdenja 2.28, (2.28) i (2.27) sledi

. tgx . sinxzx 1 . sinx . 1 1 1
lim —=— = lim . = lim - lim =1 - —=—-—=1.9e
z—0 x z—0 x cosr =0 x z—0cosx hn% cos T 1
T—

Tvrdenje 2.47. Neka je funkcija f definisana u probodenoj okolini tacke xo € R,
U(.To) .

(2.47.1) Ako jea € R, a > 1 i li)m f(x) = 400 (li)m f(z) = —o0), onda je
T—T0 T—T0

lim o/®) = 400 (lim /@ =0).

Tr—T0 T—T0

(2.47.2) Ako jea =114 lim f(z) = 400 (lim f(z) = —0), onda je lim o™ =1
T—T0 T—rx0 T—T0
im o/ @ —
(xlirgoa 1).
(2.47.3) Akojea e R, 0 <a<1i ILm f(z) = 400 (ILm f(z) = —o0), onda je
T—rX0 T—x0
lim o/@ =0 (lim of® = +0).

Tr—T0 T—T0

Dokaz. (2.47.1): Neka je a € R, a > 1, lim f(z) = +oo (lim f(z) = —00)ie > 0.
T—x0 T—T0

Tada postoji okolina tacke xg, Ui(zg) C U(xp), tako da je za svako z € Uj(xo)

vazi f(x) > log,e (f(z) < log,€). Bududi da je funkcija t + a' strogo rastuca,

za x € U(xo) sledi a/®) > al8a¢ = ¢ (0 < of® < al°8a¢ = ¢). Prema tome,
lim o/®) = 400, (lim of@ =0).

T—T0 Tr—rxQ

(2.47.2): Akojea =11 li)m f(x) = +oo (lim f(z) = —0), onda je a/®) =1 za
T—T(

T—T0

svako € U(xo), pa je ocigledno, lim a/®) =1 (lim o/®@ =1).

T—T0 T—TQ

(2.47.3): Neka jea € R, 0 < a < 1, li_>m f(z) = +o0 (lim f(z) = —o0)ie > 0.
T—T0

T—xQ
Postoji okolina tacke xg, Ui(zg) C U(xg), tako da je za svako x € Ujp(xzg) vazi
f(x) > log, e (f(x) < log,€). Kako je funkcija ¢t — a' strogo opadajuéa, za x €

Ui(zg) vazi 0 < a/®) < glo8a€ = ¢ (a/®) > ¢l°8¢ = ¢). Time je dokazano da je
lim o/@ =0, (lim /@ = +00).0

r—xT0 T—x0o
Primetimo da (2.47.3) sledi takode iz (2.47.1), Tvrdenja 2.41 i Tvrdenja 2.44.
1
Naime iz 0 < a < 1 sledi — > 1, pa za lim f(z) = 400 (lim f(z) = —00), iz
a Tr—xT0 T—T0
| (1@ | @
(2.47.1) sledi ;cllgclo T = xlggo (a) = +00 (mlgrxlo ok xlggo <a> =0).

Odavde, na osnovu Tvrdenja 2.41 (Tvrdenja 2.44), zaklju¢ujemo da je li_>m af @) =
T—T0

0, (lim of® = +00).
T—T0

Tvrdenje 2.48. Neka je funkcija f definisana u probodenoj okolini tacke xo € R,
U(zo), ¢ neka je f(z) >0 za svako x € U(xy).
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(2.48.1) Ako je a € R, a > 1 4 lim f(z) = 400 (lim f(z) = 0), onda je

T—T0 T—T0

lim log, f(z) = +oo (lim log, f(x) = —00).

T—rT0 T—T0

(2.48.2) Ako jea € R, 0 < a <1 lim f(z) = 400 (lgn f(x) = 0), onda je
T—x0

T—x0

mlggo log, f(x) = —o0 (zlgélo log, f(x) = +00).

Dokaz. (2.48.1): Neka je a € R, a > 1, li_>m f(z) = +oo ( li_>m flz)=0)i M eR.
T—T0 r—xQ

Tada postoji okolina tacke zg, Uy(zg) C U(xop), tako da je za svako x € Uj(xg)
vazi f(z) > a™ (0 < f(x) < a™). Buduéi da je funkcija ¢ ~ log, t strogo rastuéa,

za x € Uyp(xo) sledi log, f(x) > log,a™ = M (log, f(z) < log, a™ = M). Prema

tome, lim log, f(z) = +oo, (lim log, f(x) = —0).
T—x0 T—x0
(2.48.2): Neka jea € R, 0 < a < 1, lim f(z) = +oo (lim f(z) =0)i M € R.
T—T0 T—T0

Postoji okolina tacke xg, Ui(zg) C U(xop), tako da je za svako = € Uj(zg) vazi
f(x) > a™ (0 < f(z) < ™). Kako je funkcija ¢t + log,t strogo opadajuca, za
x € Up(zo) vazi log, f(x) < log,a™ = M (log, f(z) > log,a™ = M). Time je
dokazano da je lim log, f(z) = —oo, ( lim log, f(z) = 4+00).W

T—T0 T—T0

Primetimo da (2.48.2) sledi takode iz (2.48.1). Zaista, iz 0 < a < 1 sledi
1

o 1. Iz li_gn f(z) = 400 (lgn f(z) =0) 1 (2.48.1) sledi lgrn log: f(z) = 400
T—x0 T—x0 T—T0 a

(lim log: f(x) = —o0). Odavde, s obzirom da je lim log, f(x) = — lim log1 f(x),

T—T0 a T—T0 T—T0 a

sledi lim log, f(z) = —o0, ( lim log, f(z) = +00).
T—T0 T—x0

Tvrdenje 2.49. Neka su funkcije f i g definisane u probodenoj okolini tacke xo € R,

U(xp).

(2.49.1) Ako je lim f(z) = 400 i lim g(z) = 400, onda je lim f(z)?® = +o0.
r—T0 T—x0

T—T0

(2.49.2) Ako je lim f(x) = 400 i lim g(z) = —oo, onda je lim f(2)d® =o.
T—T0 T—T0

T—T0
(2.49.3) Neka je f(xz) > 0 za svako x € (O](:UQ). Ako je le flz)=01 le g(x) =
T—T0 T—T0

+00, onda je lim f(a:)g(x) =0.
T—T0

(2.49.4) Neka je f(xz) > 0 za svako x € (O](xo). Ako je lim f(x) =0 ¢ lim g(z) =

Tr—xQ Tr—xTQ

—00, onda je lim f(x)g(x) = +00.5
T—rT0

5Tvrdenja (2.49.1), (2.49.2), (2.49.3) i (2.49.4) simbolicki zapisujemo na sledeéi nagin:

(+00) = oo,

(+o0)™™ = 0,
+0)™™ = o,
(+0)™* = 40
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Dokaz. (2.49.1), (2.49.2): Neka je ILm f(z) =400 i le g(x) = +oo (lim g(x) =
T—X0 T—x0

Tr—T0

—00). Iz lim f(z) = 400 sledi da postoji okolina tacke zq, U1 (z9) C U(xg), tako

T—TQ

da za svako x € Uy(zo) vazi f(x) > 0. Za x € U(xo) je

F()) = D _ oo f(o) (2.35)
Iz (2.48.1) sledi da je 1i)rn In f(x) = 400, paiz (2.33.1) sledi li_}m g(x)In f(z) =
T—T0 T—x0
( ILm g(xz)In f(z) = —o0). Odavde, na osnovu (2.47.1), zaklju¢ujemo da je
T—x0
lim e9@Rf@) = 400 (lim 9@ = (), (2.36)
T—x0 T—T0

Iz (2.35) i (2.36) sledi a:llg:l f(x)? 9@) = 400 ( lgg f(:n)g(m) =0).

(2.49.3), (2.49.4): Neka postoji okolina tacke xg, U(x¢), tako da je f(x) > 0 za svako
x € U(rg) N X ineka je lim f(x) =01 lim g(x) = oo (lim g(z) = —0). Za
T—T0 T—T0 T—TQ

x € U(xo) N X vazi (2.35). Kako je ILm In f(z) = —oc0 ((2.48.1)) i lgn g(x) = 400
T—X0 T—X0

( hm g(x) = —00), to na osnovu (2.33.1) zakljuéujemo da je li_>m g(x)In f(x) = —
T—T0
(hm g(x)In f(z) = 400). Sada na osnovu (2.47.1) dobijamo 1Lm p9(@ I f(z) _
z0
0 (gm eI@ (@) — 4 50), i prema tome, li_>m f(x)g( (hm f(x)? g(z) _ — 4o0).
T—T0 e
[ |

Primetimo da smo (2.49.3) i (2.49.4) mogli dokazati koriste¢i tvrdenje (2.49.1).
Naime, ako postoji okolina tacke zg, U(zo), tako da je f(z) > 0 za svako = € U(zg)

i ako je liﬁ\m flz)=01 h%m g(z) = 400, tada je lim —— = 400 (Tvrdenje 2.44) i
T—T0 T—T0

z—a f( )

g(z)
1 1
fla)®) = <1> =0
o) (L)g()

1 g(x)
Kako je i lim g(x) = 400, to iz (2.49.1) sledi lim | —— = +o00 i stoga na
T—To T—To f(l‘)

osnovu Tvrdenja 2.41 imamo da je

i 9(@) _ —
235 1) —xa%zo( ) =

"Ovaj naéin zaklju¢ivanja simbolicki zapisujemo:

+oo
1 1 1 1
too —_— = = = — = 0.
(+0)" = (1) TN~ (foo)F® ~ Too 0
+0 0
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Ako je lim g(z) = —oo, lim f(x) = 0 1 postoji okolina U(x¢) tacke xg tako da je

Tr—TQ T—T0

f(z)>0zaxe€ (O](:L‘o), onda je

) = (115) -

1
lim —— = 400 (Tvrdenje 2.44) i lim (—g(x)) = +00, pa je na osnovu (2.49.1):

r—x0 f(x) T—x0

1 —g9(x)
lim f(z)’® = lim ()> = +00.

r—xQ T—xT0 f(l‘

Teorema 2.50. (Kosijev kriterijum egzistencije granicénih vrednosti funkcija) Neka
je funkcija f definisana u nekoj probodenoj okolini tacke xg € R. Funkcija f ima
konacnu granicnu vrednost u tacki xg ako i samo ako za svako € > 0 postoji & > 0

tako da za sve o', x" € U(zg) vazi |f(2') — f(x//)! < €.

2.3 Granic¢na vrednost slozene funkcije

Sledeéa teorema daje dovoljne uslove za egzistenciju grani¢ne vrednosti slozene
funkcije. Preciznije, ova teorema govori o tome da ako je liLn flx)=0bi lin% 9(y) = ¢,
T—a y—>

i ako postoji probodena okolina tacke a koja se funkcijom f preslikava u probo-
denu okolinu tacke b, onda se lim g(f(z)) nalazi uvodenjem smene y = f(x), tj.
Tr—a

Jim g(f (@) = lim g(y) = c.
Teorema 2.51. Neka je funkcija f definisana u mnekoj probodenoj okolini tacke

a € R, a funkcija g v nekoj probodenoj okolini tacke b € R i neka su ispunjeni
sledeci uslovi:

(2.51.1) lim g(y) = c € R,
y—b

(2.51.2) lim f(z) = b;
r—a

(2.51.3) Postoji okolina Uy(a) tacke a takva da za svako x € Ug(a) vaZi f(x) # b.

Tada postoji granicéna vrednost sloZene funkcije g o f u tacki a i vaZi

lim g(f(x)) =limg(y) = c. (2.37)

T—a y—b

Dokaz. Neka je V(b) probodena okolina tacke b u kojoj je funkcija g definisana.
Iz egzistencije limesa lim f(z) = b i ¢injenice da je funkcija f definisana u nekoj
T—a

probodenoj okolini tacke a € R sledi da postoji okolina Uj(a) tacke a tako da je
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f(&l (a)) C V(b). Tada za okolinu Us(a) = Uy(a) N Ui (a) tacke a vazi da je funkcija

f definisana u probodenoj okolini Us(a) i da je
f(Ua(a)) C V(D). (2.38)

Prema tome, slozena funkcija g o f je definisana u probodenoj okolini Us(a).
Neka je (zp,) niz takav da x,, € Uz(a), n € N, i lim z, = a. Tada iz egzistencije
n—oo
limesa lim f(z) = b sledi da je lim f(x,) = b, a iz (2.38) sledi da f(z,) € V(b),
r—a n—o0
n € N. Sada iz egzistencije limesa lim g(y) = c¢ sledi da je lim (g o f)(z,) =
y—b n—o0
lim ¢g(f(x,)) = ¢. Na osnovu Hajneove definicije grani¢ne vrednosti funkcije sledi
n—oo

da je ;gré(gof)(a;) =c N

Primer 2.52. Pokazacemo da je

sin 3x

ilg%) i =1. (2.39)
. siny .
Neka je f : R = R, f(z) = 3z, g : R\ {0} — R, g(y) = o Tada je
. o _ ) .. siny ) _ sin3z
li ) =l 30 = 0, T g(y) = iy 27 — 1 ((228)) i (f(x)) = T2 Kako

je f(z) =3z # 0 za x # 0, to je onda ispunjen i uslov (2.51.3) Teoreme 2.51, odakle

onda sledi )
sin 3z

lim = lim g(f(z)) = limg(y) =1. e

=0 3z z—0 y—0
Iz postojanja grani¢nih vrednosti lim f(z) = b i lim ¢g(y) u opStem slu¢aju ne
r—a y—b

sledi postojanje grani¢ne vrednosti lim g(f(x)). To pokazuje sledeéi primer.
r—a
1
Primer 2.53. Neka je f: R\ {0} = R, f(z) =zsin—ig: R =R,
x

1, zay#0
o) = sl = { 7 070

Tada je lim g(y) = 11 lim f(x) = 0. Pokazacemo da lim ¢g(f(x)) ne postoji. Neka
y—0 z—0 z—0

1
jexn=—1ix, = 7——,neN Tadaje lim z, = lim z;, =0, f(z,) =0,
nm — +onr n—00 n—00
2
1 .
flay) = 7—— o 9(f(zn)) = [sgn f(za)| = [sgn0] = 01 g(f(27,)) = |sgn f(27,)] =
—+2n7
2
1 . . . . I
|sgn T\ = 1. Sledi nlggog(f(xn)) =0i nh_)nolog(f(xn)) = 1. Prema tome, ne
—+2nm

2
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postoji vrednost ka kojoj bi tezio niz (g(f(zn))) za svaki niz (z,) koji tezi ka 0, i zato,
na osnovu Hajneove definicije grani¢ne vrednosti funkcije, ne postoji lir% g(f(x)).
T—>

Primetimo da funkcija f ne ispunjava uslov (2.51.3) Teoreme 2.51, jer u svakoj

okolini tacke a = 0 funkcija sin — ima nule, pa samim tim i funkcija f. e
T
Slededi primer pokazuje da mogu da postoje sve tri grani¢ne vrednosti li_r)n flx) =
x a
b, lim ¢g(y) i lim g(f(x)), ali da ne mora vaziti jednakost lim g(f(x)) = lim g(y).
y—b T—a T—a y—b
Drugim re¢ima, uslovi lim f(x) = b i limg(y) = ¢ nisu dovoljni da bi vazilo
T—a y—b

lim g(f(x)) = c.

Primer 2.54. Nekaje f:R—= R, f(z)=0ig: R — R,

1, zay#0
o) = sl = { o 07

Tada je lin%g(y) =1i lir%f(x) = 0. Kako je g(f(z)) = 0 za svako z € R, to je
y— z—
lim g(f(x)) =071 = lim g(y).
Primetimo da funkcija f ne ispunjava uslov (2.51.3) Teoreme 2.51. o

Primer 2.55. Pokazimo da je

1—cosz 1
lim ———— = .
z—0 x 2
.
sin —
Kao u Primeru 2.52 zaklju¢ujemo da je il_H}?(l) 7 2 _ 1, pa je
2
1 — cosx 2sin? 1 sin ; sin%
lim ——— = 1 = lim =
a:l—I>% x2 zgr(l) .732 xl_I)% 2 E E
2 2
. T T
1 Sin 5 S1n 5 1 1
= —-1 i =—-1-1=—.
2 250 T ah0 T2 2 *
2 2

Napomena 2.56. Neka je funkcija f definisana u probodenoj okolini tacke a € R,

U(a), neka je li_r>n f(x) = b € Ri neka je za svako z € U(a), f(z) # b. Neka je

definisana inverzna funkcija funkcije f, f~!, u probodenoj okolini tacke b, V(b),
neka je lin}) f1(y) = a ineka je za svako y € V(b), f~(y) # a. Osim toga, neka je
Yy—

funkcija g definisana u nekoj probodenoj okolini tacke b. Kao u dokazu Teoreme 2.51
pokazuje se da je slozena funkcija g o f definisana u nekoj probodenoj okolini tacke
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a. Tada grani¢na vrednost lim (g o f)(x) postoji ako i samo ako postoji grani¢na
r—a

vrednost lin}) g(y) i pri tom su one jednake.
Yy—

Zaista, bududi da je lim f(z) = b € R i da za svako z € U(a) vazi f(x) # b, iz
T—ra
Teoreme 2.51 sledi da iz egzistencije grani¢ne vrednosti lin}) g(y) sledi egzistencija
y—
grani¢ne vrednosti lim (g o f)(x) i da vazi jednakost lim (g o f)(z) = lim g(y).
Tr—a T—ra y—b

Obrnuto, pretpostavimo da postoji lim (g o f)(x). Bududi da je lin%) fYy) =a
r—a y—

i da je za svako y € V(b), f~'(y) # a, opet na osnovu Teoreme 2.51 sledi da iz
egzistencije grani¢ne vrednosti li_r}n (g o f)(x) sledi egzistencija grani¢ne vrednosti
xr a

slozene funkcije (go f) o f~! u tacki b, hn})((g o f)o f~H(y), i da vazi jednakost
y—

lim((go f)o f~')(y) = lim(g o f)(x).

y—b r—a

Kako je (go f)o f~1 = g, dobijamo da postoji lin}) 9(y) i da vazi jednakost lin})g(y) =
Yy— Yy—
lim (g 0 f)(2). O

Primetimo da ako je u Teoremi 2.51 b = +oc0 ili b = —o0, onda je uslov (2.51.3)
ispunjen za svaku funkciju f koja je definisana u nekoj probodenoj okolini tacke a,
jer je kodomen funkcije f skup R, pa je f(z) # +oo i f(z) # —oo za svako x iz
domena funkcije f. U tom slucaju teorema o limesu slozene funkcije glasi:

Teorema 2.57. Neka je funkcija f definisana u nekoj probodenoj okolini tacke
a € R, a funkcija g u nekoj okolini tacke +oo (tacke —o0) i neka su ispunjeni
sledecéi uslovi:

2.57.1) i =ceR (i =ceR
(257.1) lim g(y)=c€R ( lim g(y) =ceER),

(2.57.2) 9113(11 f(z) =400 (il—rg f(z) = —00).

Tada postoji graniéna vrednost sloZene funkcije g o f u tacki a i vazi

lim g(f(z)) = lim g(y) =c

r—a Yy——+00
(lim g(f(2)) = lim g(y)=c).

Tvrdenje Teoreme 2.51 ¢e vaziti i kad se dvostrana grani¢na vrednost lim f(z)
T—a
zameni jednostranom grani¢nom vrednoséu lim f(z) (ili lim f(x)), a u uslovu
z—a+0 z—a—0

(2.51.3) okolina U(a), desnom okolinom tacke a (levom okolinom tacke a), a € R.
Razlikovaéemo slucaj kada je b konacan broj i kada je b € {400, —00}.

Teorema 2.58. Neka je funkcija f definisana u nekoj desnoj okolini tacke a, a € R.
Neka je funkcija g definisana uw nekoj probodenoj okolini tacke b € R i neka su
ispunjeni sledeéi uslovi:
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(2.58.1) lim g(y) = c € R,
y—b

(2.58.2) lim f(z) = b;
z—a+0
(2.58.3) Postoji 6 > 0 tako da za svako x € (a,a + d) vazi f(x) # b.

Tada postoji desna granicna vrednost sloZene funkcije g o f u tacki a i vazi

Am J9(f(w)) = lim g(y) = c.
Teorema 2.59. Neka je funkcija f definisana u nekoj desnoj okolini tacke a, a € R.
Neka je funkcija g definisana u nekoj okolini tacke +oo (—o0) i neka su ispunjeni
sledeci uslovi:

(2.59.1) lim g(y)=ceR ( lim g(y) =c€R),
Yy—r+00

Yy——00
(2.59.2) xli)g}rof(x) = +o0 (xli)g}rof(x) = —00).

Tada postoji desna granicna vrednost sloZene funkcije g o f u tacki a i vaZi

lim g(f(z)) = lim g(y)=c

z—a+0 Y—=+00
(Jlim g(f(x) = lim g(y) =c).

Analogno se formuliSe tvrdenje o egzistenciju leve grani¢ne vrednosti lim . g(f(z)).
r—a—

Primer 2.60. Pokazimo da je

lim (14 2) = e. (2.40)

z—0

Podsetimo se da je

1\* 1\*
lim <1 + ) =e 1 lim (1 + > =e. (2.41)
T—+00 T T——00 Zz

Smenom t = — (x = +0 <=t — 400, © = —0 <=t — —00) iz prve jednakosti u

(2.41) sledi®

S

8|~

¢
lim (1+x)* = lim <1+t> =e, (2.42)

z—+40 t—+o00

dok iz druge jednakosti u (2.41) sledi

8|~

. . 1\
xlggo (1+x)> = tl}gloo <1 + t> =e. (2.43)

8Buduéi da z — +0 <= t — 400, na osnovu Teoreme 2.59 i Napomene 2.56 sledi da
lim (1 +x)%

Jm postoji ako i samo ako postoji t£+moo (1 + t) i da vazi jednakost zlinﬁo 1+x)= =
1

lim (1 + %)t Sliéno, lim (1 + x)= postoji ako i samo ako postoji lim (1 + %)t i vazi jednakost

t—+oo rz——0 t——o00

. T 1\t
Jm (1 o)7 = tm (1+7)
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Na osnovu Teoreme 2.10, iz (2.42) i (2.43) sledi (2.40). o

Postavlja se pitanje sta se moze dobiti ako su ispunjeni uslovi (2.51.1) i (2.51.2),
a nije zadovoljen uslov (2.51.3) Teoreme 2.51. Sledeca teorema daje odgovor na ovo
pitanje.

Teorema 2.61. Neka je funkcija f definisana u nekoj probodenoj okolini tacke
a € R, a funkcija g u nekoj probodenoj okolini tacke b € R i neka su ispunjeni
sledeci uslovi:
(2.61.1) lim g(y) = c € R,

y—b

(2.61.2) lim f(z) = b.

Tada postoji probodena okolina tacke a, U(a), tako da funkcija h : U(a) — R
definisana sa

h(z) = g(f(z)), zaaxzeU(a) ako je f(z) #0b,
¢, zax€U(a)akoje f(z)=0.
ima granicnu vrednost u tacki a i vazi

lim h(z) = lin%g(y) =c.
y—

T—a
Dokaz. Postoji okolina V' (b) tacke b tako da je funkcija g definisana u probodenoj

okolini V' (b). Iz (2.61.2) sledi da postoji probodena okolina tacke a, U(a), tako da

Je
o

f(U(a)) V().

Definisimo funkciju h na skupu U(a) na sledeéi nacin:

Moy — 4 9@, mae é(a) ako je f(z) # b,
c, za x € U(a) ako je f(z) =b.

Neka je W (c) proizvoljna okolina tacke c. Iz uslova (2.61.1) sledi da postoji
okolina tacke b, Vi(b) (V1(b) C V (D)), takva da je
g(V1(b)) € W(e). (2.44)

Iz uslova (2.61.2) sledi da postoji okolina tacke a, Ui(a) (Ui(a) C U(a)), takva da
je

J(U1(@) € Vi (0) (2.45)
Akojex € 5’1(a), na osnovu (2.45) i (2.44), ako je f(z) # bimamo h(x) = g(f(x)) €
W (c), a ako je f(x) = b onda je h(x) = ¢, pa je opet h(z) € W(c). Sledi

WU (a) C W(c)

i s obzirom na proizvoljnost okoline W (c) tacke ¢, zaklju¢ujemo da je liLn h(zx) = c.
r—a
|
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2.4 Granic¢na vrednost monotone funkcije

Definicija 2.62. Neka je f: X - R i A C X. Za funkciju f kazemo da je

(i) rastué¢a na skupu A ako za sve x1,z9 € A takve da je x1 < w9 vazi nejednakost
f(x1) < f(22);

(ii) strogo rastuc¢a na skupu A ako za sve x1,x9 € A takve da je z1 < mo vazi
nejednakost f(z1) < f(z2);

(iii) opadajuéa na skupu A ako za sve z1,x9 € A takve da je x; < x2 vazi nejednakost
f(z1) = f(x2);
(iv) strogo opadajuéa na skupu A ako za sve z1,z9 € A takve da je z1 < xo vazi
nejednakost f(x1) > f(x2).

Za funkciju f koja zadovoljava bilo koji od uslova (i)-(iv) kazemo da je monotona
na skupu A, a za funkciju koja zadovoljava uslov (ii) ili uslov (iv) kazemo da je strogo
monotona na skupu A.

Primer 2.63. Funkcija f(x) = 22 je strogo rastuéa na [0, +00), i strogo opadajuéa
na (—oo, 0], ali nije monotona na R.

Funkcija g(z) = 2% je strogo rastuéa na R. Funkcija h(z) = —2? je strogo
opadajuca na R. e

Primetimo da ako je f (strogo) rastuca funkcija na skupu A, onda je funkcija
—f, definisana sa (—f)(z) = —f(z), = € A, (strogo) opadajuca.

Ako je A podskup domena funkcije f, onda ¢emo sa sup f(z) oznacavati sup{ f(z) :
A

x € A}. Takode, umesto inf{f(x) : = € A} piSemo krace igff(:z:) .

Teorema 2.64. Neka je f: X — R, (a,b) C X i neka je [ rastuéa funkcija na
intervalu (a,b).
Ako je b =400, onda je
lim f(x) = sup f(x),

r—+-+00 (a,b)

a ako je b € R, onda je

lim f(z)=sup f(z).

z—b—0 (a,b)

Ako je a = —o0, onda je

lim f(z)= inf f(z),

T——00 (a,b)
a ako je a € R, onda je

Jlim f(@) = inf f(a)

Slede¢a teorema govori o grani¢nim vrednostima opadajuce funkcije.
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Teorema 2.65. Neka je f: X — R, (a,b) C X i neka je f opadajuca funkcija na
intervalu (a,b).
Ako je b = 400, onda je
lim f(x)= inf f(z),

T—>-+00 (a,b)

a ako je b € R, onda je
lim f(z) = inf f(x).

z—b—0 (a,b)

Ako je a = —o0, onda je
lim f(z) = sup f(z),

Tr——00 (a,b)
a ako je a € R, onda je

lim f(z) = sup f(x).

rz—a+0 (a,b)

Posledica 2.66. Neka je funkcija f monotona na intervalu (a,b) i neka xo € (a,b).

Tada u tacki xg € (a,b) postoje konacne jednostrane grani¢ne vrednosti lim Of(:v)
T—To—

i lim f(x). Pritom, ako je f rastuéa funkcija vaze nejednakosti
rz—x0+0

lim f(z) < f(zo) < lim f(x), (2.46)

z—x0—0 r—x0+0

a ako je f opadajuca funkcija vaze nejednakosti

lim  f(x)> fzo) > lim_ f(). (2.47)

z—x0—0 z—x0+0

2.5 Neprekidnost funkcija

Definicija 2.67. Za funkciju f definisanu u nekoj okolini U(zg) tacke xg € R
kaZemo da je neprekidna u tacki xq ako je

lim f(z) = f(=zo). (2.48)

T—T0

Uslov (2.48) je ekvivalentan uslovu

lim (f(z) = f(z0)) = 0.

r—x9—0

Razlika x — x( se zove prirastaj argumenta i oznacava sa Az, a razlika f(z) — f(xo)
priraStaj funkcije koji odgovara priraStaju argumenta Az, i oznacava se sa Ay.
Prema tome

Ax =z —x0, v =20 + Az, Ay = f(xo+ Az) — f(x0)
i uslov (2.48) je ekvivalentan uslovu

lim Ay =0.
VA
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Definicija 2.68. Ako je funkcija f neprekidna u svakoj tacki skupa S, onda kaZemo
da je f neprekidna na S.

Primer 2.69. Funkcija f(x) = ¢, ¢ € R, je neprekidna na R.
Zaista, za svako zg € R, lim f(z) =c= f(zo). ®
T—T0

Primer 2.70. Pokazimo da je funkcija f(z) = 2", n € N, neprekidna na R.
Neka je zp € R. Iz

Ay = f(zo+ Az) — f(xo) = (w0 + Az)" — zf =
= nmg_lAac + n(n;l)xg_Q(AxV + -+ (Ax)”

sledi
lim Ay =0.
i

Prema tome, funkcija f je neprekidna za svako xg € R. e

Primer 2.71. Da li je funkcija f(x) = |sgn x| neprekidna u 07
Kako je

lim f(z) = lim [sgnz| =1
z—0 z—0

i £(0) = |sgn0] = 0, sledi liH[l) f(z) # f(0) i funkcija f nije neprekidna u 0. e
z—

Primer 2.72. Da li je funkcija

neprekidna u 07

1
Slicno kao u Primeru 2.27 mozemo pokazati da je lir% rsin— = 0. Stoga je
T— x

1ir% f(x) = f(0) i funkcija f je neprekidna u 0. e
T—>
Definicija 2.73. Neka je funkcija f definisana na intervalu (a,xo]. Ako je

lim f(x) = f(zo),

r—xo—0

onda kaZemo da je funkcija f neprekidna sleva u tacki xg.
Ako je funkcija f definisana na intervalu [zg,b) i ako je

lim f(z) = f(xo),

rz—x0+0

onda kazemo da je funkcija f neprekidna zdesna u tacki xg.
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Primer 2.74. Za dato x € R najvedi ceo broj koji je manji ili jednak od x oznacava
se sa [z]. Neka je f(z) = [z], x € R. Neka je g ceo broj. Tada je

x—1>1zrgl+0f(x> - x—1>1zr(r)l+()[x] =To = [.’L'()] = f(l'()),

§to znaci da je f neprekidna zdesna u xg. Medutim f nije neprekidna sleva u tacki
xq jer:
lim f(z)= lim [z]=x9—1# xo=[zo] = f(x0). ®
x—x0—0 x—x0—0

Teorema 2.75. Ako su funkcije f i g neprekidne u tacki xg € R, tada su i funkcije
f£g, fg neprekidne u xo, a ako je g(xo) # 0, onda i funkcija f neprekidna u xg.
g

Dokaz. Tvrdenje sledi na osnovu definicije neprekidnosti i Teoreme 2.28. Pokazaéemo
recimo da je funkcija i neprekidna u xg.
Kako je lim f(x) = f(xo) 1 lim g(x) = g(xo) # 0, na osnovu Teoreme 2.28
T—T0 T—T0
sledi i
o T@) e T )

w0 g(z) - lim g(z)  g(zo)

9

te je funkcija i neprekidna u zg. W
g

Slede¢a teorema govori o tome da limes i neprekidna funkcija mogu da zamene
mesta.

Teorema 2.76. Neka funkcija g u tacki xg ima graniénu vrednost yg € R i neka je
funkcija f neprekidna u tacki yo. Tada sloZena funcija x — f(g(x)) ima graniénu
vrednost u tacki xqg 1 vazi

lim f(g(z)) = f(yo) = f( lim g(x)).

T—x0 T—T0

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljno. Iz ¢injenice da je funkcija f neprekidna u tacki
Yo, tj. iz lim f(y) = f(yo) sledi da postoji €1 > 0 tako da za y € (yo — €1,%0 + €1)
Y—Yo

vazi |f(y) — f(yo)| < e. Kako je lgn g(x) = yo sledi da postoji § > 0 tako da za
T—>T(Q

svako = € (xg — d,x0 + 9)\{zo} vazi g(x) € (yo — €1,y0 + €1). Zato za svako x €
(xo — 0, + 9)\{zo} vazi | f(g(x)) — f(yo)| < €. Prema tome, zh—>n;0 flg(z)) = f(yo).
|

Teorema 2.77. Ako je funkcija g neprekidna u tacki xg € R i funkcija f neprekidna
u tacki g(xo), tada je slozena funcija x — f(g(x)) neprekidna u tacki xg.

Dokaz. 1z Teoreme 2.76 sledi
lim f(g(z)) = f(g(x0)),

T—T0

te je funkcija x — f(g(z)) neprekidna u xy. B
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2.6 Neke osobine funkcija neprekidnih na segmentu

Reéi ¢emo da da je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b] ako je
neprekidna u svakoj tacki intervala (a,b), u tacki a neprekidna zdesna, a u tacki b
neprekidna sleva. Sledeta teorema govori o tome da je svaka neprekidna funkcija na
segmentu ogranic¢ena i da na njemu dostize svoj supremum i infimum.

Teorema 2.78. (Weierstrass) Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na seg-
mentu [a,b]. Tada je ona ogranicena i postoje tacke xo, x{, € [a,b] takve da je

f(wo) = sup f(z)i f(zp) = inf f(z).
a<z<b asz<b
Dokaz. Neka je
M = sup f(z). (2.49)
a<z<b
Jasno, M € R. Pokazademo da je M < +oo i da postoji x9 € [a,b] tako da je
f(xog) = M. Neka je (an)n niz realnih brojeva takav da je

lim a, = M (2.50)
n—o0
i
an <M, n=1,2,...°. (2.51)

Iz (2.49) i (2.51) sledi da za svako n € N postoji x,, € [a,b] tako da je
ap < f(zn) <M, n=1,2,.... (2.52)

Kako je a <z, <b,n=1,2,..., sledi niz (z,), je ogranicen i na osnovu Bolcano-
Vajerstrasove teoreme ima konvergentan podniz (x,, )i. Neka je

lim z,, = xo. (2.53)

k—o0

Zbog a < x,, < b dobijamo a < zp < b, a na osnovu (2.52)
tn, < f(xn) <M, k=1,2,.... (2.54)

1z (2.50) sledi klim an, = M, §to zajedno sa (2.54) implicira
—00

lim f(zn,) = M. (2.55)
k—o0
Kako je f neprekidna na segmentu [a,b] i 9 € [a,b], f je neprekidna u xp i na
osnovu (2.53) sledi
lim f(zn,) = £(z0). (2.56)

k—o00

9Ako je M = +0c0, onda mozemo uzeti da je a, = n, a za slu¢aj da je M < +oo mozemo izabrati

an:M—lilian:M—iA
n 2n
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Iz (2.55) i (2.56) sledi f(zg) = M. Kako je f(zg) € R, sledi M < oo, tj. funkcija f
je ogranicena odozgo i dostize svoj supremum u tacki xg.

Analogno se dokazuje da je funkcija odozdo ograni¢ena na segmentu [a,b] i da
na njemu dostize svoj infimum. W

Primetimo da je pretpostavka da je funkcija definisana i neprekidna na zatvorenom
i ograni¢enom intervalu bitna. Na primer, funkcija f(z) = — je neprekidna na inter-
x
valu (0, 1], ali nije ograni¢ena na njemu. Funkcija f(x) = x je neprekidna na skupu
R = (—o0,+00), ali nije ograni¢ena na njemu. Funkcija f(x) = x je neprekidna i
ogranic¢ena na intervalu (0, 1), ali ne dostize ni svoj supremum, ni svoj infimum na
ovom intervalu ( sup f(z) =1, inf f(z)=0).
xe(0,1) €(0,1)
Teorema 2.79. (Bolzano-Cauchy) Neka je funkcija f neprekidna na segmentu |a, b].

Tada za svaki broj C koji se nalazi izmadu brojeva f(a) i f(b) postoji bar jedna tacka
¢ € (a,b) takva da je f(€) =C.

Dokaz. Neka je f(a) < C < f(b). Podelimo segment [a,b] tackom zp na dva
segmenta jednake duzine. Tada je ili f(zg) = C, pa je trazena tacka & = xy, ili je
f(zo) # C, 1 tada na levom kraju jednog od ta dva segmenta funkcija ima manju
vrednost od C, a na desnom veéu od C'. Oznacimo taj segment sa [a1, b1 i podelimo
ga na dva segmenta jednaka po duzini i td. Tim postupkom ¢emo ili nakon kona¢no
mnogo koraka doéi do tacke £ takve da je f(§) = C ili éemo dobiti niz umetnutih
odsecaka [ap, by], ¢ija duzina tezi 0 i takav da je

flan) < C < f(bn). (2.57)

Na osnovu Kantorovog principa o umetnutim segmentima postoji jedinstvena tacka
¢ koja pripada svim segmentima [a,, b,], n = 1,2,.... Kako je

¢ = lim a, = lim b,,
n—oo n—0o0

zbog neprekidnosti funkcije f imamo

£6) = lim f(an) = lm f(ba). (2.58)
Iz (2.57) sledi
Jim f(ap) <C < lim f(by). (2.59)

Iz (2.58) i (2.59) sledi f(¢) =C. W

Slede¢a posledica nam govori o tome da neprekidna funkcija na nekom segmentu,
koja ima vrednosti razli¢itog znaka na krajevima segmenta, mora imati barem jednu
nulu unutar tog segmenta.

Posledica 2.80. Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] i na krajevima
segmenta ima vrednosti razlic¢itog znaka. Tada u intervalu (a,b) postoji bar jedna
tacka & takva da je f(§) = 0.
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Dokaz. Kako su brojevi f(a) i f(b) razlicitog znaka, broj C' = 0 se nalazi izmedu
f(a) i f(b). S obzirom da je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b], na osnovu
Teoreme 2.79 sledi da postoji & € (a,b) tako da je f(§) =0. B

Posledica 2.81. Neka je f neprekidna funkcija na segmentu [a,b], i neka je m =
inf f(x)iM = sup f(z). Tada je f([a,b]) = [m, M].

a<z<b a<z<b

Dokaz. Za svako x € [a,b] vazi m = inf f(z) < f(z) < sup f(z) = M, tj.
a<z<b a<z<b

f(z) € [m, M]. Prema tome, f([a,b]) C [m, M].

Dokazimo obrnutu inkluziju. Na osnovu Weierstrassove teoreme postoje tacke
a, B € la,b], takve da je f(a) = m i f(B) = M. Neka je, recimo, a < i
posmatrajmo segment [«, 5] (ako je f < « posmatra¢emo segment [3,a]). Bududi
da je [a, 8] C la,b], sledi da je funkcija f neprekidna na segmentu [a, 5]. Neka
je y € (m, M) proizvoljno. To znaci da je y izmedu f(a) i f(B), pa iz Bolzano-
Cauchyeve teoreme primenjene na segmet [, §] sledi da postoji = € («, §) takav da
je f(x) =y, i stoga y € f((a, ). Sledi m, M] < f([a 8]) C f([a,b]).

2.7 Neprekidnost inverzne funkcije

Sledece tvrdenje govori o tome da strogo monotona funkcija skupa X na skup Y
ima inverznu funkciju.

Tvrdenje 2.82. Neka je f: X — Y strogo monotona funkcija na skupu X i neka
je f(X) =Y. Tada postoji inverzna funkcija f~':Y — X i ona je takode strogo
monotona, i to strogo rastuca (strogo opadajuca) ako je f strogo rastucéa (opadajuca).

Dokaz. Neka je f : X — Y strogo rastuca funkcija. Pokazimo da je f injekcija.
Neka su x1,79 € X i x1 # x9. Tada je ili 1 < z9 ili 29 < z1. Odavde, buduéi
da je f strogo rastuca funkcija, sledi ili je f(z1) < f(z2) ili f(z2) < f(x1). Dakle,
f(x1) # f(x2). Prema tome, f je injekcija, a kako je po pretpostaveci f surjekcija
(f(X) = Y), zakljuéujemo da je f bijekcija. Sledi f ima inverznu funkciju f=! :
Y - X.

Pokazimo da je f~! strogo rastuéa funkcija. Neka su y1,y2 € Y takvi da je

y1 < y2, (2.60)

i neka je z1 = f~'(y1) i w2 = f~!(y2). Moguéa su tri slucaja: ili je 1 = x, ili
x1 > 22 ili 1 < xo. Ako je x1 = w9, onda bismo zbog jednoznac¢nosti funkcije f
imali f(z1) = f(z2), tj. y1 = Y2, $to je u suprotnosti sa (2.60). Ako bi bilo z1 > z2,
onda bi, s obzirom da je f strogo rastucéa, vazilo f(x1) > f(z2), tj. y1 > yo, $to je
takode u suprotnosti sa (2.60). Prema tome, 1 < z2, tj. f~'(y1) < [~ (y2), te je
f~! strogo rastuca funkcija. W

Teorema 2.83. Neka je funkcija f : [a,b] — R strogo rastuca (strogo opadajuca)
i neprekidna. Tada je f(la,b]) = [f(a), f()] (f([a,b]) = [f(b), f(a)]) @ inverzna

funkcija f=1 je definisana, strogo rastuéa (strogo opadajuca) i neprekidna na seg-

mentu [f(a), f(b)] (1f(b), f(a)])-
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Teorema 2.84. Neka je funkcija f strogo rastuca (strogo opadajuca) i neprekidna
na intervalu (a,b) (konacnom ili beskonacnom,).
Ako je a konacan broj, neka je

p— 1'
o= lim f@)
a ako je a = —oo, neka je ¢ = lim f(x).
T—r—00

Ako je b konacan broj, neka je

— 1
d nggof(w),

a ako je b = +oo, neka je d = lim f(x).
T—>+00

Tada je inverzna funkcija f~1' definisana, strogo rastuca (strogo opadajuca) i
neprekidna na (konacnom ili beskonaénom) intervalu (c,d) ((d,c)).

Teorema 2.85. Neka je funkcija f strogo rastuca (strogo ol)adajuc/a) 1 neprekidna
na intervalu [a,b) (konacnom ili beskonacnom), a € R, b € R.
Neka je ¢ = f(a). Ako je b konacan broj, neka je

d= 1
i, 7@,

a ako je b = +o0, neka je d= lim f(x).
T—-+00

Tada je inverzna funkcija f~1 definisana, strogo rastuéa (strogo opadajuca) i
neprekidna na (konacnom ili beskonaénom) intervalu [c,d) ((d,c]).

Teorema 2.86. Neka je funkcija f strogo rastuca (strogo opadajuca) i neprekidna
na intervalu (a,b] (konacnom ili beskonacnom), a € R, b € R.
Neka je d = f(b). Ako je a konacan broj, neka je

= I
¢ wﬁlg}ro f($)’
a ako je a = —oo, neka je c = lim f(z).
T—r—00

Tada je inverzna funkcija f~' definisana, strogo rastuca (strogo opadajuca) i
neprekidna na (konacnom ili beskonaénom) intervalu (c,d] ([d,c)).

2.8 Neprekidnost elementarnih funkcija

Definigimo najpre osnovne elementarne funkcije.

Definicija 2.87. Konstantne, stepene, eksponencijalne, logaritamske, trigonometri-
jske i inverzne trigonometrijske funkcije su osnovne elementarne funkcije.

Definisimo sada pojam elementarne funkcije.
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Definicija 2.88. 1. Osnovne elementarne funcije su elementarne funkcije.
2. Ako su f i g elementarne funkcije, onda su i f+ g, f — g, fg, i igof
g

elementarne funkcije (pod uslovom da su definisane).
3. Sve elementarne funkcije se dobijaju primenom pravila 1. i 2. konaéno mnogo
puta.

Na primer funkcija |z| = V22 je elementarna i takode funkcija

In(arccos(vVa? + z + 1)) .

v earctg(z241)

Tvrdenje 2.89. Funkcija y = /x, n € N, neprekidna je u svakoj tacki svog dom-
ena.

Dokaz. Primetimo da za svako n € N vazi implikacija:
0<z <z =0<2] <uzy. (2.61)

Neka je n neparan broj. Funkcija f(x) = 2™ je strogo rastué¢a na skupu (—oo, +00).
Zaista, ako je 0 < x1 < w2, onda je 0 < z] < z§ ((2.61)), tj. f(0) < f(z1) < f(z2).
Ako je 1 < x9 < 0 onda je 0 < —x9 < —x1, pa je na osnovu (2.61) 0 < (—z2)" <
(—x1)". Kako je n neparan broj, to je (—x1)" = —af i (—z2)"” = —a4, i prema tome,
0 < —zf < —zf. Odavde sledi 2} < 2§ <0, tj. f(x1) < f(z2) < f(0). Za slucaj da
jex1 <0 <z, vazi —x1 > 0, paje (—z1)" > 0, tj. —zf > 0. Stoga je f(x1) = 2] <
0 < 2% = f(z2). Na osnovu Primera 2.70 funkcija f je neprekidna na na skupu

(—00,+00). Kako je na osnovu Posledice 2.34 lim 2" = —ocoi lim 2" = +o0, iz
T——00 T—>+00

Teoreme 2.84 sledi da je inverzna funkcija f~1(z) = {/z definisana, strogo rastuéa
i neprekidna na skupu (—o0, +00).

Pretpostavimo sada da je n paran broj. Funkcija g(z) = z™ strogo rastuéa i
neprekidna na intervalu [0, 4+00) (na osnovu Primera 2.70). Bududi da je g(0) =0
i xll)rfoog(m) = +o00, iz Teoreme 2.85 sledi da je inverzna funkcija ¢~ '(z) = ¥z

definisana, strogo rastuca i neprekidna na intervalu [0, +00). B

Tvrdenje 2.90. Neka su q e N, p e Z, p # 0, i p i q uzajamno prosti. Funkcija
D
f(x) =x9 = V/zP je neprekidna u svakoj tacki svog domena.

Dokaz. Neka je h(z) = aP i g(x) = Yx. Sa Dy (respektivno, D,, Dj) oznacavamo
domen funkcije f (respektivno, g, h).

Neka je g neparan brojip > 0. Tada je D, =Rivazi f =gohi Dy = D, =R.

Ako je g neparan broj i p < 0, onda je D, = R\ {0}, a s obzirom da je Dy, =R
sledi Df = Dh == R\ {0}

Ako je g paran broj i p > 0 neparan broj, tada je Dy = [0,400) i h([0,+00)) C
[0, 4+00), dok je h((—00,0)) C (—00,0) (p je neparan broj), pa je za funkciju f = goh
domen D = [0, +00).
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Neka je ¢ paran broj i p < 0 neparan broj. Tada je D, = [0,4+00) i D), =
(—00,0) U (0,400). Kako je h((0,400)) C (0,400) i h((—00,0)) C (—00,0) (p je
neparan broj), sledi da je domen funkcije f = g o h interval (0, +00).

U sva cetiri slucaja funkcija f je neprekidna u svakoj tacki svog domena na
osnovu Tvrdenja 2.89, Primera 2.70 i Tvrdenja 2.77. B

Teorema 2.91. FEksponencijalna funkcija y = a®, a > 0, je neprekidna na skupu
R.

Dokaz. Ako je a =1 onda je y = 1* = 1 za svako = € R i ovo je neprekidna funkcija
na R.
Neka je sada a # 1. Dokazimo da je

Jim at =1. (2.62)
T—

1
Neka je najpre a > 1 i neka je € > 0. Kako je lim {/a = 1i lim {/- = 1, tj.
n—00 a

n—oo

1 1
lim a» = lim a™ » to postoji ng € N tako da je
n—oo n—oo

1 1

l—e<a " <l+eil—e<am™ <l+e (2.63)

1 1 1

Neka je § = —. Tada, ako je |Az| < §, onda je —— < Az < — i iz Cinjenice da
n ng ng

je y = a” rastuca funkcija sledi

1
a " <ah® < amno. (2.64)

Iz (2.63) i (2.64) sledi
l—e<a®® <1+e.

1
Prema tome, (2.62) vazi za a > 1. Neka jesada 0 < a < 1. Tada je b= — > 11 vazi
a

lim b2 = 1, te je na osnovu Tvrdenja 2.28 ((2.20))
Az—0

1 1 1
lim a® = lim —— = — =~ —1.
Arso? Ars0 0BT — lim pAT 1
Ax—0

Prema tome, (2.62) vaziiza 0 <a < 1.
Iz (2.62) sledi

lim Ay = lim (a“'Ax — a‘”) = lim a” (aAI — 1) =0,
Ax—0 Az—0 Az—0

§to znaci da je funkcija y = a® neprekidna za svako r € R. W

Posledica 2.92. Funkcija y =log, x, a > 0, a # 1 je neprekidna funkcija na skupu
(0, +00).
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Dokaz. Za a > 1 (0 < a < 1) funkcija y = a” je strogo rastuc¢a (opadajuéa) na
intervalu (—oo, +00). Kako je za a > 1

lim ¢*=0 1 lim " = 400,
T—>—00 T—+00

dok za 0 < a < 1 vazi

lim ¢* =400 1 lim o =0,
T——00 T—+00

na osnovu Teoreme 2.84 i Teoreme 2.91 sledi da je inverzna funkcija y = log, x
neprekidna na intervalu (0, +o0). B

Posledica 2.93. Funkcija y = x® je neprekidna funkcija na skupu (0, 400).

Dokaz. Kako je y = z® = e*™7_ tyrdenje sledi iz Teoreme 2.91, Posledice 2.92 i
Teoreme 2.77. B

Teorema 2.94. Funkcije y = sinx ¢ y = cosx su neprekidne na skupu R.
Dokaz. Sledi iz (2.26) i (2.27). B

Posledica 2.95. Funkcije y = tgx 1+ y = ctgr su neprekidne u svakoj tacki svog
domena.
sinz |

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.94 i Teoreme 2.75 funkcija y = tgax = je
cos T

neprekidna u skakoj tacki € R za koju je cosx # 0. Analogno i y = ctgr = c.os:c

sinx

je neprekidna funkcija u svakoj tacki x € R za koju je sinz # 0. B
. . ™ T

Neka je funkcija fi : {—5,5
reCima fi je restrikcija funkcije sin na segment [—g, g} . S obzirom da je fi strogo

} — [—1,1] definisana sa fi(x) = sinz, drugim

rastuca i neprekidna funkcija na segmentu [—g, g] ifi (—g) =—1ify (g) =1,

na osnovu Teoreme 2.83 sledi f; ([—g, g]) = [-1,1] i postoji inverzna funkcija
funkcije fi, ffl =11 — [—g, g} koja je takode strogo rastuca i neprekidna na

segmentu [—1,1], i ovu funkciju oznacavamo sa arcsin: f; *(z) = arcsin z.

Funkcija fa : [0,7] — [—1, 1] definisana sa fi(x) = cosz (f2 je restrikcija funkcije
cos na segment [0, 7]) je strogo opadajuéa i neprekidna, fo(0) =1, fao(w) = —1, pa
na osnovu Teoreme 2.83 sledi f2([0,7]) = [—1,1] i postoji inverzna funkcija ove
funkcije, f5 * : [~1,1] — [0, 7], nju oznacavamo sa arccos, f, '(x) = arccosz, i ova
funkcija je strogo opadajuéa i neprekidna na segmentu [—1,1].

Funkcija f3 : (—g, g) — R definisana sa f3(x) = tgz (f3 je restrikcija funkcije
tg na interval (—g, g)) je strogo rastuca i neprekidna i buduéi da je

. . sinz -1
lim tgx = lim =|— | =—00,

z——Z+0 z—5—2+40 COST +0

. . sinz 1
lim tgxr = lim =|— | =+o0,
z—>Z-0 z—Z-0COST +0
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iz Teoreme 2.84 sledi f3 ((—g, g

rastuca i neprekidna na R. Ovu funkciju oznacavamo je sa arctg. Prema tome,
-1 .op—1 T T
f5 (x) =arctgz i fy :R— (—5, 5)
Funkcija fy : (0,7) — R definisana sa f3(x) = ctgz (f4 je restrikcija funkcije ctg
na interval (0, 7)) je strogo opadajuca i neprekidna i s obzirom da je

)) = R, inverzna funkcija f5 ! je definisana, strogo

. . CcCoS T 1
lim ctgr = lim — =|— ) =+o0,
z—40 xz—40 sinx +0
. ) COS T —1
lim ctge = lim — =|— | =—o0,
z—7—0 z—7—0 sin x +0

na osnovu Teoreme 2.84 zakljucujemo da je f4 ((0,7)) = R i inverzna funkcija f,° !
je definisana, strogo opadajuca je i neprekidna na R. Ovu funkciju oznacavamo sa
arcctg. Prema tome, f4_1(a:) = arcctgx i f4_1 R — (0,m).

Tako smo dokazali slede¢u posledicu:

Posledica 2.96. Inverzne trigonometrijske funkcije y = arcsinx, y = arccosz,
y = arctgx ¢ y = arcctgx su neprekidne u svakoj tacki svog domena.

Teorema 2.97. Svaka elementarna funkcija je neprekidna v svakoj tacki svog dom-
ena.

Dokaz. Dokazali smo da je svaka osnovna elementarna funkcija neprekidna u svakoj
tacki svog domena. Sada iz Definicije 2.88 i Teorema 2.75 i 2.77 sledi tvrdenje
teoreme. W

Primetimo da funkcija y = sgn = nije elementarna, bez obzira na njen relativno
jednostavan analiticki izraz, jer nije neprekidna u 0.

Definicija 2.98. Za skup X C R kazemo da je simetri¢an u odnosu na 0 ili samo
simetrican ako iz x € X sledi —x € X. Za funkciju f : X — R, gde je X C R
simetrican skup, kazemo da je parna ako je

f(=x) = f(z) zasve z € X,

a neparna ako je
f(—x) = —f(z) za sve x € X.

Napomena 2.99. Ako je neparna funkcija f : X — Y bijekcija (X je simetrican
skup), onda ona ima inverznu funkciju f~! : Y — X koja je takode neparna. Zaista,
za proizvoljno y € Y postoji € X tako da je f(z) = y. Stoga je —y = —f(z) =
f(=x) €Y, pajeY takode simetrican skup i

FHy) = f@) = () = —o = = H(y),

Sto znaci da je f~! neparna.
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T

Funkcija arcsin je inverzna funkcija restrikcije funkcije sin na segment {—5, 5}
(ovo je simetrican skup), i kako je ova restrikcija funkcije sin neparna funkcija, to
je arcsin neparna i zato je arcsin(—z) = —arcsinz za svako z € [—1,1]. Takode

T
funkcija arctg je inverzna funkcija restrikcije funkcije tg na interval (—5, 5) (koji

je simetrican), i s obzirom da je ova restrikcija funkcije tg neparna funkcija, to je i
arctg neparna funcija, pa je arctg(—x) = —arctgx za sve z € R. O

Primer 2.100. Dokazimo da je
1 142z
li 0g,( )

lim . =log, e = na (2.65)
Zbog neprekidnosti funkcije y = log, x, iz (2.40) sledi
. 1Oga(1 +JJ) _ 1 l — 1 l —
il_r% f - il_r%loga (1 + 1’) - loga (algl_rf(l) (1 + (13) ) - loga €.
1z (2.65) sledi
In(1
lim In(1+ ) =log.e=1.e (2.66)
z—0 x
Primer 2.101. Ako je lim u(z) =a > 01 lim v(z) =b € R onda je
T—T0 T—TQ
lim u(z)"®@ = a’.
Tr—T0

Zaista, iz neprekidnosti logaritamske funkcije sledi lim Inu(xz) = Ina. Sada zbog
Tr—xQ

neprekidnosti ekponencijalne funkcije zaklju¢ujemo

lim u(z)"® = lim D 2 i @) (o) 2 et
T—T0 Tr—xTQ T—T0
li lim 1
— ezig:lo v(@) zgrzlo nu(x) — eblna — elnab _ ab. °
Primer 2.102. Pokazimo da je
r—1
lim S (2.67)
r—r x

Uvedimo smenu a* — 1 = t. Tada je z = log,(1 +t) i + — 0 ako i samo ako
t — 01it# 0 ako isamo ako je z # 0. Sada na osnovu Teoreme 2.51 i Napomene
x

2.56 sledi da grani¢na vrednost lim postoji ako i samo ako postoji grani¢na

z—0
t xX
vrednost lim ———— i da vazi jednakost lim a4 = lim ———— . Stoga iz
t—0log, (1 + t) =0 T t—0log, (1 +t)
(2.65) sledi
! a® —1 . t ! 1 1 1 |
im =lim ——— = lim = = = Ina.
=0 @ t-0 log, (1 +1t)  t=0 log,(1+1) lim log,(1+¢t) 1
t t—0 t Ina
Prema tome,
et -1
lim =lne=1.9 (2.68)
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Primer 2.103. Dokaza¢emo da je

1 *—1
im LFD° =L L eRr (2.69)
z—0 x
Ako je a = 0, onda (2.69) ocigledno vazi.
Pretpostavimo da je a # 0.
Primetimo da je
i (1 + 'r)a -1 i eIn(l+z) _ 1
im-———— = lim———
z—0 T z—0 T
r exln(l+z) _q aln(l+ )
— 11m . =
-0 x aln(l + ) (2.70)
Y exln(l+z) _q aln(l+ )
Il S In(1+ z) T

Smenom ¢t = aln(l+z) (r -0 =1t — 0, x # 0 = ¢ # 0), na osnovu Teoreme
2.51 iz (2.68) dobijamo

aln(l+z) _ g t_1q
im S~ = lim S =1, (2.71)
=0 aln(l+z) =0 ¢
dok iz (2.66) sledi
lim A0+ (2.72)
z—0 x
Iz (2.70), (2.71) i (2.72) sledi
1 a_q aln(l4+z) _ 1 In(1
lim%:lim6 liman( +3J):Oz
=0 x e—=0 aln(l+z) 2-0 x

Primer 2.104. Pokazaé¢emo da je

. arcsinz
lim =1
x—0 X

Uvodenjem smene t = arcsin x (funkcija ¢ = arcsin z je neprekidna u 0 i funkcija z =

sint je neprekidna u 0, te: © — 0 <=t — 01ipritom je z # 0 <=t # 0), na osnovu
arcsin

Teoreme 2.51 i Napomene 2.56 sledi da grani¢na vrednost liH[l) postoji ako
Tr—r
t arcsin
i samo ako postoji grani¢na vrednost lim —— i da vazi jednakost lim =
t—0 sint z—0 T

t
lim —. Sada iz (2.28) sledi
t—0 sint

arcsin x . t . 1 1
lim = lim — = lim — = : =
z—0 t—0sint  t—0 sint . sint
—_— lim ——
t t—0 t

l. e
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Primer 2.105. Pokazimo da je

. arctgzx
lim

x—0 X

=1.

Zaista, smenom arctgx =t (z = tgt, x - 0 <=1t = 0, x # 0 <=t # 0), na
osnovu Teoreme 2.51, Napomene 2.56 i Primera 2.46, dobijamo
arctgx } t : 1 1

lim =llm—=Im—F=——-=1.9
z—0 x t—0tgt t

2.9 Asimptotske oznake o i ~

Ako ispitujemo ponaSanje neke funkcije u okolini 4+oco ili —oo, ili u okolini neke
konaéne tacke u kojoj funkcija nije definisana, i uporedujemo ga sa ponasSanjem neke
druge, jednostavnije ili ve¢ proucene funkcije, onda kazemo da ispitujemo asimptot-
sko ponasanje date funkcije u okolini te tacke.

Definicija 2.106. Ako postoji okolina tacke xg € R, U(zg), tako da je

f(z) = e(x)g(x) za svako z € [of(xo),

gde je € beskonacno mala funkcija kad * — xzg, tada kazemo da je funkcija f
beskonacno mala u odnosu na g kad r — xg i piSemo

f=o(g9) kad = — x9 (2.73)

(¢itamo: ” f je malo o od g kad = tezi ka x¢”).

Osim toga, ako su funkcije f i g joS i beskona¢no male funkcije kad =z — x,
onda kazemo da je f beskona¢no mala viSeg reda u odnosu na g kad =z — z¢ ili "da
f brze tezi nuli nego funkcija g kad © — z¢”.

Primetimo da sada uslov da je f beskona¢no mala funkcija kad x — x¢ mozemo
zapisati na slededi nacin:
f=o0(1) kad = — xg.

Ako je g(x) # 0 za x € U(xp), onda je uslov (2.73) ekvivalentan uslovu

im L&) g (2.74)

v=wo g(x)

Prema tome, ako je g(z) # 0 za x € U(xg), onda je

lim @ =0.

T—T0 g
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Primer 2.107. Primetimo da je 22 = o(z) kad ¢ — 0, jer 22 = z -z i lin%x =0, tj.
T—

2
lim 2 = 0. Takode jeixz®=o(z) kad x — 0, jer 23 = 22 -z i lim 22 = 0, odnosno
z—0 J% z—0
lim 2 = 0. Zakljucéujemo da je i ™ = o(x), v — 0 za n > 2.
z—0 T

Primetimo da o(z) kad  — 0, ne oznacava samo jednu funkciju, veé¢ sve funkcije
koje su beskona¢no male viSeg reda u odnosu na x kad x — 0 i zbog toga bi
mozda bilo pravilnije pisati 22 € o(z), z — 0; 2% € o(z), = — 0;... . Medutim,
usvojeno je da se umesto znaka € piSe znak jednakosti i navedena nekorektnost
u pisanju omogucuje jednostavnu primenu, a ne dovodi do zabune ako naglasimo
da se jednakosti u kojima se javlja malo o ¢itaju samo sleva u desno; na primer,
23 =o(z),  — 0, dok o(x) = 2%,  — 0, nema smisla.

Primetimo jo§ da nije 2° = o(x) kad z — 1, jer 3 = 22 - x ali 22 ne tezi nuli kad
x — 1. Ovaj primer ukazuje na to da je navodenje tacke ka kojoj tezi promenljiva
x nerazdvojni deo ove oznake.

1
Dalje je z = o(2z?) kad z — 400, a takode i kad * — —o0, jer x = —2% i
x

1
lim — =0.
r—+oo I
1 11, 1 1 1
Kakot]eﬁ—ﬁ-la1xll)rj1[100x2—0,to‘]ex4—o<x2>kadac—>:|:oo.

Primetimo da ako je f = o(g) kad = — =g, to znaé¢i da (naravno pod uslovom
da je g(x) # 0 za svako x iz neke probodene okoline tacke xg) koliénik funkcija f i
g tezi nuli kad = — z¢, dok nemamo nikakvu informaciju o ponasanju funkcija f i
g pojedinacno kad r — xg. Moze da se desi da funkcije f ili g i nemaju grani¢nu

vrednost kad x — xg. Recimo ako je f(z) = xsin— i g(x) = sin—, = # 0, tada je
f(x) =xg(x) i limx =0, te je f = o0(g) kad x — 0, lim f(x) = 0, dok lim g(z) ne
z—0 z—0 z—0

2sinz, nije tesko proveriti da ne postoji

postoji. Ako je f(x) = xsinz, a g(x) = x
xgrfoo f(z), a takode ni xgrfoog(x), dok iz f(z) = . g(x) i xgrfoog = 0 sledi

f=o0(g9) kad © — 4o0.

In(1 In(1
Buduéi da je lim m+2) _y gedi lim (M . 1> - 0, tj.
z—0 x z—0 x
In(1 —
lim n(l+2) -2 =0,teje In(l+2x)—2z=o0(x), x — 0, odnosno
z—0 X
In(l+2z)=xz+o(z), x—0. (2.75)
-1 T—1—-=xl
Takode, iz lim a4 = Ina imamo lim g imrme 0,1izato jea” —1—
z—0 x z—0 x
zlna = o(x), x — 0, tj.
a®*=1+zlna+o(x), v — 0. (2.76)

si si si —
Analogno, iz lim BT _ 1 sledi lim < mr_ 1> =0, tj. lim SETE o,
z—0 X z—0 xT z—0 T
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Sledi sinx — z = o(z), * — 0, tj.
sinz =z +o(x), £ —=0. e (2.77)
U sledecoj teoremi izlazemo neke osobine ove oznake.

Tvrdenje 2.108. Neka su funkcije f i g definisane u nekoj probodenoj okolini tacke
zo. Tada:

i) o(cg) = o(g), = — zo, gde je ¢ € R konstanta.
ii) Ako je c € R, ¢ # 0, onda je o(g) = o(cg), x — xo.

(

(

(i) f-o(g) =o(fg), = — 0.

(iv) co(g) = o(g), = — g, gde je c € R konstanta.
(

o(g)

v) Ako je f(x) # 0 za svako x iz neke probodene okoline tacke xg, onda je —>= =

f

o<?>, T — xg.

(vi) o(g) + o(g) = o(g), = — xo.

(vii) o(o(g)) = o(g), = — zo.

(vili) o(g + o(g)) = o(g), 2 — xo.

(ix) Zan €N, (0o(g))" = o(9"), = — xo.

(x) Zan €N, (g+0(g))" = g™+ 0(g9"), = — xo.
(

xi) Ako je f = g+o(g), = — xy, onda postoji probodena okolina U(x) tako da je

za svako x € U(xo), sgn(f(z)) = sgn(g(x)).
(xii) Ako je o beskonacno mala funkcija kad x — xq, onda je o(a + a?) = o(a) kad
T — XQ.

Vazi i opstije turdenje: Ako je « beskonaéno mala funkcija kad v — xq i
ni,ne,...,ng € N takvi da je ng < ng < --- < ng, onda je o(a™ 4+ a2 +...a") =
o(a™) kad x — xg.

Dokaz. (i) Buduéi da jednakosti u kojima ucestvuje malo o treba ¢itati sleva u
desno, da bi dokazali da je o(cg) = o(g), x — x, treba da dokazemo da ako je neka
funkcija A beskonac¢no mala u odnosu na cg kad * — zg, da je onda h beskonacno
mala u odnosu na g kad = — zo. Iz h = o(cg), © — x9, sledi da postoji probodena
okolina tacke xg u kojoj vazi jednakost

h(z) = e(x)(cg(z)) = (ce(x))g(x),

gde je € beskona¢no mala kad x — zg. Kako je onda i ce beskona¢no mala kad
x — xp, zakljutujemo da je h = o(g), x — xo.

(ii) Treba dokazati da ako je neka funkcija h beskona¢no mala u odnosu na g kad
T — xg, da je onda h beskona¢no mala u odnosu na cg kad x — x¢ gde je ¢ € R,
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c#0. Iz h = o(g), x — =0, sledi da postoji probodena okolina U(xzg) tatke zp u
kojoj vazi jednakost

h(z) = e(x)g(),
gde je € beskonacno mala kad x — x.

Tada za z € U (zo) vazi
be) = (Gela) ) ol

1
Kako je onda i —e beskona¢no mala kad = — xg, zakljucujemo da je h = o(cg),
c
T — Xg.

(iii) Treba dokazati da iz uslova da je funkcija h beskona¢no mala u odnosu na g
kad z — xg, sledi da je proizvod fh beskona¢no mala u odnosu na fg kad z — xg.

Iz h = o(g), * — x¢ sledi da postoji probodena okolina tacke x, lO](:EO), tako da za
svako x € [(}(370) vazi h(z) = e(x)g(z), gde je € beskona¢no mala kad = — xy. Tada
je f(x)h(z) =e(z)(f(x)g9(x)) za x € ﬁ(:co), i zato je fh = o(fg) kad x — xo.

(iv) Sledi iz (i) i (iii).

(v) Na osnovu (iii) imamo

O(ch):}.o(g)zo(}.g):o<fc>, r — Tp.

(vi) Ako su h; i hy dve beskona¢no male u odnosu na g kad x — xp, dokazimo
da je takav i njihov zbir. Iz hy = o(g) 1 he = 0( ) kad x — 1z sledi da postoji

probodena okolina U(zg) tako da za svako z € U(mo) vazi hi(z) = e(z)g(x) i
ho(z) = ea(x)g(x), gde su €1 i €2 beskonaéno male kad © — z¢. Kako je zbir dve
beskonacno male kad x — o opet beskona¢no mala kad  — o (Tvrdenje 2.37), i
kako je

o

hi(z) + he(z) = (e1(z) + €2(2))g(x), = € U(zo),
zaklju¢ujemo da je hy + ho = 0o(g), * — xo.

(vii) Pretpostavimo da je h = o(o(g)) kad x — xg. To znaci da je h = o(h1), z — xg
za neku funkciju h; takvu da je hy = o(g), * — x¢. Dakle postoji probodena okolina

tacke xo, U(zo), tako da je za © € U(zg), h(z) = a(z)hi(z) i hi(z) = B(z)g(x),
gde su a i B dve beskona¢no male funkcije kad x — xg9. Na osnovu Tvrdenja 2.37
sledi da je af beskona¢no mala kad x — xq, i zato iz

o

h(z) = (a(z)B(x))g(x), z € U(zo),
zaklju¢ujemo da je h = o(g) kad x — xo.
(viii) Neka je h = o(g + o(g)), x — xo. To znadi da postoji funkcija hy takva da
je h1 = o(g), * = x09, 1 h = o(g + h1), © — z¢. Sledi postoji okolina U(zg) tako
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da za svako x € U(xzg) vazi h(x) = e1(z)(g9(x) + e2(x)g(x)) = e1(x)(1 + e2(x))g(x),
gde su €1 i €3 beskonatno male kad z — zg. Kako je lgn e1(z)(1 + ea(z)) =
T—T0

xli_gclo er(x)(1+ xllgclo ea(x)) =0(1+0) =0, sledi da je h = o(g) kad = — .

(ix) Neka je n € N, i neka je h = o(g) kad  — x¢. Dokazimo da je h™ = o(g"), = —
xo. Iz h = o(g) kad z — =z sledi da postoji okolina ﬁ(azo) tako da za svako
x € (O](xo) vazi jednakost h(x) = e(x)g(x), gde je € beskonaéno mala kad z — xo.

Tada je (h(z))"™ = (e(x))™(g(z))", x € U(xp), i €* je beskona¢no mala kad = — xg
(Tvrdenje 2.37), odakle zaklju¢ujemo da je h"™ beskonaéno mala u odnosu na g" kad
T — Xg.

(x) Neka je n € N. Na osnovu binomne formule, (ix), (iii), (iv) i (vi) imamo

(g+o0(g)" = g"+ (1)g" "olg) + (5)g"*(0(9))* + (5)g" > (o(g))® + ...
4 (") 9(0(9)" 7+ (o(g)™ = g" + olg™), T — 0.

(xi) Neka je f = g+ o(9), x — =z, i neka je g € R. Tada postoji probodena

okolina U, (o) tatke zg takva da je

f() = ga) + e(x)g(@) = (1+ e(@))(x), 2z € Us, (o), (2.78)

gde je € beskonac¢no mala kad x — xg. 1z le e(x) = 0 sledi da postoji 6 < Jp tako
T—x0

o 1 1 1 1
da je za svako x € Us(zo), |e(x)| < 5 tj. —5 < e(x) < 3 Prema tome, 5 < 1+€(x)

za x € Ugs(xp), 1 na osnovu (2.78) zaklju¢ujemo da su f(x) i g(z) istog znaka za
x € Us(xo).

Slicno se razmatra slucaj kada je x¢g = 400 ili zg = —oc.
(xii) Neka je a beskonacno mala funkcija kad x — x¢, i neka je h = o(a + o?) kad

x — xg. Tada postoji probodena okolina U(x¢) tacke ¢ tako da je

o

h(z) = e(z)(a(x) + ?(z)), zax € U(xg),

gde je lim e(x) = 0. Odavde sledi

T—T0

o

h(z) = e(z)(1 + a(x))a(x), zax € U(xp)

i a:li—>nx10 e(z)(1+ a(x)) = lim e(x) (1 + lim a(z)) = 0(1+0) =0, pa je h = o(w),

T—rT0 Tr—xTQ
kad . — zo. A

Primer 2.109. Kako je za svako n € N, n > 2, 2" = o(x) i o(z") = o(z) kad
x — 0, to iz Tvrdenja 2.108 (vi) sledi 2™ + o(x) = o(z) + o(z) = o(z) kad z — 0, i
o(z") + o(z) = o(z) + o(z) = o(z) kad = — 0.
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Analogno, za m,n € N, m > n, vazi 2 +o(z") = o(z") +o(z") = o(2"), z — 0,

io(z™) 4+ o(z") = o(z"™) + o(z"™) = o(z™), z — 0.
.1 1 ) 1

Takode je x—m—ko ) =ola kad z — +o0 (zr — —00), 10(:3’”) +

1 1
0() :o<> kad r — 400 (x = —o0), zam,n € N, m >n. e

xm ™
Definicija 2.110. Za funkciju f kazemo da se asimptotski ponasa kao funkcija g
kad z — xo, (ili da je asimptotski jednaka funkciji g kad x — x¢) ili da je funkcija
f ekvivalentna sa funkcijom g kad x — xg, ako postoji okolina U(x) tacke zq i

funkcija «a, takve da je f(x) = a(z)g(z) za svako x € U(xp) i h%m a(r) =1. U tom
T—T0
slucaju pisemo
f~g kad z — xg.

Primetimo, da ako postoji okolina U(xzg) tacke zo takva da je g(z) # 0 za

(z)

x € U(xp), onda je f ~ g kad x — z¢ ako i samo ako je lim ——= = 1. Ovo je pak
7w g()
g(x)

ekvivalentno s tim da je lim = = 1. Odavde sledi, f ~ g kad © — x¢ ako i samo

r—x0 f(:x
f(z) —g(x) f(z) —g(x)

ako je lim =01i lim

Jm o) Jm @) =0, tj. vazi sledece tvrdenje:

Tvrdenje 2.111. Ako postoji okolina U(xg) tacke xqy takva da je g(z) # 0 za svako
f—y9
f

x € U(xg), funkcija f je ekvivalentna funkciji g kad x — x¢ ako i samo ako je

f—yg
g

(ili

) beskonacno mala funkcija kad x — xg.

Drugim re¢ima, ako postoji okolina U(z¢) tacke xg takva da je g(x) # 0 za svako

T € &(xo), tada je funkcija f ekvivalentna funkciji ¢ kad x — zg ako i samo ako
f(z) —g(x)
9(x)

mala funkcija kad z — xg. 1©

je relativna greska aproksimacije funkcije f funkcijom g beskonac¢no

Primeri 2.112. (i) Iz lim ST 1 ((2.28)) sledi sinz ~ = kad 2 — 0.
T— T
t
(ii) Iz lim BT (Primer 2.46) sledi tga ~ = kad  — 0.
z—0 x
(iii) Iz lim "% — 1 (Primer 2.104) sledi arcsinz ~ = kad z — 0.
z—0 x
t
(iv) Iz lin%) UCEL _ (Primer 2.105) sledi arctgz ~ x kad = — 0.
r— T
In(1
(v) Iz lim A +2) _ ((2.66)) sledi In(1 + 2) ~  kad 2 — 0.
T— T

Primetimo da je o beskonaéno mala funkcija kad x — xo ako i samo ako je |a| beskonaéno
mala funkcija kad x — xo.
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xT

-1
(vi) Iz lim ——— =1 ((2.68)) sledi e® — 1 ~ = kad 2 — 0.
z—0 x
€ J—
(vii) Iz lir% a = Ina (Primer 2.102) sledi ¢® — 1 ~ zlna kad z — 0, odnosno
r— T

x
—1

a4 ~zkad x — 0.

Ina

1 @ —1
(viii) Iz liH(l) d+2)-1 = a, o € R, (Primer 2.103) sledi (1 + 2)* — 1 ~ ax kad
T— T
1 “—1
z — 0, i prema tome, % ~x kad z — 0.
o

. .1 —cosx 1 . ... 1—cosx . 1,

(ix) Iz lim ——— = — (Primer 2.55) sledi lim ———— =1, teje l—cosx ~ —z
z—0 x? 2 z—0 11‘2 2

2
kad x — 0, i prema tome

1
cosx—1~—§x2 kad z — 0. e
Tvrdenje 2.113. Relacija ~ (x — xg) je relacija ekvivalencije u skupu funkcija

definisanih u nekoj probodenoj okolini tacke xg.

Dokaz. Ocigledno je f ~ f kad = — xg.
Neka je f ~ g kad z — x9. Tada postoji okolina Uy(xo) tacke z¢ i funkcija

a takve da je f(z) = a(z)g(z) za svako = € Uy(xp) i li_}m a(x) = 1. Iz Posledice
T—To

2.23 sledi da postoji okolina U(zg) C Up(zo) tacke zo tako da je a(z) # 0 za

a(z)

= 1. Prema tome, g ~ f

svako x € U(xg). Tada za funkciju S definisanu sa f(x) = , ¢ € Ulxg), vazi

9(z) = B(x)f(z) 7a = € Ulzo) i Jim Ba) = o

kad x — xg i relacija ~ (z — xg) je simetri¢na.
Neka je f ~gig ~ h kad x — x9. Tada postoje okoline Uj(zg) i Ua(xp)
o

tacke xg i funkcije oy i ag takve da je f(x) = ai(x)g(x) za svako x € Uy(xp),
g(x) = ag(z)h(x) za svako x € Us(xg) i li_>m ay(z) = li_>m ag(z) = 1. Tada je
T—TQ T—x0
f(z) = a1(z)ag(x)h(z) za svako x € U(xg) = Ui(xg) N Usa(zp) 1 li_>m ay(z)as(x) =
T—x0
li)m aq(z) li_)m az(z) =1-1=1. Sledi f ~ h kad  — x¢. Prema tome, relacija ~
Tr—rx0 T—T0

(x — x0) je tranzitivna. W

Na osnovu Primera 2.112 i Tvrdenja 2.113 mozemo pisati:

x
-1
x o~ sinavrvtgx~arcsinx~arctgx~ln(1+x)~ez—1~al ~
na
1 -1
%7 xﬁol
!

Tvrdenje 2.114. Funkcija f je ekvivalentna funkciji g kad x — x¢ ako i samo ako
je f=g+o(g) kad x — x.
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Dokaz. Neka je f ~ g kad x — 9. Tada postoji okolina U(xg) tacke xg i funkcija
a, takve da je f(z) = a(x)g(x) za svako x € U(xp) i lim a(z) = 1. Odavde, za

T—T0

svako x € (Of(xo) vazi
f(@) = g(z) = a(x)g(x) — g(z) = (a(z) = 1)g(x).

Neka je e(x) = az) — 1, x € 5’(1’0). Tada je lim €(z) = lim a(z) —1=1-1=0

Tr—xQ T—T0

if(x)=g(x)+e(x)g(x) za x € U(xg). Prema tome, f = g+ o(g) kad z — xg.
Obrnuto, pretpostavimo da je f = g+ o(g) kad © — x(. Tada postoji okolina U

tacke x¢ 1 funkcija e takve da je f(x) = g(z) + e(x)g(x) za = € Ui le e(z) = 0.
T—x0

Sledi f(x) = (14€(x))g(x), x € U. Neka je a(z) = 1+e€(z). Tadaje f(z) = a(x)g(x)
zar e Ui lim af(z) =1+ lim e(x) =1+0=1. Sledi f ~g kad 2 — zo. B

T—T0 Tr—T0

Primeri 2.115. Iz Primera 2.112 (ii), (iii), (iv), (vi), (viii), (ix) i Tvrdenja 2.114
sledi

tgx = z+o(z), z—0,
arcsinz = z+o(z), v —0,
arctgx = x+o(z), z—0,
e -1 = xz+o(x), tj. € =1+z+o0(x), -0, (2.79)
a®*—1 = zlna+o(zlna), tj. a* =1+ zlna+o(z), = — 0,
1+2)*-1 = ar+olax), tj, 1+z2)*=1+azx+o(x), z—0,
cosx —1 = —%1’2 + 0(—%1’2) = —%1’2 + o(z?), tj.
cosr = 1—%3}2—1—0(3:2), z—0.e

Tvrdenje 2.116. Neka je funkcija v definisana u nekoj probodenoj okolini U(xg)
tacke xq i neka je

xILrBO v(z) =0.

Tada je

v(z) ~ sinv(z) ~ tgu(z) ~ arcsinv(z) ~ arctgv(z) ~ In(1 + v(z)) ~ '@ — 1 ~
a’@ —1  (1+ov(x)* -1
Ina o

~

, T — X,

cosv(z) — 1~ —%(v(az))z, x — .
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Dokaz Dokazimo da je e’®) — 1 ~ v(zx) kad = — 0.

Neka je funkcija h : U (x0) — R definisana sa

zav(z) #0

1, za v(x) = 0.

v_1
c =11 lim v(x) =0, na osnovu Teoreme 2.61 sledi lim h(x) = 1.
y Tr—TQ T—T0

Sada iz €*®) — 1 = h(z)v(z), = € U(xo), sledi *® — 1 ~ v(x) kad x — xo.
Analogno se dokazuju ostale asimptotske formule. Il

Kako je lim
y—0

Posledica 2.117. Neka je funkcija v definisana u nekoj probodenoj okolini tacke
tacke xg © neka je

Tada je
sinv(z) = wv(x)+o(v(x)), x— xo, (2.80)
tgv(z) = wv(x)+o(v(x)), x— xo, (2.81)
arcsinv(z) = ov(z)+o(v(x)), x — xo, (2.82)
arctgv(z) = v(z)+o(v(z)), = — xo, (2.83)
In(l1+wv(z)) = v(z)+o(v(z)), x— xo, (2.84)
@ = 14u(x)+o(v(z)), z— o, (2.85)
a’® = 1+v(@)lna+o(w(z)), = —z0, a>0,a#1, (2.86)
(1+v(x)* = 14+ av(x)+o(v(x)), z—x9, a €R, (2.87)
cosv() = 1-— %(v(:ﬂ))Q +o((w(@)?), = — 0. (2.88)

Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 2.116 i Tvrdenja 2.114. B

Tvrdenje 2.118. Neka su funkcije f, g, f1,91 definisane u nekoj probodenoj okolini

tacke xo. Neka je f ~ f1 1 g~ g1 kad x — x¢. Ako postoji lim h(@) , onda postoji
T—IQ 91 ([L‘)

im 2% az

v g(x)

@) _ o i)

v=e0 g(x) oo gi(x)

Dokaz. 1z f ~ f11g ~ g1 kad  — x0, sledi postoje okolina U(xg) tacke z i funkcije

a1 1 ag takve da je f(z) = ai(x)fi(x) 1 g(z) = as(z)g1(z) za svako = € U(xp), i

lim aj(x) = lim as(x) = 1. Tada iz Tvrdenja 2.28 sledi
T—rT0 T—T0

lim L) gy @@ 35, 1(2) im 1)y 1) g
w0 g(x)  woeo ag(z)gi(z)  lim as(x) 2= gi1(z) @0 gi ()

T—T0
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x
Primetimo da je u prethodnom tvrdenju egzistencija grani¢ne vrednosti lim h(@)
z—a0 g1 ()

f(x)

ekvivalentna egzistenciji grani¢ne vrednosti lim ——=. Zaista, iz f ~ f1 i g ~ g1,

v=ao g(x)
f(x)

kad x — xg, sledi f1 ~ fig1 ~ g kad z — =z, i ako postoji lim ——, na os-

T—T0 g(aj‘) ’
. . Lo fil@)
novu Tvrdenja 2.118 sledi da postoji lim

i da vazi jednakost lim h(@) =
T—z0 g1 ((L’) =T g1 (aj)
lim —f(x)
a—=z0 g()

Sliéno se dokazuje sledeée tvrdenje:

Tvrdenje 2.119. Neka su funkcije f, g i fi1 definisane u nekoj probodenoj okolini
tacke xo i neka je f ~ f1 kad x — xo. Tada postoji l'gn (f(x)g(x)) ako i samo ako
T—T0

postogi Ii_>m (fi(x)g(x)) i vazi
T—x0

Jim (F(x)g(x)) = Jim (fi()g()).

Primer 2.120. Za polinom P(z) = a,2" + ap_ 12" ' + -+ + a1 + ag, a; € R,
i =0,1,...,n, vazi da je ap_12" ' + -+ + a1x + ap = o(z") kad * — +o0, pa
je P(z) = apz™ + o(z"™) = apx™ + o(anz™) kad  — +oo (Tvrdenje 2.108 (i)). Iz
Tvrdenja 2.114 sledi da je P(z) ~ apz™ kad # — +o00. Analogno, P(x) ~ a,z™ kad
x — —oo.

Za polinom Q(x) = by 2™ + by 12™ 4. b1z +bg, b; €ER, i =0,1,...,m, vazi
Q(z) ~ bpz™ kad z — 400 (z — —o0). Sada na osnovu Tvrdnja 2.118 vazi da je

P(x) _ apr"

lim = lim =
T—+00 Q(:L‘) T—+00 bmxm

. a
400, zam>m i b—n>0,
—o00, za n>m i — <0,
= bm
Qn
70z n=m,
n
0, za n<m,
i
an n—m
sgh 3 — (—oc0)™™™, zan>m,
Pz anx™ m
lim (): lim ~— ={ % 78 M =1m
z——o0 Q(x)  @—=—00 bpx™ b, )
0, za n<m,
gde je (—00)"™"™ = 400 ako je n —m paran broj, (—00)"”"" = —oo ako je n —m

neparan broj, 1-(400) = +o00, 1-(—c0) = —o0, (—1)-(+o0) = —c0i (—1)-(—00) =
—+00. ®
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. 2 _ 2 . 3
Primer 2.121. Nadéi lim arcsin"2z — In(1 + « + %) + sin 4$'
z—0 (633 _ 1)2 + tg 5
Resenje: Kako je lim 2z = lim 4z = lim 5z = 0 i lim(z + 22) = 0, iz Posledice
z—0 z—0 20 250

2.117 (tj. iz (2.82), (2.84), (2.80), (2.81)) i Tvrdenja 2.108 (i) sledi

arcsin2z = 2z +o0(2z), x — 0, (2.89)
In(l+z+2?) = z+22+o(x+2?), 20,
sindr = 4z + o(4x), = — 0, (2.90)

tgbr = bx+o(bx) =5z + o(x), = — 0.

Iz (2.89), (2.90) i Tvrdenja 2.108 (x) i (i) sledi
arcsin?2z = (22 4 0(22))% = (22)% + o((22)?) = 422 + o(z?), . — 0,
sinddr = = (4o + o(42))® = (42)® + o((4x)3) = 6423 + o(z?), z — 0.

Kako je o(z + 2%) = o(x) (Tvrdenje 2.108 (xii)) i 22 = o(z) kad = — 0, to je
In(l+2z+2%) =+ 22+ o0(x) = 2 +o(x) + o(x) =  + o(x), + — 0, na osnovu
Tvrdenja 2.108 (vi).

Kako je e* — 1 =z + o(x) ((2.79)) kad x — 0, to je, na osnovu Tvrdenja 2.108
(x), (e —1)?2 = (z + o(x))? = 2% + o(z?) kad z — 0.

Prema tome, arcsin?2z — In(1 + = + 22) + sin® 4z = 422 4 o(2?) — x + o(x) +
6423 + o(z3) = —x + o(z), © — 0, i

(e® —1)? + tgbx = 22 + o(z?) + 5z + o(x) = 5z + o(z), = — 0.

Kako je —z + o(x) ~ —z i bz + o(x) = bz + o(bx) ~ bz kad z — 0, to na osnovu
Tvrdenja 2.118 sledi

arcsin?2z — In(1+ 2 + 2?) +sin®4e . —x+o(z) . -—=x 1
=lm———=lim—=——.9

250 (e* —1)%2 + tg bz =0 bx +o(z)  2—0 bz 5

Primer 2.122. Pokazac¢emo da je

In(1 + arctg x)

= 1.
250 arctg(In(1 + x))

Bududi da je lim arctgz = 01 lim In(1 4+ z) = 0, iz Tvrdenja 2.116 sledi
x—0 z—0

In(1+ arctgz) ~ arctgx ~ z, = — 0,

arctg(In(1+2)) ~In(1 +z) ~z, = — 0.

Sada na osnovu Tvrdenja 2.118 sledi

In(1 + arctg x) Lo .
im =lim—-—=Ilim1=1.
a—0 arctg(In(1 +x)) 2-0x  2-0
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Dokaz smo mogli izvesti i koriS¢enjem asimptotske oznake o, odnosno koris¢enjem
Posledice 2.117. Naime, iz (2.84) i (2.83) sledi

In(1 + arctgx) = arctgz + o(arctgz) = x + o(x) + o(xz + o(x)), = — 0,

i kako je o(x + o(z)) = o(x) na osnovu Tvrdenja 2.108 (viii), to je In(1 + arctgx) =
z+o(z)+o(x) =x+o(x), z — 0, na osnovu Tvrdenja 2.108 (vi). Slicno

arctg(In(l1+z)) = In(l1+z)+o(In(l+2x)) =z + o(x) + o(z + o(x))
= z+o(z)+o(z)=z+o0(z), z—0.

Prema tome, na osnovu Tvrdenja 2.108 (v) sledi

z + o(x)
i In(1 + arctg x) — i © + o(x) — lim - ~ lim 1+0(1)
z—0 arctg(In(1 + x)) e—0x +o(x) z—=0z+o0(x) 2-01+o0(1)
x
lmen)
lim(14+o0(1)) 1 )

x—0

Sli¢no se moze dobiti da je

In(1 + sinz) . In(1 + arcsinz) . .. In(1+tgz)

lim —— > = Bk Sl =R B
250 sin(In(1 + x)) * 250 arcsin(In(1 + z)) g tg(In(1 + x))
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Glava 3

Diferenciranje realnih funkcija
jedne realne promenljive

3.1 1Izvod i diferencijal

Pojam izvoda je jedan od osnovnih pojmova matematicke analize i zasniva se na
pojmu grani¢ne vrednosti funkcije u tacki.

Definicija 3.1. Neka je funkcija y = f(x) definisana na intervalu (a,b), f : (a,b) —
R, i neka su x, xg € (a,b), z # xo. Koli¢nik

f(z) = f(zo)

Tr — X

se zove srednja brzina promene funkcije na skupu [z, x| ako je x < zo, ili skupu
[0, x] ako je xg < x.

Ako postoji grani¢na vrednost srednje brzine promene funkcije f na skupu [z, x¢]
ili [xg,x] kad * — z¢, onda se ta grani¢na vrednost naziva izvod funkcije f u tacki
xg, 1 oznacava sa f'(zg). Dakle,

#(20) = lim M.
T—T0 Tr — X0

Kao sto smo veé rekli u sekciji 3.6, razliku © — xg zovemo prirastaj argumenta
i obelezavamo Ax = x — xy. Dakle, x = xy + Az. Razliku Ay = f(z) — f(xo) =
f(zo+ Ax) — f(xo) zovemo prirastaj funkcije f u tacki xg koji odgovara prirastaju
argumenta Az. Definiciju izvoda funkcije f u tacki xg je sada moguce zapisati i na
slededi nacin:

y o flro+Az) — flxe) . Ay
Flwo) = Jim Ax = dm S
Ako je

. Yy . Y
lim —2= = lim —% = —
A Ry = oo (Jim 1 = —00),

onda kazemo da funkcija f ima beskonacan izvod u tacki xy jednak +oo (—o0).

93
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Definicija 3.2. Neka je zg € R.
Ako je f : (a,z9] — R i ako postoji konacna ili beskonaéna grani¢na vrednost
_ Az) —
i 1@) — f(@o) (6. lim f(@o + Az) — f(wo)
r—x0—0 T — X0 Az——0 Az
zove konacni ili beskonacni levi izvod funkcije f u tacki xo i obelezava sa f’ (xg).
Ako je f : [z9,b) — R i ako postoji konac¢na ili beskona¢na grani¢na vrednost
_ Az) —
lim f(@) = f(z0) (t. lim f(@o + Az) — f(wo)
x—x0+0 xr — g Az—+0 Ax
zove konacni ili beskonacni desni izvod funkcije f u tacki xq i obelezava sa f! (xo).

), onda se ta grani¢na vrednost

), onda se ta grani¢na vrednost

Teorema 3.3. Neka je funkcija f definisana u okolini tacke xo. Funkcija f ima
(konacan ili beskonacan) izvod u tacki xg ako i samo ako ima (konacan ili beskonacan)
levi © desni izvod u tacki xg ¢ ako su oni jednaksi.

Dokaz. Sledi iz definicije izvoda i Tvrdenja 2.10. B

U daljem tekstu kada kazemo da funkcija ima izvod u tacki xg, podrazumevamo
da funkcija ima konacan izvod, ukoliko nije rec¢eno suprotno. Inace, ako funkcija
ima konacan ili beskonacan izvod u tacki xg, onda ¢emo reé¢i da funkcija ima izvod
u Sirem smislu u tacki xg.

Postupak nalazenja izvoda funkcije se zove diferencirange.

Primer 3.4. Ako je f(x) = y/z, nadimo f'(4):

44+ Ax) — f(4 Va+ Ax —2
F(4) = lim fA+Az) —f4) _ o vi+Az-—2
Az—0 Ax Az—0 Ax

(VA+ Az —2)(V4+ Az +2) i 44+ Ax —4

Arso Az(VA+ Az +2) T Ar50 Ae(VA T Az + 2)
Ax

1 1
lim = lim ———— =—. e
Ar—0 Ax(vVA+ Az +2)  Ae=0/4+Ax+2 4

Primer 3.5. Ispitajmo u kojim tackama funkcija f(z) = |z| ima izvod.

Pokaza¢emo najpre da funkcija f nema izvod u tacki zog = 0. Nadimo najpre
desni izvod:

' . flo+Az)—f(0) . |0+ Az]—|0]
£:0) = Aign—i—o Az - Aalzgnw Az
|Az| . Ax .
— = 1 — = 1 1=1.
Azl—H-O Az Azlinjto Ax A;Ln%

Sli¢no
/ . fO+AzZ)—f(0) . |0+ Az[—|0]
=) = Aglglin_o Az _Aalslin—o Az
B |Az| - —Azx - B
T arilo Az _Aalclinfo Az _Aalclinfo( 1)=-1
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Buduéi da se levi i desni izvod funkcije u tacki ¢ = 0 razlikuju, funkcija nema izvod
u toj tacki.

Pokazimo sada da je za x > 0, f'(z) = 1, dok je za z < 0, f/(x) = —1. Zaista,
ako je x > 0,

: +Az)— flz) . |v+ Az|— |z
flo) = = A A
. rx+Axr—=x . Az .
B Alglcrgo Ax B Alggo Az Alalsrgo =1
Ako je x < 0, onda je
 f@tAn) - f@) o+ A -
fo) = = A A
. —zrz—Az—(—x) ) —Azx .
B Y TRy et
Prema tome,
(|ac])’:sgnx:‘z|, zax #0. e (3.1)

Primer 3.6. Nadimo izvod konstantne funkcije.

Neka je f(x) = ¢ za svako x € R, gde je ¢ € R konstanta. Tada je f(x + Az) —
f(z) =c—c=0zasvako x € R, i zato
[+ Az) — f(z)

/ T . _
fla) = lim/ Au = Jim 0=0.e

n—1

Primer 3.7. Pokazimo da je (™) = nz" ' za svako x € R, gde je n € N.

Primenom binomne formule dobijamo:

Ay = (z+ Ax)" — 2" =

-1

=a" +nz" Az + %x"ﬂAaﬁz 4+ o+ A — 2"

n—1 nn—1) , 5. 9 n

=nx A:U+Tx Az® + ...+ Az".

Prema tome,
A -1
(z") = lim 2Y _ lim (nz™ 1 + MQ:’“QAQJ—F o4 Azt
Az—0 Az Az—0 2
= nz" e

Primer 3.8. Neka je f(z) = {/z, n € N. Ako je n neparan broj, onda je domen ove
funkcije skup R, a ako je n paran broj, onda je domen interval [0, +00). Pokazimo
da je ova funkcija ima izvod u svakoj nenula tacki svog domena.
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Neka je xg # 0 proizvoljna tacka iz domena funkcije f. Na osnovu Tvrdenja 2.28
i neprekidnosti funkcije f (Tvrdenje 2.89) dobijamo:

L S@) = o) Y- Y

T—T0 r — X T—TQ T — X0

— lim (nx_%.(W)n_lJr(W)"_QWﬂL({’/E)"_?’(%)Qﬂt---+(<7:70)n—1>
z—zo\ x —xg (Yx)" 14 ({Yx)n 2 {L/a:TH—( /z)n=3( %)24_ ... +(<l/370)n_1

(/)" — (/@)

T T (VR (VAT et (Y (a0 ()
R S e e 6 e e e e e e e
T WA (VA wla“(wov o (3fa0) !
" T (VL (Y e T I e e )

1 1

— j— j— J— n

= — = = —T
n( n/xo)n—l nx(’;linl nxé_% n 0

1 1 14

Ako je n neparan broj, pokazimo da je f'(0) = 4o0:

i @) wE
O = == = lim == =l

Iz neprekidnosti funkcije f sledi lir% (/x)"1 =0, a kako je n — 1 paran broj, to je
id
(¢/z)""! > 0za z € R\ {0}, te na osnovu Tvrdenja 2.44 sledi

/ . 1
0= B

Sliéno, ako je n paran broj, dokazuje se da je f! (0) = +o0.

= +4-00.

Primer 3.9. Nadimo izvod funkcije y = a”*, gde je a > 01 a # 1.

Kako je

i 9L
im =Ina

Az—0 Az ’

to je za svako r € R
) aa:+Ax e ) a® an -1
(@) = lim ——— = lim 7( )
Az—0 Az Az—0 Ax
Ax
. a=r —1
= a¥  lim =a”lna.
Az—0 Az

Prema tome, (e*) =e*, z €R. o

Primer 3.10. Nadimo izvod funkcije y = log, =, gde je a > 01ia # 1.
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S obzirom da na osnovu Primera 2.100 imamo da je

log, <1 + Ax)
x

1‘ = 1 e
ArSo & %8a €= 1 a’
T
to za svako x € R, x > 0, vazi
) r+ Ax
. log,(z+ Ax) — log, = ) 084
! a a
= =1
loga ) = As AT A
A A
log, <1 + x) log,, (1 + x)
x
—  lim - -
AP0 2 Az Z Arso Az
x x
_ 1
~ zlna’

1
Prema tome, (Inz) = —, 2> 0. o
T

Primer 3.11. Nadimo izvod funkcija y; = sinx i yo = cosz.

Kako je funkcija yo = cosz neprekidna na R i kako je

. Ax
sin —
: 2
| =1
Aggo Ax ’
2
to je za svako x € R
. Ax 2 + Az
(sinz)! sin(z + Az) —sinz i 2sin 5 cos —
SN T = 11m = lim
Az—0 Ax An—s0 Az
. Ax
sin — A
= lim - lim cos(x + —) =cosx
Az—0 Az Az—0
2

Analogno, zbog neprekidnosti funkcije y; = sin x zaklju¢ujemo

9 i Ax o 2r + Ax
. cos(x + Ax) — cosx . T4sm 9 mn 9
ool = T A A As
. Ax
sin — "
- e ) = s

2
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Ako funkcija f : (a,b) — R ima izvod u svakoj tacki intervala (a,b), onda je njen
izvod takode funkcija nezavisno promenljive x i zove se prva izvodna funkcija, prvi
izvod, izvod prvog reda ili samo izvodna funkcija ili izvod funkcije f i oznacava sa f,
pa mozemo pisati f’: (a,b) — R.

Primetimo da je funkcija fi(x) = sinx neparna, a da je njena izvodna funkcija
fi(z) = cosz parna. Takode funkcija fo(x) = cosz je parna, dok je njena izvodna
funkcija f}(z) = —sinx neparna. Sledeée tvrdenje govori o tome da je to pravilo,
tj. izvod (ukoliko postoji) svake parne funkcije je neparna funkcija, dok je izvod
neparne funkcije parna funkcija.

Tvrdenje 3.12. Neka funkcija f : (=6,0) — R ima izvod u svakoj tacki intervala
(—4,0) i neka je funkcija f parna (neparna). Tada je izvodna funkcija f': (—0,8) —
R neparna (parna).

Dokaz. Interval (—d,0) je simetrican skup. Pretpostavimo da je f parna funkcija.
Neka je x( proizvoljna tacka iz intervala (—4,d). Tada je

f(=z0 + Az) — f(—70) f(=(zo — Ax)) — f(=0)

e — 1- — 1.
fzw) = i, Ac Ax% A .
. fleo—Az)— flxo) .. flwo— Az)— f(x0) '
= lim = — lim .
Az—0 Az Az—0 —Ax
Smenom ¢t = —Az (mozemo primeniti teoremu o smeni promenljive pri izracunavanju

limesa (Teorema 2.51) buduéi da: Az — 0 =t — 0, Ax # 0 = t # 0 i postoji
f(zo +1) — f(z0)

%LI% " = f'(x0)) dobijamo
—Az) — _
Jim f(@o _Z):B flzo) _ lim f(xo + 751 flxo) _ (o). (3.3)

Iz (3.2) i (3.3) sledi f'(—z0) = —f'(z0).
Prema tome, izvodna funkcija f’ je neparna.
Sliéno se dokazuje da ako je f neparna funkcija, da je onda f’ parna funkcija. B

3.2 Diferencijal

Definicija 3.13. Neka je funkcija y = f(z) definisana u nekoj okolini tacke xg.
Reéi ¢emo da je funkcija f diferencijabilna u tacki x¢ ako se prirastaj funkcije u toj
tacki moze napisati u obliku

Ay = f(xo+ Azx) — f(zo) = AAzx + o(Azx), Az — 0, (3.4)

gde je A realan broj, tj.
Ay = AAx + e(Az) Az, (3.5)

gde je €(Ax) beskonaéno mala kad Az — 0.
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Diferencijal funkcije f u tacki xo, u oznaci df (z¢) ili krace, dy, je linearna funkcija
prirastaja Ax definisana sa:

(df (z0))(Az) = AAx.

Dakle, diferencijal je linearna funkcija ¢iji je argument prirastaj Az i pisa¢emo
jednostavno df (zg) = AAz, tj. dy = AAx.

Napominjemo da je diferencijal, kao i svaka druga linearna funkcija, definisan za
bilo koju vrednost svog argumenta Ax. Sa druge strane, prirastaj funkcije Ay =
f(xo+ Az) — f(z0) je definisan samo za one vrednosti Ax za koje xg + Ax pripada
domenu funkcije f.

Primetimo da ako je funkcija diferencijabilna u tacki xg, onda je konstanta A
u formuli (3.4), odnosno formuli (3.5), jedinstveno odredenal (videti takode Lemu
3.77).

Ako je funkcija f diferencijabilna u svakoj tacki intervala (a,b), onda je difer-
encijal funkcija dveju promenljivih, tacke Z € (a,b) i prirastaja Az: (df (2))(Az) =
A(Z)Auw, ili krace: dy = A(Z)Ax.

Zbog veée simetrije formule, Ax se oznaCava dx i zove diferencijal nezavisno
promenljive. Prema tome,

dy = Adzx.
Iz (3.5) sledi
Ay =dy + o(Az), Az — 0,

odakle zaklju¢ujemo da se prirastaj funkcije u nekoj tacki moze aproksimirati difer-
encijalom funkcije u toj tacki (ucinjena greska je beskona¢no mala viseg reda u
odnosu na Az kad Az — 0):

Ay ~ dy.

Primer 3.14. Nadimo diferencijal funkcije f(z) = 2% u tacki 2.
Ay = f(2+Az) — f(2) = (2+ Az)® — 23
=23 4+3.22Az +3-2(A2)* + (Az)® - 2°
= 12Az + 6(Az)? + (Az)® = 12Az + (6Az + (Az)?)Ax. (3.7)
Buduéi da je 6Ax + (Ax)? beskonaéno mala kad Az — 0, to iz (3.7) sledi da je

funkcija f diferencijabilna u tacki 2 i da je njen diferencijal u toj tacki df (2) = 12Ax,
odnosno df(2) = 12dx. e

1Zaista, ako je Ay = AAxz + o(Az) kad Az — 01 Ay = BAxz + o(Az) kad Az — 0, onda je
AAz + o(Az) = BAz 4 o(Az), Az — 0,

odakle deljenjem sa Az # 0 dobijamo

o(Az) o(Ax)
A+ Az =B+ Ap Az — 0. (3.6)
.. ... o(Ax) . . .
Bududéi da je AhmO Ar = 0, prelaskom na grani¢nu vrednost kad Az — 0 u jednakosti (3.6),
T

dobijamo A = B .
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Sledecéa teorema pokazuje vezu izmedu postojanja izvoda funkcije u nekoj tacki
i diferencijabilnosti funkcije u toj tacki.

Teorema 3.15. Funkcija f je diferencijabilna u tacki xg ako i samo ako ima izvod
u toj tacki.

Dokaz. (=): Neka je funkcija f je diferencijabilna u tacki zp. Tada je Ay =
AAzx + o(Az), Az — 0, za neki realan broj A, i stoga

Ay . o(Ax)

Ay Ay Az — 0.
Odavde je
. Ay . o(Ax) B
Alglgo Axr A+ Alalcrgo Ax 4

Prema tome, funkcija f ima izvod u tacki z¢ i f'(xg) = A.
(«<=) Pretpostavimo da funkcija f ima izvod u tacki xo, tj. da postoji lim el
Az—0 Ax
f'(z0). Iz Teoreme 2.40 sledi da postoji § > 0 tako da je

A
A—z = f'(x) + €(Ax), 0<|Ax| <6,

gde je lim e(Az) =0, i prema tome
Azx—0
Ay = f'(z0)Az + e(Az)Axz,
Sto znadi da je funkcija f diferencijabilna u tacki xo. B
Iz dokaza Teoreme 3.15 opet vidimo da je broj A iz definicije diferencijabilnosti

funkcije f u tacki 2 jednoznacéno odreden jer A = f’(xzg), i prema tome, i diferencijal
funkcije f u toj tacki je jednozna¢no odreden: df (xg) = f'(xo)dz, tj.

dy = f'(zo)dz. (3.8)
1z (3.8) sledi
)= L,

d
tj. oy = d—y Napomenimo da je ovakvu oznaku za izvod uveo Lajbnic?.
x

Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki xg, formula (3.5) se moze sada zapisati
u obliku:

Ay = f(z) — f(zo) = f'(z0)(x — x0) + o(z — x0), 2 — 0,

odakle
f(x) = f(xo) + f'(z0)(x — w0) + o(x — x0), T — w0, (3.9)

2Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716), nemacki matematicar i filozof




3.2. Diferencijal 101

Na osnovu (3.9) vidimo da se diferencijabilna funkcija f u tacki xp moze aproksimi-
rati linearnom funkcijom:

f(@) ~ f(@o) + f'(zo)(z — o),

pri ¢emu se ¢ini greska koja je beskona¢no mala viseg reda u odnosu na z — zg kad
T — Xg.

Slede¢a teorema pokazuje vezu izmedu diferencijabilnosti i neprekidnosti funkcije
u nekoj tacki.

Teorema 3.16. Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki g, onda je ona neprekidna
u toj tacki.

Dokaz. Neka je funkcija f diferencijabilna u tacki zo. Tada iz (3.9) sledi

dim fz) = lim (f(z0) + f'(z0)(x = z0) + o(z — z0))
= f(zo) + f'(x0) xlirgo(x —x0) + mlLH;O o(x — xg)
= [f(=o),

i funkcija f je neprekidna u xo. B

Obrat ovog tvrdenja ne vazi, tj. ako je funkcija neprekidna u nekoj tacki ne
mora biti diferencijabilna u toj tacki. Primer za to je funkcija f(z) = |z| koja je
nerekidna u tacki x = 0, ali nije diferencijabilna u toj tacki jer nema izvod u toj
tacki (Primer 3.5). Jo$ jedan primer je funkcija

f(x):{ xsin%, x#0
0, x=0

koja je neprekidna u tacki z = 0 (Primer 2.72). Medutim ova funkcija nema ni levi
ni desni izvod u tacki z = 0, jer funkcija

1
f@ o) _ TSy 1
r—0 oz

nema ni levu, ni desnu grani¢nu vrednost u toj tacki (Primer 2.8).

Napomena 3.17. Iz Teoreme 3.16 i Teoreme 3.15 sledi da ako funkcija ima konacan
izvod u nekoj tacki, onda je ona neprekidna u toj tacki. Medutim, ako funkcija ima
beskonacan izvod u nekoj tacki, onda ona ne mora da bude neprekidna u toj tacki.
Na primer, funkcija f(z) = sgnx, z € R, je prekidna u tacki z = 0 i ima beskonacan
izvod u ovoj tacki:

i
4—(0) = lim f@) = 1) = lim l = 400,
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pa je f(0) = +o0.

Analogno, ako funkcija ima konacan levi (desni) izvod u tacki xp, onda se moze
dokazati da je funkcija neprekidna sleva (zdesna) u tacki zg. Ako funkcija ima
beskonacan levi (desni) izvod u tacki xp, onda ona ne mora biti neprekidna sleva
(zdesna) u toj tacki, Sto opet pokazuje prethodni primer.

3.3 Geometrijska interpretacija izvoda i diferencijala

Neka je funkcija f neprekidna na intervalu (a, b) i neka ima izvod u tacki zg € (a,b).
Uocimo tacke grafika funkcije f: A(zo, f(zo)) 1 M(zo + Az, f(xg + Ax)) gde je
Az # 0 i takvo da z9 + Az € (a,b). Prava AM se zove seCica grafika i njen
koeficijent pravca je
f(zo + Ax) — f(xo)
Ax

gde je ¢ ugao koji sec¢ica AM zaklapa sa pozitivnim delom x—ose, dok je njena
jednacina

=tgyp,

v flag) = {EEED @ (g, (3.10)

Kada Az — 0 tada se tacka M kreée po grafiku ka tacki A, a seCica AM tezi
tangenti grafika funkcije u tacki A, t4.

SixtAx)

S(x)

Ako je a ugao koji tangenta t 4 zaklapa sa pozitivnim delom x—ose, onda je tg
njen koeficijent pravca. Kako je

a= lim
Az—0 ¥
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to je
t = lim t
BT oD B
tj.
. flzo+Az) — f(zo) _
Bo= i, Az Fzo)
Prema tome, izvod f’(xg) je jednak koeficijentu pravca tangente grafika funkcije f
u tacki A(xg, f(xp)) i njena jednacina je

y — f(zo) = f'(z0)(z — z0). (3.11)

Kako je diferencijal funkcije f u tacki xg

df (xo) = f'(w0) Az = f'(x0)(x — x0),

iz (3.11) vidimo da je jednak prirastaju ordinate tangente t 4.
Primeéujemo da se jednac¢ina tangente grafika funkcije f u tacki A(zo, f(x0))
(jednacina (3.11)) dobija iz jednacine secice (3.10) prelaskom na limes kad Az — 0.
Pretpostavimo da je f'(xo) = o0 ili f'(z¢) = —oc0. Ako jednacinu secice (3.10)
zapiSemo u obliku

y B f(zo) .
F@otAD)—f(wo)  f@otAzn)—f(zo) o
Azx Azx

onda prelaskom na limes kad Az — 0 dobijamo jednaé¢inu
T = Tg. (3.12)

Prava ¢ija je jednacina (3.12) zove se vertikalna tangenta grafika funkcije f u tacki

o, f(2g)) (ova tangenta obrazuje sa pozitivnim delom x-ose ugao T ili Y
(wo, f(@o)) ( g j 80 o 5

N

f(x,+Ax)

fix,)
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Primer 3.18. Tangenta grafika funkcije f(z) = e* u tacki (0,1) je
tj. (f'(z) = e* za svako € R, pa je f'(0) = e’ = 1)

y=x+1. e

f(x) = &

y=x+1

7

I
0 1

Primer 3.19. Funkcija f(z) = /x u tacki o = 0 ima beskonac¢an izvod:

. [0+ Az) — f(0) . VAr 1
lim = lim = lim —— = +o0.
Az—0 Az Az—0 Az Az—0 3/ (A;L-)Q

Prava x = 0, tj. y-osa je vertikalna tangenta grafika funkcije f u tacki (0,0). e

y

Sada je lako uociti geometrijsku interpretaciju pojma levog i desnog izvoda.
Neka funkcija f : (a,b) — R ima levi i desni izvod u tacki zg € (a,b). Levi izvod
2 (x0) je koeficijent pravca leve tangente (u upotrebi je i termin polutangenta)
grafika funkcije u tacki (zo, f(20)), dok je desni izvod f/ (zo) koeficijent pravca
desne tangente grafika funkcije u toj tacki. Njihove jednacine su respektivno:

y — f(xo) = fL(xo)(z —x0), 1 y— f(xo)= fi(zo)(x — x0).

Ako je f’(zo) # fi(x0) onda se ove tangente razlikuju, tj. ugao izmedu njih je
razlicit od nule, i tacka (xg, f(zo)) se naziva ugaonom tackom grafika funkcije f.

Ako je f/(xo) = —o0 i f(xg) = +oc ili, f/(z9) = +00 i fi(z9) = —0c0 , onda
je prava x = x( vertikalna tangenta grafika funkcije u tacki (xq, f(xo)).
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Yo

. \ . Primer

ugaone tacke i vertikalne tangente.

Primer 3.20. Neka je

. T arctg —, za x #0
flz) =
0, za x = 0.
1z
1
Ax arctg —
. fl0+An) —fO) Az _ o
Aalclin—o Az Areo Ax Aaoto B AL 2’
sledi f7(0) = —g. Bududi da takode postoji limes:
1
Ax arctg —
. [0+ Az) — f(0) . & Ax . 1 o«
AilglJrO Az Aalcgnﬂ) Az Ao T AL T

zakljucujemo da funkcija f ima desni izvod u 0 i da je f/ (0) =

5.
y
Ve Ve
=—— y=—X
Y zx z 2 1
2 f(x) = xarctg —
X

Prema tome, tacka (0,0) je ugaona tacka grafika funkcije f. Jednacina leve

tangente grafika funkcije u toj tacki je y = —gl‘, dok je jednacina desne tangente u

R ™
toj tacki y = 5% ®
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Primer 3.21. Neka je f(z) = V2. Kako je

- 3 2
Az——0 Az Az——0 Az Az——0 /Ax

to je f/(xp) = —o0, a kako je

f(0+ Ax) — f(0)

y N VA%
1m = m ——F0- = 11m =
Az—+0 Az Az—+0 Az Az—+0 Az

00,

to je f' (zo) = +00, pa je prava x = 0, tj. y-osa, vertikalna tangenta grafika funkcije
f u tacki (0,0). e

f(x):\a/;

3.4 Pravila diferenciranja

U ovoj sekciji izlazemo pravila za nalazenje izvoda zbira, razlike, proizvoda i koli¢nika
dva diferencijabilne funkcije, kao i pravila za izvod inverzne i slozene funkcije.

Teorema 3.22. Neka funkcije f i g imaju izvod u tacki xg. Tada i funkcije f + g,
f—g i fg imaju izvod u tacki xqg i vazZi

(f +9) (x0) = f'(w0) + ¢'(x0), (3.13)
f=9)(z0) = f'(z0) — g'(20), (3.14)
(f9)(wo) = f'(z0)g(x0) + f(20)g' (20). (3.15)
Ako je jos i g(xg) # 0, tada i funkcija g ima izvod u tacki xg 1 vaZi
Y _ f'(w0)g(x0) — f(20)g' (20)
Dokaz.
U@ o) () + o) — () +glao))
T—T0 xr — X T—T0 T — To

+
T — X0 T — X

- (LS o) o)),

T—T0
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Buduéi da funkcije f i g imaju izvod u tacki zg, to limesi oba sabirka u zagradi
postoje, pa je na osnovu Teoreme 2.28

iy (L= So) , o) olon)) _ y, Slo)= o),y o) oo

T — X0 T — X0 T—T0 T — X0 T—T0 T — X0

T—T0

= f'(x0) + ¢'(z0).

Prema tome, funkcija f + g ima izvod u tacki zo i vazi (3.13).

Analogno se dokazuje da vazi (3.14).

(3.15): Bududi da funkcija g ima izvod u zp, na osnovu Teoreme 3.16 funkcija g
je neprekidna u xg, tj. wli_gclo g(x) = g(zo). Kako i funkcija f ima izvod u zg, iz

f(x)g(x) — f(x0)g(wo)

lim —
T—xT0 T — X
_ o f@)g() = fao)g(@) + f(wo)g(x) = f(ao)g(xo)
T—T0 T — T
— tim (o) L0 g 22 2 00) ),
0 €T — o T — X

na osnovu Teoreme 2.28 sledi

f(z)g(z) — f(x0)g(0)

lim =
T—T0 T — Xo
= lim g(z) lim M—Ff(:co) lim 9(x) — g(wo)

T—T0 T—T0 xTr — xo T—I0 €T — ,CUO

= ['(@o)g(x0) + f(x0)g (x0)-
Prema tome, funkcija fg ima izvod u tacki z¢ i vazi (3.15).
(3.16): Neka funkcije f i g imaju izvod u tacki zg i neka je g(xg) # 0. Sledi g je

neprekidna u tacki zp i iz lim g(x) = g(xp) # 0, na osnovu Teoreme 2.23 sledi da
T—T0

je g(x) # 0 za z iz neke okoline tacke xy. U toj okolini je definisan koli¢nik f i vazi
g

flz)  f(zo) f(z)g(z0) — f(z0)g()
lim 9(®)  g(ao) lim 9(x)g(xo) _ i L @9(@o) — flao)g()
r=To T — Xg T—o x — T z—=zo  g(z)g(xo)(T — T0)
_ i T@)g(@o) — fl@o)g(@o) + flwo)g(xo) — f(ao)g(x)
A1, 9(@)9(w0) (& — x0)
o V@)~ F@n)alw) ~ F)(g@) — (o)
Az, 9(@)9(w0) (& — x0)
f(x) - f(ﬂﬁo)g(wo) g )9(37) - 9(zo)
—  lim T — Zo T — Zo
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Na osnovu Teoreme 2.28 sledi

| ﬁg _ ﬁis; Jim f(mi - i((]mO)g(xO) ~ flao) lim g(x; - i(()mo)
f'(w0)g(zo) — f(l“o)gl(ﬂ?o).

9°(xo)
Prema tome, funkcija / ima izvod u tacki zg i vazi (3.16). W
g

Posledica 3.23. Ako funkcija f ima izvod u tacki xg, onda 1 funkcija cf, gde je c
konstanta, ima izvod u tacki xg 1 vazi

(ef)'(z0) = cf'(z0).
Dokaz. Na osnovu Teoreme 3.22 (3.15) i Primera 3.6 sledi
(cf) (xo) = ¢ f(x0) + cf'(x0) = 0+ cf'(w0) = cf'(xo). W

Posledica 3.24. Ako funkcije f i g imaju izvod u tacki xqo, onda i funkcija ci f+cag,
gde su cq i co konstante, ima izvod u tacki xg i vazi

(erf + c29) (x0) = c1f'(x0) + 29’ (o).

Dokaz. Sledi iz Teoreme 3.22 (3.13) i Posledice 3.23. B

Primer 3.25. Nadimo izvod funkcije y; = tgz i funkcije ys = ctgz.
Na osnovu Teoreme 3.22 (3.16) imamo

sin$>/ (sinz)’ cos z — sin z(cos )’

(tgr) = (

cos z cos x — sin z(— sin x) 1 ™
= 5 = 5, zaT# o +km,
cos“ T cos* T 2

cos x cos2 x

cosz\/ cosz) sinx — cos z(sin z)’
(ctgz)’ = ( : ) _ (cosz)'sinz 5 (sinz)
sin & sin® x
—sinxsinx — cosx cosx 1
= =— , zax #km. e

sin? sin? x

Izvod inverzne funkcije
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Teorema 3.26. Neka je funkcija y = f(x) strogo monotona i neprekidna u nekoj
okolini tacke xo. Ako funkcija f ima izvod u tacki xg i ako je f'(xo) # 0, tada
inverzna funkcija f=1 ima izvod u tacki yo = f(xo) i vaZi

1
f(xo)
Dokaz. Kako je funkcija f strogo monotona i neprekidna u nekoj okolini tacke xg, to
je inverzna funkcija definisana i neprekidna u nekoj okolini U(yg) tacke yo = f(xo)

(Teorema 2.84). Primetimo da kad y — yo, tada f~(y) — f~1(y0) = o, i ako je
y # yo, onda je £~1(y) # £~ (yo) = 7o. Prema tome,

(f 1) (o) = (3.17)

lim F7Hy) — o) lim 1
Y=o Y — Yo Y—Yo Y—Yo
“1() — -1
f=Hy) 1f (Yo) (3.18)
— 1
=0 F(F(9) — (o)
f(y) —xo
Na osnovu Teoreme 2.51 (smena z = f~1(y), yli_)rg Y y) = f~Y(y) = xo, za

svako y € U(yo) vazi f-1(y) £ 30, i postoji lim L&) =S @0) _

P W) = feo) @) — )

y=vo [N y) — xo z—=T0 T — T

= f'(xo). (3.19)

Iz (3.18) i (3.19), buduéi da je f'(zp) # 0, na osnovu Teoreme 2.28 (2.20) sledi

lim ') - ) lim 1
Yy—yYo Y — Yo Y=o f(f_l(y)) - f(xo)
S y) — 2o
1

_ 1
(o)
1
i prema tome, funkcija f~! ima izvod u tacki yo i (1) (yo) = Flao) |
o
Jednakost (3.17) se moze zapisati u obliku
1
F Y () = - 3.20
U0 = BT (320
Formulu (3.17) takode zapisujemo krade:
1
Ty =7

Yu
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odnosno,
dr_ 1
dy dy’
dx

Primer 3.27. Neka je funkcija f : [—g, g} — [—1, 1] restrikcija funkcije sin. Tada
je f strogo rastué¢a i neprekidna na intervalu (—g 7) fl(x) = cosx # 0 za

svako = € (—g, g), pa funkcija f ispunjava uslove Teoreme 3.26 u svakoj tacki
intervala (—g, g) Sledi inverzna funkcija f~!(y) = arcsiny ima izvod u svakoj
tacki y € (—1,1) i vazi

1 1
f'(f=Hy))  cos(arcsiny)

Zay € (—1,1), arcsiny € ( ) pa je cos(arcsiny) > 0 i stoga® , cos(arcsiny) =

272
/1 — sin(arcsiny) = /1 — »2. Prema tome,

(arcsiny)’ = #, zay € (—1,1).
1—192
Primer 3.28. Ako je funkcija f : [0, 7] — [—1, 1] restrikcija funkcije cos. Tada je
f strogo opadajuéa i neprekidna na intervalu (0,7) i f'(z) = —sinz # 0 za svako
€ (0,m), pa funkcija f ispunjava uslove Teoreme 3.26 za svako z € (0,7). Zato
inverzna funkcija f~!(y) = arccosy ima izvod u svakoj tacki y € (—1,1) i

1 1
f'(f~'(y))  —sin(arccosy)

Zay € (—1,1), arccosy € (0,7) i sin(arccosy) > 0. Sledi?

sin(arccos y) \/ 1 — cos?(arccos y) \/ 1-—

Prema tome,

1
(arccosy) = ————, zayec (=1,1). @
1 —y?
Primer 3.29. Funkcija [ : (—g, g) — (—o00,00) koja je restrikcija funkcije tg je
strogo rastucéa i neprekidna na intervalu (—g, E). Osim toga, f'(x) = 7, #£0
oS
zaz € (— 2 2) pa funkcija f ispunjava uslove Teoreme 3.26 za svako = € (— 5 5)

31z osnovnog trigonometrijskog identiteta sin® o + cos?a = 1, a € R, sledi cos?« = 1 — sin? @,

pa je cosa = sgn (cos a)y/1 — sin? a.

4Slicno sin a = sgn (sina)y/1 — cos? o, a € R.



3.4. Pravila diferenciranja 111

Stoga inverzna funkcija f~!(y) = arctgy ima izvod u svakoj tacki y € (—o00,00) i
vazi

1 1
(f 'y = = = cos?(arctg y).
f W) 1
cos?(arctg y)
Buduéi da je cos®u = _ u;ﬁz—i-kw k € Z, to je
.] - 1 —|—tg2u7 2 ) ) J
1 1
2
t = = .
cos” (arctg y) 1+ tg2(arctgy) 1+ y?2
Prema tome,
(arctgy) = 1 zay € (—00,+00). ®
8Y)' =3 @Y , +00).

Primer 3.30. Ako je f: (0,7) — (—o0, 00) restrikcija funkcije ctg, onda je f/(z) =
g~ #0zax € (0,7)1 f ] strogo opadajuca i neprekidna na intervalu (0, 7).
Prema tome, funkcija f ispunjava uslove Teoreme 3.26 za svaku tacku x € (0,7),

7

pa inverzna funkcija f~!(y) = arcctg y ima izvod u svakoj tacki y € (—o0,00) i vazi

1 1
(f () = = = —sin?(arcctgy).
fUty) 1
sin?(arcctg y)
Kako 'esin2U*¥ u# km, k €Z,toje
J - 1 4 CthU, ) ’ J
1 1
.2
t = = .
sin” (arcetg y) 1+ ctg?(arcctgy) 1+ 9?2
Sledi
(arcctgy) = b zay € (—00,+00). ®
gY) = 1 4 y27 Yy ) .

Izvod slozene funkcije

Teorema 3.31. Neka funkcija y = f(x) ima izvod u tacki xy i neka funkcija z =
F(y) ima izvod u tacki yo = f(xo). Tada sloZena funkcija ®(z) = (F o f)(z) =
F(f(x)) itma izvod u tacki xo i vazi

' (x0) = (F o f)(z0) = F'(f(w0))f (w0)- (3.21)

Dokaz. Bududéi da funkcija f ima izvod u tacki xg ona je definisana u nekoj okolini

Uo(zo) tacke zg i neprekidna je u tacki zp. Funkcija F' je definisana u nekoj okolini

V(f(zo)) tacke f(xo) jer ima izvod u toj tacki. Kako je lim f(x) = f(zo), to
T—T0
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postoji okolina U(zg) C Up(zo) takva da je f(U(xo)) C V(f(z0)). Prema tome,
slozena funkcija ® = F o f je definisana u okolini U(zg) tacke xg. Neka je

F(f(x)) — F(f(20)) g :
B @)= Flan) za x € U(xg) ako je f(x) # f(xo)
h(z) =
F'(f(x0)), za x € (o](xo) ako je f(x) = f(zo).
Kako o lim f() = f(s0) = un i fim T2 — pry) — F(7(a0)), ma
osnovu Teoreme 2.61, sledi da je
Jim h(x) = F'(f(xo)). (3.22)

Primetimo da za x € U(x¢) vazi jednakost
f(x) = f (o)

F((@) = FU @) _ o J@) = o)

r — X T — X

Odavde i iz (3.22), na osnovu Tvrdenja 2.28 (2.19), sledi
iy 2@) = ®(z0) _ . F(f(2)) = F(f(20))
T—=xo T — X T—T0 x — 20

= lim h(z) lim f@) = o) _ F'(f(x0))f (20).

T—TQ T—TQ Tr — X

Prema tome, funkcija ® ima izvod u tacki xg i vazi ®'(xg) = F'(f(x0))f'(z0). B
Prethodnu teoremu smo mogli dokazati i na sledeéi nac¢in: Funkcija z = F'(y) je
diferencijabilna u tacki yo = f(xo), tj.
Az = F'(yo)Ay + e(Ay) Ay, (3.23)

gde je Alimoe(Ay) = 0. Funkcija € nije definisana za Ay = 0. Biée nam zgodno da
Y—

je dodefinisimo tako da bude neprekidna za Ay = 0 stavljajuéi €(0) = 0. Jednakost
(3.23) ¢e i dalje vaziti. Deledi je sa Az # 0 dobijamo

Az Ay Ay
—=F — Ay)—. .24
= PR+ danRY (324)
Funkcija y = f(z) ima izvod u tacki xg, tj. postoji grani¢na vrednost
Ay

lim —= = f'(x0). 2

Ar0 Az J o) (3:25)
Osim toga, funkcija y = f(z) je neprekidna u tacki o (jer ima izvod u toj tacki),
pa je Alim0 Ay = 0. Kako je Ay = 0 za Ax = 0, zaklju¢ujemo da je prirastaj Ay,

r—r
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posmatran kao funkcija ¢iji je argument Ax, neprekidna funkcija u tacki Az = 0.
Sada na osnovu Tvrdenja 2.77 sledi da je

AlglgIgoe(Ay) = 0. (3.26)

Prelaskom na limes kad Az — 0 u jednakosti (3.24), na osnovu (3.25) i (3.26)
dobijamo

. Ay . . Ay
_ / _ / /
m — = F'(y) Alglgmo Ar + Agmoe(Ay) Alglﬂlrno N F'(yo)f'(x0). W

Formulu (3.21) zapisujemo krace:

Zy = 2yl
odnosno,
dz dzdy
de  dydx’

Primer 3.32. Nadimo izvod funkcije y = 2%, x > 0, a € R.

Kako je

«
78 — eln:c — ealnx’

to na osnovu Teoreme 3.31 sledi
1

(xa)/ _ (ealnx)/ — ealnx(alnx)l — :L_on[5 — Oé.%‘a_l. °

Sada mozemo formirati tablicu izvoda osnovnih elementarnih funkcija. S obzirom
da se svaka elementarna funkcija dobija primenom kona¢no mnogo puta aritmetickih
operacija i operacije kompozicije funkcija nad osnovnim elementarnim funcijama, to
se koris¢enjem ove tablice, Teoreme 3.22 i Teoreme 3.31 moze naci izvod bilo koje
elementarne funkcije, naravno u tackama gde taj izvod postoji.

(¢))=0, c=const, z €R,
(%) = az* !, aeR, x>0,
(@) =a"lna, a>0,a#1, v €R,
() =e*, xeR,

1
(logax)':m, a>0,a#1, x>0,

(Inz) =—, x>0,

8|~

(sinz) = cosx, z €R,

(cosz) = —sinz, x€R,
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(tgz) = ——. m#g—l—lm, kezZ,
(ctgz) = g x £k, ke,
(arcsinz)’ = 11_x2, x € (—1,1),

(arccosz) = —\/11_7, x e (—1,1),

(arctgz) = 1_:332, x € R,
(arcctgz) = —1_:3;2, z €R.

Primer 3.33. Funkcija hiperblicki sinus je definisana sa

T —Z

e” —e€

hx=———, R,
sh x 5 T
a funkcija hiperblicki kosinus sa
X —T
chx = %, r €R.

Funkcije hiperblicki tangens 1 hiperblicki kotangens su definisane respektivno sa

shx e —e® chz eF+4e*
thw:chx:ex—ke_x’ Cthx:shx:ex—e—x’ z € R.
y=shx
y=chx
y=thx
y=cthx
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Primetimo da vaze sledece jednakosti

sh(x £y) =shxchy£chzshy, (3.27)
ch(r+y)=chachytshzshy (3.28)
ch?z —sh?z =1, (3.29)
sh2z = 2shzcha. (3.30)

Zaista,
e?—e T eY+e ¥ eT4e? eY—eY

2 2 * 2 2
<6x+y 4t Y VT _ o (aty) gty prmy gy 6—(w+y)>

shaxchy 4+ chaxshy =

>~ =

65’3+y — 67(x+y)

= =sh(e+y),

e +e ™ e¥+teV 4 e —e ™™ e¥Y—eY
2 2 2 2

<em+y 4 %Y 4 YT 4o (@Y Bty oy gy 6—($+y)>

chxchy + shashy =

1

4
:r:+y_|_ —(z+y)

= =ch(zty),

2
Jednakost (3.29) sledi iz (3.28): ch?z —sh?z = ch(z —2) = ch0 = 1.
Jednakost (3.30) sledi iz (3.27).

Primetimo jos da je formulama
xr =acost, y=bsint,

N 2 Y\ 2
parametarski zadana elipsa: (7) + <3) =1,
a

dok je formulama
x=acht, y=bsht, a, b>0, teR,

N2 Y\ 2
parametarski zadana hiperbola: (—) — (6) =1.
a

Sve ove formule ukazuju na izvesnu slicnost ovih funkcija sa trigonometrijskim
funkcijama, odakle i poti¢e njihov naziv.
Nadimo izvode hiperbolickih funkcija. Na osnovu Teoreme 3.31 sledi (e™*) =

—e~ 7 i prema tome,
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shx /_ ch2z — sh2z 1
N ch2x ~ ch2g’

(tha) = <

chzx

= — , t€R. o

chzx lishzx—chzx 1
- sh2zx sh 2z

(cthz) = (

shz

Logaritamski izvod

Neka je funkcija y = f(z) pozitivna i diferencijabilna na intervalu (a,b). Tada
je funkcija z = In f(x) definisana i diferencijabilna na intervalu (a,b). Njen izvod se
zove logaritamski izvod funkcije f i na osnovu Teoreme 3.31 vazi

@
“0) =Ty

Slede¢i primer pokazuje kako je logaritamski izvod podesan za nalazenje izvoda
nekih funkcija.

Primer 3.34. Neka su funkcije ¢ i ¢ diferencijabilne na intervalu (a,b) i neka je
@(x) > 0 za z € (a,b). Nadimo izvod funkcije y = o(z)¥®) na intervalu (a, b).
Kako je
Iny =Inp@)"™ = y(z) ne(z),
to je
¢ (x)
plx

1;’ — /(2) In () + ()

)

~—

i prema tome,

V=@ (@) + v 2 ).

Ako je y = 2%, onda je prema prethodnom

y =2%(Inz +1). e

3.5 Izvodi viSeg reda

Neka je funkcija f : (a,b) — R diferencijabilna u svakoj tacki intervala (a,b). Kao
Sto smo veé rekli u sekciji 4.1, njen izvod je funkcija nezavisno promenljive z i zove
se prva izvodna funkcija, prvi izvod ili izvod prvog reda funkcije f i oznacava sa f’
ili fO,

Ako ta funkcija f’ : (a,b) — R ima izvod u nekoj tacki zg € (a,b), onda se
taj izvod (f")'(zo) zove drugi izvod (ili izvod drugog reda) funkcije f u tacki xg i
obelezava sa f" () ili @) (o).
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Ako funkcija f’ : (a,b) — R ima izvod u svakoj tacki intervala (a,b), onda to
znaci da je na intervalu (a, b) definisana funkcija f” sa:

(Vz € (a,0)) f"(2) = (f')(2).

Funkcija f” se naziva drugom izvodnom funkcijom, drugim izvodom ili izvodom dru-
gog reda funkcije f na intervalu (a,b). Oznacava se jos i sa @,
Sliéno se definise treéi izvod funkcije f u tacki xo € (a,b) ili na intervalu (a, b):

f(xo) = (f")(wo);  (Va € (a,0)) [ (z) = (/") ().

Zove se josi izvod treéeg reda i oznacava jos i sa f(3).
Pretpostavimo da je definisan n-ti izvod funkcije f na intervalu (a,b) za neko
n €N, uoznaci f™. Tada se (n+ 1)-vi izvod funkcije f definise kao izvod funkcije

f(n);
(@) = (f"Y(), =€ (a,b),

tj.

(n) _ £(n)
(1) on  qen 4@+ Az) — f(z)
fr@) = Jimg Au

Za n-ti izvod se kaze da je izvod n-tog reda. Pod izvodom nultog reda, u oznaci f(©
podrazumevamo samu funkeiju, f(© = f.

Ako funkcija ima n-ti izvod u tacki zg, onda kazemo da je n-puta diferencijabilna
u tacki zg, n=1,2,....

Napomena 3.35. Iz pretpostavke da je funkcija n-puta diferencijabilna u tacki xg,
tj. da ima n-ti izvod u tacki zg, sledi da postoji okolina U(zg) tacke zp u kojoj
funkcija f ima izvod n — l-og reda. Zaista, f(”)(:pg) je prvi izvod funkcije f—1
u tacki g, pa postoji okolina U(xzg) tacke zp u kojoj je funkcija f=1) definisana.
Odavde sledi da ako je n > 1, funkcija ima i sve izvode reda k < n—1 u okolini U (zy),
i da su svi ti izvodi neprekidne funkcije u okolini U(zg) (s obzirom da iz postojanja
izvoda neke funkcije u datoj tacki sledi neprekidnost funkcije u toj tacki), a samim
tim je i funkcija f definisana i neprekidna u okolini U (zg).

Ako je funkcija m-puta diferencijabilna u svakoj tacki intervala (a,b), onda
kazemo da je n-puta diferencijabilna na intervalu (a,b).

Napomena 3.36. Ako je funkcija n-puta diferencijabilna na intervalu (a,b), onda
ima sve izvode do n — 1-og reda zakljuéno neprekidne na intervalu (a,b).

Za funkciju f kazemo da je n-puta neprekidno diferencijabilna na intervalu (a, b)
ako u svakoj tacki ovog intervala ima neprekidan izvod n-tog reda.

Napomena 3.37. Ako je funkcija n-puta neprekidno diferencijabilna na intervalu
(a,b), onda ima sve izvode do n-tog reda zaklju¢no neprekidne na intervalu (a, b).
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Primeri 3.38. (i) Za f(z) = a®, a >0, a # 1, vazi f'(z) = a®Ina, f"(z) = a*In’a,
z € R. Indukcijom se dokazuje da za svako n € N vazi f(")(z) = a®In"a, z € R.
Specijalno, (%)™ =e*, z € R, n € N.

ii) Neka je f(z) =z% a € R, x > 0. Tada je
(i) je f(x) ; , j
flx) =z, f"(2) = ala—1)z*2, f(z) = ala —1)(a—2)z73, ...
Indukcijom se dokazuje da za svako n € N vazi
()™ = a(a—1) - (a—n+ 1)z z>0.
(iii) Za f(x) = sinz vazi
o) — — g il
f'(z) = cosz = sin (x—i— 2) ;
f"(z) = —sinx = sin(z + 7) = sin (x + 2%) )
3)(z) = — — s il
f(z) cos T sm<x+32>,
4 (z) = sinz = si T
¥ (z) =sinz = sin <x+42> .

Indukcijom se dokazuje da je za svako n € N

inz)™ — i il
(sinz) sin (l‘ +n 2) . (3.31)
Primetimo da (3.31) vazi i za slucaj kada je n = 0.
Kako je (cosz)’ = —sinz, to je, na osnovu (3.31),
(cosz)™ = ((cosz))" ™V = (=sinz)™ D = —(sinz)»V
B 2 B 2 2

(z+n3)
= coslz+n=|).e
2
Primer 3.39. Neka je polinom P, € R[z] stepena n razvijen po stepenoma binoma
(x —a):
Puz)=co+ci(z—a)+cz(z—a)? +ez(z—a)d + -+ cula —a)™

Izrazi¢emo koeficijente ¢, k = 0,1,...,n, preko vrednosti polinoma i njegovih
izvoda u tacki a.
Jasno, P, (a) = ¢p. Nadimo prvi izvod ovog polinoma:

244 ncy(z—a)" L

Pl (z) = c1 + 2ca(x — a) + 3cz(z — a)
Odavde sledi da je P/ (a) = ¢1. Druga izvodna funkcija polinoma P, je:

Plz)=2-1-c0+3-2-c3(z—a)+-+n-(n—1) culz —a)" 2
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odakle dobijamo

pa je

Treca izvodna funkcija polinoma P, je:

Pl(x)=3-2-1-cg+---+n-(n=1)-(n—=2)-co(x—a)"?

te je
P"(a)=3-2-1-cs,
i stoga
A0
3

Nastavljajué¢i postupak, nalazimo kona¢no n-ti izvod polinoma P,,:
qun)(:v):n-(n—l)-(n—@ ----- 2:-1-¢c,=n!-cp,

pa je

odakle dobijamo

(n)
o — Py (a)
n!
Prema tome,
p p" Rgn)
Py(x) = Pn(a)+P7’l(a)(x—a)+#(x—a)2+ "35(1) (x—a)>+-- -—i—nl(a)(:c—a)". o

Teorema 3.40. Neka su funkcije f i g n-puta diferencijabilne na intervalu (a,b).
Tada je su i funkcije f+ g i f - g n-puta diferencijabilne na intervalu (a,b) i vaze
sledece formule:

(f +9) " (@) = [T (@) + g (2) (3.32)

(1)) = 3 (1)1 D@ @), 2 @b (3.33)
k=0
Formula (3.33) je poznata pod nazivom Lajbnicova formula.
Dokaz. Dokaz formula (3.32) i (3.33) izvodimo indukcijom.
Zan=1]je (f+9)'(x) = f'(x) + ' (z) i (fg)(z) = ['(2)g(z) + f(z)g'(x).
Pretpostavimo da formule (3.32) i (3.33) vaze za neko n € N. Dokazimo da one
vaze i za izvode (n + 1)-vog reda.
Vazi:

(£ + )0 = ((f +9)) = (5 + g = (FO) 4 (¢0) = fO4D o gD,
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(n+1)  _ (n)y — ~(n (n—k) (k)/
(F)™) = ((fg) )[Z%(k)f g ]

_ Zn: <Z> (f n—k+1)g _|_f(n—k)g(k+1)>

k=0

B g

k=0

(n n— n n— n
_ g0 Z ( ) Forr g |3 <k> OB B4 | f(0) ().
k=0

Zamenimo sada indeks sumiranja u drugoj sumi: stavimo da je p = k + 1, pa je

k=p—11i Z;é (z)f(n—k)g(kﬂ) =30 (pﬁl)f(”_P“)g(p). Ako u prvoj sumi

umesto indeksa k stavimo indeks p, pri ¢emu je p = k, dobijamo

(f)m+) = frtDg© 3 <”> Fo—ptn) o)
p_
n n - .
'y ( 8 1) FEmpD) ) | O 1)
p=1 P
— g0 13 ((”) N < n >> FOmpD) (5) | (0) (41,
S\ p—1

Kako je () + (,) = (7)1 (%) = (1) =1, to e

p—1 D n+1
(n+1) (n+1) (0) ~ (n+1 (n+1—=p) () L £(0) (n+1)
(f9) = frthg Ly forttplgle) 4 f0)g
p
p=1
n+1
= Z (n;— 1) Fnt1-p) (1) m

p=0

Primer 3.41. Neka je f(z) = 2°2%. Pomocu Lajbnicove formule nadimo f(10),
Kako je (z3)(M) = 322, (23)® =3.22, (%)) =3.2=6, (z%)® =0, (23)®) =0,
., (@319 =0, to je

(@327)(10) — (22)(10),8 <110> (27)) (23)(V) 4 (10) (27)®) (%))

2
1 1 1
+ 0 25N (23 4 0 (27O (3D 4. 4 0 2% (23)10)
3 4 10
= 22.2°In'%2 + 10 - 322 - 2°In”2 + 029 6 - 2%In82 +
10-9-
0-9 8-6-2”611172:
2.3

= 232%In'92 + 30 22 271n%2 + 270 2 2%1n82 + 720 2%In"2.
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Prvi i drugi izvod funkcije date u parametarskom obliku

Neka su funkcije
x=p(t), y=1() (3.34)
definisane u nekoj okolini tacke ¢y i neka je jedna od njih, recimo, ¢ strogo monotona i
neprekidna u toj okolini. Tada postoji okolina tacke p(ty) = xo, u kojoj je definisana
inverzna funkcija t = p~!(z), a takode i slozena funkcija y = (¢! (x)). Za funkciju
y = ¥(p (7)) kazemo da je parametarski data formulama (3.34).
Ako funkcije ¢ i1 imaju izvod u tacki tg i ako je pri tom ¢'(tg) # 0, tada slozena
funkcija y = ¥(p~!(z)), ima izvod u tacki zg i vazi
/ w/(to)
V)= 5. (3.35)

Zaista, na osnovu Teoreme 3.31 i Teoreme 3.26 sledi

Y (o) = ¥ (0™ (x0)) (¢~ ") (20) = ¥/ (to)

¢'(to)  ¢'(to)

Formulu (3.35) krace zapisujemo:
Y =2 (3.36)

Ako su jos funkcije ¢ i ¢ dva puta diferencijabilne u tacki ¢y, tj. ako postoje ¢” (o) i
" (to), tada postoji iy, (zo) i opet na osnovu Teoreme 3.31 i Teoreme 3.26 i (3.36)
vazi
AN AN N/
7 N, Yt Yy / Ye 1
diteo) = (eeten) = () o) = (%) w0) alon) = (£) (t0) s
y" (to)z'(to) — ¥/ (to)2" (to) 1
(2'(t0))? zi(to)
y"(to)a' (to) — y'(to)2” (to)
(@' (t0))?
P (to)¢' (to) — ¢'(to)¥” (to)
(¢'(t0))?

Primer 3.42. Neka je funkcija zadana formulama

x =a(t —sint), y=a(l —cost), a>0, t €R.

Moze se pokazati da funkcija x = a(t —sint) strogo raste. Na osnovu (3.36) imamo:

. ot t
, asint 2sin 5 cos 5 t

t)) = = =ctg -, t#2km, keZ,
Ya((t)) a(l — cost) 2sin2% cg2 7 2km

i prema tome,
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ILI
Prvi i drugi izvod funkcije date u parametarskom obliku

Neka su funkcije
v=u(t), y=y(t) (3.37)
definisane u nekoj okolini tacke t( i neka je jedna od njih, recimo, x strogo monotona i
neprekidna u toj okolini. Tada postoji okolina tacke z(tg) = zg, u kojoj je definisana
inverzna funkcija ¢ = ¢(x), a takode i slozena funkcija y = y(t(z)). Za funkciju
y = y(t(z)) kazemo da je parametarski data formulama (3.37).
Ako funkcije = i y imaju izvod u tacki ¢g i ako je pri tom z/(tg) # 0, tada slozena
funkcija y = y(t(x)), ima izvod u tacki xy i vazi
y'(to)

y'(x0) = o) (3.38)

Zaista, na osnovu Teoreme 3.31 i Teoreme 3.26 sledi

Y (20) = yh(t(zo))t. (o) = yg(to)i _ yé(to)7
' ‘ (k) llto)
krace 1 ,
Ui
Y, =yt = ygg = (3.39)

Ako su jos funkcije 2 i y dva puta diferencijabilne u tacki ¢g, tj. ako postoje z”(tp) i
y" (to), tada postoji i ., (zo) i opet na osnovu Teoreme 3.31 i Teoreme 3.26 i (3.36)
vazi
) = Wkten = (%) o= (%) e o = () w0 2
Pt T R g )Y T ), T ) ()
y" (to)z'(to) — y'(to)2" (to) 1
(2'(to))? xy(to)
y" (to)a' (to) — y'(to)z" (to)
(@' (t0))? ’

krace
== (U = (1) g the i 1l iy
Tt/ a Ty /) ¢ Ty Ty Ty
Primer 3.43. Neka je funkcija zadana formulama
x =a(t —sint), y=a(l —cost), a>0, t€R.

Moze se pokazati da funkcija x = a(t — sint) strogo raste. Na osnovu (3.39) imamo
(umesto (y(t(z))). pisemo krace y.,)

T

. . t t
/ asint 2sin 5 cos 5 t
= = =ctg -, t#2km, kecZ,
Y= a(l — cost) 2sin? § &3 7 2km
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i prema tome (umesto (y(¢(z)))7, pisemo krace yZ.),

y/l: Ctgfl't/: Ctgéli:_ 1 . 1 — ! )
e 2/, ° 2), w 2sin*§  2asin® L 4a sin*

3.6 Osnovne teoreme diferencijalnog racuna

Znacajne su primene izvoda funkcije. Naime, utvrdujuéi osobine izvodne funkcije
f' moZemo izvesti zakljucke o osobinama funkcije f, odnosno, izvodna funkcija f’
se koristi za ispitivanje funkcije f. Sve te primene, a takode i uspostavljanje veze
izmedu diferencijalnog i integralnog rac¢una, se zasnivaju na cetiri osnovne teoreme:
Fermaovoj®, Rolovoj®, Lagranzovoj” i Kosijevoj. Rolova, Lagranzova i Kogijeva
teorema su poznate pod zajednickim nazivom teoreme o srednjoj vrednosti.

Lokalni ekstremum funkcije. Fermaova teorema

Definicija 3.44. Neka je funkcija f definisana u nekoj okolini tacke xg. Za xg
kazemo da je tacka lokalnog maksimuma (minimuma) ako postoji § > 0 tako da je

f(x) < f(zo) (f(z) > f(xo)) zasve x € (xg— 6,20+ 9). (3.40)

Broj f(zo) se onda zove lokalni maksimum (minimum) funkcije f.
Ako postoji 6 > 0 tako da je

f(x) < f(zo) (f(x) > f(xg)) zasve x € (g — d,20) U (g, 20+ 0),

onda kazemo da je xg tacka strogog lokalnog maksimuma (minimuma), a broj f(xo)
strogi lokalni maksimum (minimum) funkcije f.

Tacke (strogih) lokalnih minimuma i (strogih) lokalnih maksimuma se nazivaju
tackama (strogih) lokalnih ekstremuma, a odgovarajuée vrednosti funkcije u tim
tackama se zovu (strogi) lokalni ekstremumi funkcije.

Ako je xg tacka lokalnog ekstremuma funkcije f, govoriéemo jo$ i da funkcija f
ima lokalni ekstremum u tacki zg.

Primer 3.45. Neka je

277 z <0
flay=4 20, 0<z<1
2 rz>1

Tada je 0 tacka strogog lokalnog minimuma, 1 je tacka lokalnog maksimuma, a svaka
tacka x € (1,400) je istovremeno i tacka lokalnog maksimuma i tacka lokalnog
minimuma. e

®Pierre de Fermat (1601-1665), francuski matematicar
5Michel Rolle (1652-1719), francuski matematicar
"Joseph Louis Lagrange (1736-1813), francuski matematicar
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Primer 3.46. Za funkciju f(z) = cosz, svaka tacka zor = 2km, k € Z, je tacka
strogog lokalnog maksimuma i taj lokalni maksimum je jednak 1, dok je svaka tacka
ZTop+1 = (2k + 1)m, k € Z, tacka strogog lokalnog minimuma koji je jednak —1. e

Primer 3.47. Funkcija f(x) = |sgnz|, € R, ima strogi lokalni minimum u tacki
0, a u svakoj tacki x # 0 ima istovremeno i lokalni maksimum i lokalni minimum. e

Za funkcija f(z) = v/x, vrednost funkcije u tacki 0 je manja od vrednosti funkcije
u ma kojoj drugoj tacki domena Dy = {x € R : > 0}. Medutim funkcija je
definisana samo u desnoj okolini tacke x = 0, pa, u skladu sa naSom definicijom,
ova tacka nije tacka lokalnog minimuma.

Napomena 3.48. Tacka xg je tacka lokalnog ekstemuma funkcije f ako i samo ako
prirastaj funkcije u tacki xg, Af = f(xo+ Azx) — f(zp), ne menja znak pri prolasku
argumenta kroz tacku xg, odnosno pri promeni znaka prirastaja Az. Naime, xg
je tactka lokalnog maksimuma (minimuma) ako i samo ako je Af < 0 (Af > 0)
nezavisno od znaka dovoljno malog Az (Az treba da bude dovoljno malo da bi tacka
xo+ Ax pripadala d-okolini tacke xo u kojoj vazi nejednakost (3.40)). Pri tom, zq je
tacka strogog lokalnog maksimuma (minimuma) ako i samo ako je Af <0 (Af > 0)
nezavisno od znaka dovoljno malog Az # 0.

U tacki lokalnog ekstremuma funkcija ne mora da ima izvod. Primer za to je
funkcija f(x) = |z|, koja ima strogi lokalni minimum u tacki z = 0, ali u ovoj
tacki funkcija nema izvod (videti Primer 3.5). Sledeéa teorema pokazuje da ukoliko
funkcija u tacki lokalnog ekstremuma ima izvod, on mora biti jednak 0.

Teorema 3.49. (Fermaova teorema) Neka funkcija f u tacki xo ima lokalni ek-
stremum. Ako funkcija f ima izvod u tacki xq, onda je f'(xg) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je xg tacka lokalnog maksimuma i da funkcija ima izvod
u toj tacki. Tada postoji 6 > 0 tako da za sve x € (g — §, 29 + §) vazi nejednakost
f(z) < f(xo), tj- f(z)— f(zo) < 0. Stoga, ako = € (xg — 0, xp), sledi x — xg < 0, pa

je
M > 0, (3.41)
T — X0
a ako x € (xg,zo + J), onda je x — zy > 0, te je
M <0. (3.42)
T — X0

S obzirom da funkcija f ima izvod u tacki xg, to, na osnovu Teoreme 3.3, ona ima
ilevi i desni izvod u ovoj tacki i vazi jednakost

f'(xo) = fi(wo) = L (x0). (3.43)
Iz (3.41), na osnovu Tvrdenja 2.25, sledi
flmg) = tim LB =S@) (3.44)

z—x0—0 T — Xo
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dok iz (3.42) dobijamo
f(x) — f(o)

filwo) = lim == = <0. (3.45)
Iz (3.43), (3.44) i (3.45) sledi f'(xo) = fL(z0) > 01 f'(x0) = fi(xo) < 0, pa je
f'(xo)=0. W
I nacin:

Dokaz. Pretpostavimo da je xg tacka lokalnog maksimuma i da funkcija ima izvod
u toj tacki. Tada postoji 0 > 0 tako da za sve x € (xg — d, 29 + 0) vazi nejednakost
f(z) < f(=zo), tj. f(x)— f(zo) <0. Stoga, ako = € (zg — 6§, x0), sledi x —zo < 0, pa
je
Tr — X
a ako x € (xp,zp + 0), onda je x — zy > 0, te je
f(z) = f(zo) <0. (3.47)
Tr — X
S obzirom da funkcija f ima izvod u tacki xg, postoji grani¢na vrednost
L 1) = F(0)
T—T0 Tr — X0

i na osnovu Tvrdenja 2.10 sledi da postoje i leva i desna grani¢na vrednost, i da su
jednake, tj. vazi jednakost

lim M: lim M: lim M_ (3.48)

T—T0 T — X0 z—x9—0 T — X0 z—xo+0 T — X

Iz Tvrdenja 2.25, prelaskom na grani¢nu vrednost u (3.46) kad x — xo — 0, sledi

lim f(z) = f(zo) >0, (3.49)
z—x9—0 T — X0
dok prelaskom na graniénu vrednost u (3.47) kad = — xo + 0 dobijamo
fim L@ =@ (3.50)

T—x0+0 T — X0

Sada iz (3.48), (3.49) i (3.50) sledi

lim f(@) = fl=o) ~0i lim f(x) = fl=o) <0
T—x( T — X B T—T0 T — o -
pa je f'(zg) = lim fl@) = f(wo) =0. 1

T—T0 Tr — X
Kao §to vidimo iz dokaza Fermaove teoreme, bilo je dovoljno pretpostaviti da

x)— J&
postoji grani¢na vrednost lim M
T—rTQ T — X

, odnosno da postoji izvod u tacki xg u
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Sirem smislu. Dakle, ako postoji izvod u Sirem smislu u tacki lokalnog ekstremuma,
onda on mora biti jednak 0.

Geometrijska interpretacija Rolove teoreme je slede¢a: ako u tacki lokalnog ek-
stremuma z( funkcija ima izvod, onda postoji tangenta grafika funkcije u tacki
(xo, f(xp)) 1 pri tome, ona mora biti paralelna z-osi. Kao $to smo veé rekli, funkcija
u tacki lokalnog ekstremuma ne mora imati izvod. Tako na primer, za funkciju
f(x) = |sgnz|, z € R, tacka = = 0 je tacka lokalnog minimuma, medutim funkcija
nema izvod u ovoj tacki jer nije neprekidna u ovoj tacki.

Fermaova teorema govori o tome da je potreban uslov, da diferencijabilna funkcija
u tacki xzg ima lokalni ekstremum u toj tacki, je da izvod u toj tacki bude jednak
0. Medutim ovo nije i dovoljan uslov, tj. ako je izvod funkcije u nekoj tacki jednak
0, ta tacka ne mora biti tacka lokalnog ekstremuma. Na primer, funkcija f(z) = 3
ima u tacki x = 0 izvod jednak 0, ali ova tacka nije tacka lokalnog ekstremuma.
Prema tome, nule prvog izvoda su samo kanditati za tacke lokalnih ekstremuma
diferencijabilne funkcije.

Primetimo da ako je funkcija definisana u jednostranoj okolini tacke u kojoj inace
dostize najvecu ili najmanju vrednost u toj okolini, i u kojoj postoji jednostrani
izvod, onda taj izvod ne mora da bude jednak 0. Primer za to je funkcija f(x) = z,
x € [0, 1], koja u tacki z = 0 dostize najmanju, a u tacki z = 1 najveéu vrednost na
segmentu [0, 1], medutim f’ (0) = f (1) = 1.

Rolova teorema

Rolova teorema je prva od tri teoreme o srednjoj vrednosti. Dokazuje se pomocu
Fermaove teoreme, a na osnovu nje se dokazuju druge dve teoreme o srednjoj vred-
nosti.

Teorema 3.50. (Rolova teorema) Za funkciju f : [a,b] — R neka su ispunjeni
sledeci uslovi:

(i) f je neprekidna na segmentu [a, b],
(ii) f je diferencijabilna u intervalu (a,b),

(iii) f(a) = f(b).
Tada postoji tacka & € (a,b) tako da je f'(£) = 0.

Dokaz. Ako je funkcija f konstantna, ond je f/'(z) = 0 za svako = € (a,b), pa za &
mozemo uzeti bilo koju tacku iz intervala (a,b).

Pretpostavimo da funkcija f nije konstantna. Kako je f neprekidna na segmentu,
to na osnovu Vajerstrasove teoreme ona dostize svoj supremum i infimum, tj. postoje
tav cke x,,, xp € [a,b] tako da je f(x,,) = m = I<Ilir<lbf(l‘) ifley) = M =

a<z<
Igai(bf(x). Tada je M # f(a) = f(b) ili m # f(a) = f(b), jer u protivhom iz
a<z<
M = f(a) i m = f(a) bi sledilo M = m, pa bi funkcija bila konstantna, sto je
suprotno pretpostavci. Neka je, recimo M # f(a) = f(b). Kako je M = f(xp),
odavde sledi da je zp # a i xpy # b, pa xpy € (a,b). Prema tome, funkcija je
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definisana u dvostranoj okolini tacke xp; i u njoj dostize najveéu vrednost, pa je
x s tacka lokalnog ekstremuma. Buduéi da je funkcija f diferencijabilna u intervalu
(a,b), a zpr € (a,b), funkcija je diferencijabilna u tacki zs, te na osnovu Fermaove
teoreme zakljucujemo da je f'(xp;) = 0. Prema tome, za tacku £ mozemo uzeti z;.

Geometrijska interpretacija Rolove teoreme je sledeéa: Ako neprekidna kriva
y = f(x) ima tangentu u svakoj tacki, i ako su ordinate krajnjih tacaka krive
jednake, onda na krivoj postoji tacka u kojoj je tangenta paralelna z-osi.

Primetimo da Rolova teorema tvrdi egzistenciju broja & takvog da je f'(§) =,
ali ne utvrduje i sam taj broj, tj. ne daje efektivni postupak za njegovo nalazenje.
Dalje, ova teorema utvrduje egzistenciju barem jedne tacke u kojoj je izvod funkcije
jednak 0, ali ima slu¢ajeva kad takvih tacaka moze biti i visSe.

Napomenjemo da je svaki od uslova u Rolovoj teoremi bitan za vazenje tvrdenja
teoreme. Naime, funkcija f : [0,1] — R definisana sa

fl(l‘):{ x, za x€][0,1)

0, za x = 1.

Ova funkcija je ima izvod u svakoj tacki intervala (0, 1), takode, ima jednake vred-
nosti na krajevima segmenta, f1(0) = fi(1) = 0, tj. ispunjava uslove (ii) i (iii)
Rolove teoreme, ali ne ispunjava uslov (i), jer nije neprekidna sleva u tacki z = 1.
Primetimo da je f{(x) = 1 za svako x € (0,1), dakle ne postoji tacka iz intervala
(0,1) u kojoj bi izvod bio jednak 0.

Funkcija fo = |z|, z € [—1, 1], ispunjava usove (i) i (iii), ali ne ispunjava uslov (ii),
jer u tacki x = 0 funkcija nema izvod. Takode, i ovde ne postoji tacka £ € (—1,1)
takava da je f5(§) =0, jer je fi(x) = —1xaz € (—1,0) i fi(x) =1zaxz € (0,1)

Dalje, funkcija f3(x) =z, x € [0, 1], ispunjava uslove (i) i (ii), ali ne i uslov (iii),
jer je f3(0) =0# 1= f3(1). Ovde je f3(x) =1 # 0 za svako z € (0, 1).

Iz Rolove teoreme sledi da se izmedu dve nule diferencijabilne funkcije nalazi
nula pvog izvoda te funkcije. Preciznije:

Posledica 3.51. Ako je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na [a,b], diferencijabilna
u intervalu (a,b) ¢ f(a) = f(b) =0, tada postoji & € (a,b) tako da je f'(§) = 0.

Lagranzova teorema i neke posledice
Jedna od najéesée primenjivanih teorema diferencijalnog ra¢una je slede¢a La-
granzova teorema o srednjoj vrednosti.

Teorema 3.52. (Lagranzova teorema) Za funkciju f : [a,b] — R neka su ispunjeni
sledeci uslovi:
(i) f je neprekidna na segmentu |a,b|,

(ii) f je diferencijabilna u intervalu (a,b),

Tada postoji tacka & € (a,b) tako da vazi jednakost
fb) = fa) = f(E)(b - a). (3.51)
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Dokaz. Jednacina secice odredene tackama A(a, f(a)) i B(b, f(b)) je
f(b) = f(a)

b—a

y=f(a)+ (x — a). (3.52)

Desnu stranu u formuli (3.52) ozna¢imo sa [(z), odnosno posmatrajmo linearnu

funkciju
la) = f(a) + TS

Zanjuvazidajel(a) = f(a)il(b) = f(b), tj. vrednosti funkcije [ u krajnjim tackama
segmenta [a, b] jednake su odgovarajuéim vrednostima funkcije f. Linearna funkcija
[ je neprekidna na [a,b] i ima izvod u svakoj tacki intervala (a,b):

(z — a).

V) = 1O =) (3.53)

Posmatrajmo sada funkciju

F(z) = f(z) = U(z) = f(x) = fla) = =—5———

Ova funkcija ispunjava uslove Rolove teoreme, tj. neprekidna je na segmentu [a.b]
(kao razlika dve neprekidne funcije), diferencijabilna u intervalu (a,b) (kao razlika
dve diferencijabilne funkcije) i pri tom je, na osnovu (3.53),

f(0) — f(a)
b—a

a, s obzirom da je F'(a) = f(a)—1(a) =01 F(b) = f(b)—1(b) =0, vazi F'(a) = F(b).
Na osnovu Rolove teoreme zakljucujemo da postoji £ € (a,b), tako da je

Fl(x) = f'(x) = '(x) = f'(z) — (3.54)

F'(€) = 0. (3.55)
Iz (3.55) i (3.54) sledi
fio-0O=I@ _
pae fi(g) = T g

Geometrijska interpretacija Lagranzove teoreme objasnjava motivaciju za kon-
stukciju funkcije F' u dokazu teoreme. Naime, ako neprekidna kriva y = f(x) ima
tangentu u svakoj tacki, onda na delu krive izmedu tacaka A(a, f(a)) i B(b, f(b))
postoji tacka (&, f(§)) tako da je tangenta krive u toj tacki paralelna secici odredenoj
tackama A i B.

Primetimo da je Rolova teorema specijalan slucaj Lagranzove teoreme, jer za
slucaj da je f(a) = f(b), iz (3.51) sledi f/(§) = 0. Lagranzova teorema utvrduje
egzistenciju barem jednog broja & takvog da vazi (3.51), i kao 3to je veé¢ i kod
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Rolove teoreme, takvih brojeva moze biti vise. Kao i Rolova i Lagranzova teorema
ne utvrduje postupak kako se dolazi do takvog broja &.

U sledeéem tvrdenju I je jedan od intervala oblika [a,b], [a,b), (a,b], (a,b),
(a,+00), [a,+00), (—o0,b), (—o0,b], (—o0,+00), gde su a,b € R. Kazemo da je
funkcija f : I — R neprekidna na I, ukoliko je neprekidna u svakoj unutrasnjoj
tacki intervala I, za sluc¢aj da a € I, neprekidna zdesna u a, i za slucaj da b € I,
neprekidna sleva u b.

Teorema 3.53. Neka je funkcija f : I — R neprekidna na intervalu I i neka
ima izvod u svim unutrasnjim tackama tog intervala jednak 0. Tada je funkcija f
konstantna na intervalu 1.

Dokaz. Odredenosti radi neka je I = [a,b), a,b € R. Neka su 1 i x2 proizvoljne
tacke iz intervala I i neka je x1 < z9. Tada je a < x1 < x3 < b, pa je funkcija
neprekidna na segmentu [z1, x2| i diferencijabilna u intervalu (x, z2). Prema tome,
funkcija f ispunjava uslove Lagranzove teoreme na segmentu [z1, z3], odakle sledi
da postoji tacka £ € (x1,x2) tako da je

fl@2) = f(z1) = f'(§) (22 — 21). (3.56)
Buduéi da je £ unutrasnja tacka intervala I, sledi f'(£) = 0. Sada iz (3.56)dobijamo
f(x1) = f(x2). S obzirom na proizvoljnost tacaka x1 i x2, zakljué¢ujumo da je

funkcija f konstantna na intervalu I.

Za ostale tipove intervala tvrdenje se dokazuje analogno. B

Sledeéa posledica omogucava uspostavljanje veze izmedu diferencijalnog i inte-
gralnog racuna.

Posledica 3.54. Neka su funkcije f, g : I — R neprekidne na intervalu I i imaju
jednake izvode u svim unutrasnjim tackama tog intervala. Tada se funkcije f i g
razlikuju za konstantu na intervalu I.

Dokaz. Uocimo funkciju F(x) = f(x)—g(x). Ova funkcija je neprekidna na intervalu
I, kao razlika neprekidnih funkcija, i ima izvod u svakoj unutrasnjoj tacki x intervala
I jednak 0, jer F'(x) = f'(z) — ¢’(x) = 0. Funkcija F ispunjava uslove Teoreme
3.53, odakle sledi da je F' konstantna funkcija na intervalu I. Prema tome, postoji
C € R tako da je F(x) = C za svako x € I, pa je f(z) = g(x) + C za svako = € I,
tj. funkcije f i g se razlikuju za konstantu na intervalu /. H

Primeri 3.55. (i) Pokazimo da je
arctgx + arcctg x = g, za svako x € R. (3.57)

Neka je F(z) = arctgx + arcctgx, x € R = (—o0,+00). Ova funkcija je neprekidna
na skupu R, diferencijabilna u svakoj tacki z € R i

1 1
F'(z) = (arctgx)' + (arcctgz) =

—1+$2—1+$2:O, za svako = € R.
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Na osnovu Tvrdenja 3.53 sledi da je funkcija F' konstantna na skupu R, tj. postoji
C € R tako da je F(z) = C za svako x € R. Odavde

T T T
— F(1) = arctg 1 tgl=2 42 =2
C (1) = arctg 1 + arcctg 4+4 5
pa je F(x) = g za svako x € R, tj. vazi (3.57).
(ii) Pokazimo da je
arcsin x + arccos x = g, za svako x € [—1,1]. (3.58)

Neka je G(z) = arcsinz + arccosz, = € [—1,1]. Funkcija G je neprekidna na
segmentu [—1,1] kao zbir dve neprekidne funkcije x +— arcsinz i x — arcsinz.
Buduéi da funkcije « + arcsinx i  — arcsinx imaju izvod u svakoj tacki intervala
(—1,1), to i funkcija G ima izvod u intervalu (—1,1) i vazi:

1 1
G'(z) = (arcsinz)’ + (arccosz) = =0 za svako x € (—1,1).

_\/1—x2_\/1—x2

Iz Tvrdenja 3.53 sledi da je funkcija G konstantna na segmentu [—1,1], tj. postoji
C € R tako da je G(z) = C za svako z € [—1,1]. Odavde

C’:F(l):arcsinl—i—arccosl:g—i—O:g,

paje G(x) = g za svako x € R, tj. vazi (3.57). e

Sledeca teorema nam govori da ako postoji desni limes izvoda u tacki u kojoj je
funkcija inace neprekidna zdesna, da onda postoji i desni izvod funkcije u toj tacki
i da je upravo jednak tom limesu. Krace, desni limes izvoda u tacki, gde je funkcija
neprekidna zdesna, je desni izvod.

Tvrdenje 3.56. Neka je funkcija f neprekidna na intervalu [a,b), a € R, b € R,
i diferencijabilna u intervalu (a,b) i neka postoji konacna ili beskonaéna graniéna
vrednost lim f'(z). Tada je

x—a—+0

fi(a) = lim f'(z). (3.59)

r—a+0

Dokaz. Neka je linr}ro f'(z) = L € Rineka je x € (a,b) proizvoljna tacka. Funkcija
T—ra

f ispunjava uslove Lagranzove teoreme na segmentu [a, z|, pa postoji tacka § € (a, x)
takva da je

f(@) = fla) = f'(E)(z —a). (3.60)
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Tacka & zavisi od z i za svako fiksirano x moze biti vise takvih tacaka £ za koje vazi
(3.60), tj. & = &(x) je viseznacna funkcija promenljive x. Za svako = € (a,b) izabe-
rimo jednu (bilo koju) tacku & za koju vazi (3.60) i tako ¢emo dobiti jednoznaénu
funkciju & = £(x). Prema tome,

=== f(¢()), (3.61)
i za funkciju £ = £(z) vazi da je a < {(z) < x i

xgg—l&-ﬁ 5(:1;) -

Buduéi da postoji lin}r o f'(x) = L, na osnovu teoreme o smeni promenljive pri
Tr—a
izracunjavanju limesa zaklju¢ujemo da postoji lin41_ . f'(&(z)) i da vazi jednakost
T—a

lim f/(¢(x)) = L.

r—a+0

Na osnovu (3.61) zakljué¢ujemo da postoji

i) S,

z—a+0 Tr—a
To znaci da funkcija f ima desni izvod u tacki a i da je f) (a) = L, tj. vazi (3.59).
|

Da je prepostavka o neprekidnosti funkcije f u tacki a zdesna bitna govori primer
funkcije f(z) = sgnx. Ova funkcija je diferencijabilna u intervalu (0, +00), f/(z) =0
za svako x € (0,400), pa je hr&o f'(x) = 0. Medutim funkcija f nije neprekidna

z—

zdesna u 0 i, kao §to smo veé¢ pokazali u Napomeni 3.17, f (0) = +oo.

Slede¢a tvrdenja se odnose na levi i dvostrani izvod, respektivno, i dokazuju se
slicno Tvrdenju 3.56.

Tvrdenje 3.57. Neka je funkcija f neprekidna na intervalu (a,b] i diferencijabilna
w intervalu (a,b). Ako postoji konacéna ili beskonaéna graniéna vrednost lillr]nO f(x),
z—>b—

onda je

fL(b) = lim f'(x).

z—b—0
Limes izvoda u tacki, gde je funkcija inace neprekidna, je izvod u toj tacki.
Tvrdenje 3.58. Neka je funkcija f neprekidna na intervalu (a — d,a + 0) i difer-

encijabilna u intervalima (a — 9, a) i (a,a + 8). Ako postoji konacna ili beskonacna
granicna vrednost lim f'(z), onda je
r—a

f'(a) = lim f'(x).

T—ra
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e *(2 —3x)

Primer 3.59. Neka je f(z) = Va2e™®. Tada je za 2 # 0, f/(z) = 3Tx
x

Buduéi da je funkcija f neprekidna u 0 i da postoje

i, £(2) = tim 2= = () = o

z——0 z——0 3\3/5 —0
i ( )
. , e H2-=3x) (2
zligrlof () = ml_lfﬂo 39z = (—|—0 = +00,

na osnovu Tvrdenja 3.56 i 3.57, sledi da je f/ (0) = —oco i f (0) = +oc. e

Primetimo da ako ne postoji limes izvoda u nekoj tacki a, to ne znaci da funkcija
nema izvod u tacki a. Drugim rec¢ima, egzistencija izvoda funkcije u nekoj tacki nije
(8to se dalo i ocekivati) dovoljan uslov za egzistenciju graniéne vrednosti izvoda u
toj tacki. Ovo ilustrujemo sledeé¢im primerom.

Primer 3.60. Neka je

1

2 2 e -
() 21 + s1nx, x #0,
0, z =0.

1 1 1
Zax #0je f'(x) = 4z + 2z sin — — cos —. Buduéi da postoji lim (4:5 + 2z sin ) =
x x 20 x

1
0, dok lin%) cos — ne postoji, na osnovu Tvrdenja 2.32 zakljucujemo da ne postoji ni
r— X

lirr%) f'(x). Medutim funkcija f ima izvod u 0:
z—

1
_ 22% + 2% sin —
£ = tm WSO T

z—0 xTr — x—0 T

1
= lim <2:U + xsin > =0.e
T

x—0

Kosijeva teorema

Rolova, Lagranzova, a takode i naredna, KoSijeva teorema govore o egzistenciji
tacke £ koja se nalazi izmedu tacaka a i b, koja bi se stoga mogla nazvati ”srednjom
tackom” odnosno ”srednjom vrednoséu”, i za koju vazi neka jednakost. Otuda i ove
teoreme nose zajednicki naziv: toreme o srednjoj vrednosti.

Kosijeva teorema je uopstenje Lagranzove teoreme.

Teorema 3.61. (Kosijeva teorema) Za funkcije f, g : |a,b] — R neka su ispunjeni
sledeéi uslovi:

(i) f i g su neprekidne funkcije na segmentu [a, b],
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(ii) f i g su diferencijabilna u intervalu (a,b), pri ¢emu je ¢'(x) # 0 za svako
x € (a,b).

Tada postoji tacka & € (a,b) tako da vaZi jednakost

f) = fla) _ (&)
g(b) —gla)  ¢'(&)

Dokaz. Pokaza¢emo najpre da razlomak na levoj strani u (3.62) ima smisla, tj. da
je njegov imenilac ¢g(b) — g(a) # 0. Ako bi bilo ¢g(b) — g(a) = 0, tj. g(b) = g(a),
onda bi funkcija g ispunjavala uslove Rolove teoreme na segmentu [a, b], odakle bi
onda sledilo da postoji z € (a,b) tako da je ¢’(x) = 0, Sto je suprotno pretpostavci.
Prema tome, g(b) — g(a) # 0.

Uoc¢imo sada pomoénu funkciju F(z) = f(x) — Ag(x), = € [a,b], gde broj A
odredujemo iz uslova da je F(a) = F(b), tj. f(a) — Ag(a) = f(b) — Ag(b). Prema

(3.62)

tome,
_ 0 - 1)
M 90) ~ gl (369
1 o fD = f@)
F(@) = fa) = 1 900)

Funkcija F' u tom slu¢aju ispunjava uslove Rolove teoreme (osim F'(a) = F(b) vazi
i da je neprekidna na [a,b] i diferencijabilna u intervalu (a,b)), odakle sledi da
postoji tacka & € (a,b) tako da je F'(§) = 0. Kako je F'(x) = f'(x) — A\¢'(2), to je
F'(€) = Ag'(€) = 0, i stoga

(3.64)

Iz (3.63) i (3.64) sledi (3.62). W

Lagranzova teorema je specijalan slucaj Kosijeve teoreme. Naime, u slucaju
kada je g(z) = x, iz formule (3.62) se dobija formula (3.51).

Kosijeva teorema ima istu geometrijsku interpretaciju kao i Lagranzova teo-
rema. Da bismo lakse uocili geometrijsku interpretaciju Kosijeve teoreme, umesto
promenljive z, z € [a,b], u Kosijevoj teoremi uzmimo promenljivu ¢, t € [a, 3], a
umesto funkcija f i g, uzmimo funkcije ¢ i ¢, tim redom. Ako funkcije ¢ i ¢ is-
punjavaju uslove Kosijeve teoreme na segmentu [« 5], onda postoji tacka p € [, S]

tako da vazi:

$(8) = vl(a) _ ¥ ()

p(B) —wle) @)
Za krivu parametarski zadanu jednac¢inama x = ¢(t), y = ¥(t), t € [a, f], izraz na
levoj strani u (3.65) predstavlja koeficijent pravca secice odredene tackama A(p(a), ¥ («))
i B(¢(B),v(5)), dok je izraz na desnoj strani koeficijent pravca tangete krive u tacki
C(e(p), () (videti (3.35)). Prema tome, na delu krive izmedu tacaka A i B pos-
toji tacka C' u kojoj je tantenta krive paralelna secici odredenjoj tackama A i B.

(3.65)
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3.7 Lopitalova pravila

Ako su funkcije f i g beskonaéno male kad =z — a, a € R, u opstem sluéaju ne
mozemo nista zakljuciti o grani¢noj vrednosti njihovog koli¢nika. U zavisnosti od
funkcija f i g, grani¢na vrednost

lim L) (3.66)

z—a g(x)

moze biti jednaka nekom kona¢nom broju, ili biti jednaka +oc ili —o0, ili ne postojati
uopste.
Na primer, funkcije f(z) =z — 1, g(z) = (x — 1)3, h(z) = (z — 1)%, z € R, su
1

beskona¢no male kad x — 1, a lim @ = lim ——— = +o00, dok lim M =
1 g(x) =1 (x —1)2 z—1 f(x)
1
lim(z —1)? = 0. S obzirom da je lim @) = lim =—o0i lim @) =
z—1 z—1-0 h(ﬂf) z—1-0x — 1 z—140 (:C)
: B . . flx) .
mll}rlr}ro o 400, grani¢na vrednost il_}ml @) = i1_>rnl p— ne postoji.

1
Funkcije f(x) = xsin — i g(z) = x su beskona¢no male kad x — 0, ali ne postoji
x

f(x)

1
ni leva ni desna grani¢na vrednost koli¢nika z — —— = sin — u tacki 0 (videti

9(x) x
Primer 2.8).
Zato, ako su f i g beskona¢no male funkcije kad z — a, a € R, onda kazemo da

je koli¢nik félg neodredensi izraz oblika g kad x — a, da limes (3.66) predstavlja
g(z

neodredenost oblika o’ a za ispitivanje limesa (3.66) kazemo da je razjasnjavangje

neodredenosti oblika %

Takode ako su f i g dve beskonacéno velike funkcije kad x — a, a € R, tj. ako
je lim f(z) = lim g(x) = oo (400 ili — 00), u opstem slucaju, ne mozemo nista
r—a r—a

f(x)

reéi o grani¢noj vrednosti koli¢nika = +— ﬁ kad £ — a. Ta grani¢na vrednost u
g(x
zavisnosti od funkcija f i ¢ moze da postoji ili ne, i ukoliko postoji moze da bude

jednaka nekom kona¢nom broju ili +o00 ili —co. Zato u ovom sluc¢aju kazemo da je

koli¢nik 523 neodredeni izraz oblika % kad x — a i da je limes (3.66) neodredenost

oblika 2.
o0

Napomenimo da ukupno ima 7 oblika neodredenosti. To su



3.7. Lopitalova pravila 135

Neodredenosti 0 - 0o, 0o — 00, 0°, 00 i 1° se pogodnim transformacijama svode

... 0,00
na neodredenosti tipa — i —.

Za reSavanje problema uporedivanja beskona¢no malih i beskonaéno velikih funkcija
mogu se Koristiti izvodi. Ti postupci se zasnivaju na tvrdenjima koja imaju za-
jednicki naziv Lopitalova pravila.

Teorema 3.62. Neka su funkcije f i g definisane u okolini tacke a € R. Ako je
f(a) = g(a) =0 i funkcije f i g imaju izvod u tacki a, pri éemu je ¢'(a) # 0, tada

postoji granicna vrednost lim

1 vazi jednakost
z—a g(x)

fx) _ [f'(a)

Mg @)

(3.67)

Dokaz. Buduéi da funkcije f i g imaju izvod u tacki a, to je (videti formulu (3.9) u
sekeiji 4.1)

g(x) =¢'(a)(x — a) (x —a), v — a,
b e (z —a)
f@) _f@a—a)+ow—a) SO
g(:C g (a)(x ) + ( - ) g/(a) + 0(;__;)
Kako e lim <f’(a) + D) pa) i i (g'<a> ¥ f_”) — (@) £0, to

na osnovu Tvrdenja 2.28 ((2.20)) sledi da postoji liLn /(@) ida je
X a

9(@)
) #'(a) + olw—a) (f’(a) + M)

lim =72 = lim r—a__ 220 roa ) o) g
z—a g(z) z-a J(a) + o(x — a) lim (g’(a) N o(x — a)> J'(a)
T —a T—a T —a

Za razliku od Teoreme 3.62, u narednoj teoremi se ne pretpostavlja da funkcije
f 1 g imaju izvod u tacki a.

Teorema 3.63. Neka su za funkcije f, g : [a,b) = R, a € R, b € R, ispunjeni
sledeéi uslovi:
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(i) f i g su neprekidne na intervalu [a,b),

(i1) f i g su diferencijabilne u untervalu (a,b), pri éemu je ¢'(x) # 0 za svako

x € (a,b),

(iii) f(a) = g(a) = 0. )
Ako postoji :vlgzr—ll—o 7 ()

vazi jednakost:

(konacan ili beskonacan), onda postoji i lim /() i
z—a+0 g(a})

o flx) L ()
A @) T e )

Dokaz. Neka je x € (a,b) proizvoljan broj. Tada funkcije f i ¢g ispunjavaju uslove
Kosijeve teoreme na segmentu [a, ], pa postoji tacka® & = £(z) € (a, ) tako da je

f(x) = fla) _ f(€(x))

9(2)— gla) ~ gllE(@) (3.68)
S obzirom da je f(a) = g(a) =0, iz (3.68) sledi
flx)  fl(&(x))
o@) = gE@) (3.69)
f'(x)

Neka postoji grani¢na vrednost lim =
z—a+0 g (;C)

&(x) < b, za svako = € (a,b), na osnovu teoreme o smeni promenljive prilikom

= L. ko je li = q i
Ka OJemigoﬁ(x) aia<

!
izra¢unavanja limesa, sledi da postoji lim M ida je
z—a+0 g/(&(x))
- f'(€(=))
lim =1L 3.70
z—a+0 g/(&(x)) ( )
Sada iz (3.69) i (3.70) sledi da postoji lim I (@) ida je
z—a+0 g(x)
/
lim ﬂ:L: lim f(x) |
z—a+0 g x) z—a+0 g/(x)

Analogno tvrdenje vazi i za levu, kao i za dvostranu grani¢nu vrednost.

Teorema 3.64. Neka su za funkcije f, g : (a,b) — R, a € R, b € R, ispunjeni
sledeéi uslovi:

(i) f i g su diferencijabilne u untervalu (a,b) pri cemu je ¢'(x) # 0 za svako x €
(a,b),
(1) lim f(z)= lim g(x)=0.

r—a+0 r—a+0

8Kao u dokazu Tvrdenja 3.56 za svako = € (a,b) izaberimo jednu (bilo koju) tacku ¢ za koju
vazi (3.68) i tako ¢emo dobiti jednoznaénu funkciju & = &(x).
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~

(konacan ili beskonacéan), onda postoji i 1lim (z) i

/
Ako postoji lim f(z)
z—a+0 g(l‘)

z—a+0 g/(aj)
vazi jednakost:

o fle) L f(x)
:cll)g}&-l) @ a IEE}FO gl(ﬂf) '

Dokaz. Dodefinisimo funkcije f i g u tacki a, stavljajuéi da je f(a) = g(a) = 0. Sada
su funkcije f i g neprekidne na intervalu [a, b) i ispunjeni su svi uslovi Teoreme 3.63
odakle onda sledi tvrdenje. B

Analogno tvrdenje vazi i za dvostranu grani¢nu vrednost. Zbog Ceste upotrebe,
to tvrdenje ¢emo iskazati zasebnom teoremom.

Teorema 3.65. Neka funkcije f i g definisane u probodenoj okolini tacke a € R,
Us(a) = (a —0,a+ )\ {a}, i neka su ispunjeni sledeéi uslovi:

(i) f i g su diferencijabilne u untervalima (a—90,a) i (a,a+79), pri éemu je g’'(x) # 0
za svako x € (a — 0,a) U (a,a+9),

(i4) lim f(x) = lim g(z) = 0.

/

f'(@) konacan ili beskonacan), onda postoji ¢ lim f(@)
/

9'(x) z—a g(z)

@) )
g o g(a)

1 vazi

Ako postoji lim
Tr—a

jednakost:

et —e "
Primer 3.66. Nadimo lim -
z—0 SInx

Neka je f(z) = ¢ — e ™ i g(z) = sinz. Primetimo da je f(0) = g(0) =01 da
funkcije f i g imaju izvod u svakoj tacki z € R, pri ¢cemu je f'(x) = e +e 7 i
¢'(z) = cosz. Postoji okolina tacke z = 0 u kojoj je ¢'(z) = cosz # 0 (na primer

T TN . . . ,e ..

(—5, 5) je jedna takva okolina). Buduéi da postoji
_fix) et te™ 141
lim = lim = =
=0 ¢'(x) 20 cosx 1

2,

na osnovu Teoreme 3.63, slucaj za dvostranu grani¢nu vrednost, sledi da postoji

. ) e

lim M’ tj. lim —— i da vazi jednakost

0 g(x) =0  sinz
et —e® et 4 e®
lim ——— = lim ——— = 2.
z—0 sinx z—0 cCcosx

Do ovog zakljucka smo mogli do¢i i na osnovu Teoreme 3.65, jer su funkcije f i g
neprekidne u tacki x = 0, pa je lin% f(z)=f(0)=01 lin% g(x) =¢(0)=0.
T— T—

Napomenimo da je nephodno proveriti sve uslove za primenu Lopitalovog prav-
ila. Naime, izostanak provere i jednog od uslova, moze nas dovesti do pogresnog
zakljucka, kako pokazuje sledeéi primer.
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Primer 3.67. Za funkcije f(z) = €” i g(x) = x vazi da su diferencijabilne u okolini
nule U = (—o0, +00), ¢'(z) = 1 # 0 za svako z € U, lim g(z) = lim = 0, medutim
z—0 z—0
lin}) flx) = lin%) e = e = 1 # 0. Pogresnom upotrebom Lopitalovog pravila dosli
T—> r—r
bismo do zakljucka da je
ez (ex)/ . ea: 0

lim — = lim
z—0 X x—0 (l’)/ z—0 1

. .. L . . . € .. /e . .
Sto nije tacno, jer grani¢na vrednost hn% — ne postoji, buduéi da postoje leva i
z—0 T

desna grani¢na vrednost i da se razlikuju:

Sledece teoreme navodimo bez dokaza.

Teorema 3.68. Neka funkcije f i g definisane u okolini tacke +oo, (M,+00),
M € R, i neka su ispunjeni sledeci uslovi:

(i) [ i g su diferencijabilne u intervalu (M, +00), pri éemu je ¢'(x) # 0 za svako
z € (M, +00),
(i) lim f(x)= lm_g(x) =0
/
Ako postoji lim J{z) (konacan ili beskonacan), onda postoji i lim (z)
z—+oo ¢'(x) z—-+oo g()
vazi jednakost:
f(z) f'(x)

li — = 1 .
x—1>r—§{loo g(x) x—l>r—|I—1c>o g’(x)

S~

1

(3.71)

Anlogno tvrdenje se moze formulisati za tacku —oo.

Teorema 3.69. Neka funkcije f i g definisane u probodenoj okolini tacke a € R,
[ofg(a) = (a—0,a+90) \ {a}, i neka su ispunjeni sledeéi uslovi:

(i) f i g su diferencijabilne u untervalima (a—9,a) i (a,a+9), pri cemu je g'(x) #0
za svako x € (a — 0,a) U (a,a +9),

(11) 3131_I>I(11f(l’) = gljl_rgg(x) =00 (+o0 ili —00).

/
(z (konacan ili beskonacéan), onda postoji i lim UG
g'(x) v=a g()

1 vazi

Ako postoji lim
T—a

jednakost:
_f) L f(x)
) A )

Teorema 3.70. Neka funkcije f i g definisane u okolini tacke 400, (M,+00),
M e R, i neka su ispunjeni sledeci uslovi:
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(i) [ i g su diferencijabilne u intervalu (M,4+00), pri éemu je ¢'(x) # 0 za svako
x € (M,+00),

(i) IETOO (z) = xll)riloog(fb’) = 00 (400 ili —00).
!/
Ako postoji lim f(z) (konacan ili beskonacan), onda postoji i lim /(@) 1
z—+oo ¢’ (1) s+o0 g(x)
vazi jednakost:
!
lim (=) = lim f (:z)
e ()~ amtoe g'(a)
Analogno tvrdenje se moze formulisati za tacku —oo.
Primer 3.71. Akoje k,a € R, k>0, a >0, a # 1, pokazatemo da je
1
lim —2a® _ (3.72)

T—r+00 :zjk

Neka je f(x) = log,z i g(x) = 2*, 2 € (0,4+00). Ovo su dve beskonaéno velike

funkcije kad 2 — +o0. Zaista, lim zF = 400, zaa > 1je lim log, z = 400 i za
T—>+00 T—++00

a€(0,1) vazi lim log,x = —oc.
T—r+00
Funkcije f i g su diferencijabilne u intervalu (0, 400), pri ¢emu je
1
fl(z) = g () = ka* " #£0, z € (0, 400).

zlna’

Prema tome, ispunjeni su uslovi (i) i (ii) Teoreme 3.70. Pokazimo jos da postoji
f'(x)

. . . k . s .
xgrfoo Ok Kako je wginoox = 400, to je:
/ 1
1
f/(x) = lim zlna — lim _
a—>+too ¢'(x)  z—too kxk—l 2ot kxFlna
f'(z)

Sada, na osnovu Teoreme 3.70 zaklju¢ujemo da postoji lim =< i da vazi jednakost
z=Foo 9'(2)

1 /
lim —8a? _ jipy f(@) = lim (@) =
T—r+00 :Ek T—r+00 g(l‘) T—+00 g’(m)

S obzirom na Hajneovu definiciju graniéne vrednosti funkcije, iz (3.72) sledi

log, n

lim T
n—oo n

:0,

gdejeace R, a>0,a#1ikeR, k>0 Ovim smo dopunili nase izlaganje u
okviru Primera 1.47.

Sledeéi primeri pokazuju da obrat Lopitalovih teorema ne vazi, odnosno iz egzis-

f(z)

tencije grani¢ne vrednosti lim

a—a g(x)
/
x —
vrednosti lim w, a € R. Drugim rec¢ima, ukoliko ne postoji lim ,
z—a g'(x) z—a g'(x)
} L _ o o fl2)
opstem slucaju ne mozemo nista re¢i o postojanju lim ——.
z—a g(x)

u opStem slucaju ne sledi egzistencija grani¢ne

@ er

a€eR,u
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T —sinz 00
Primeri 3.72. (i) Kolitcnik ————— je neodredeni izraz oblika — kad x — +o0.
Tr+sinxy ) 00
, . .y . T —smr . . .
Pokazac¢emo da postoji grani¢na vrednost lim ————, ali da ne postoji grani¢na

z—+oo T + sinx
: /
. T —sinx
vrednost lim (7)/
z—+oo (x + sinx)

.
Zaista, buduéi da je funkcija x +— P peskonaino mala kad z — +o00, kao
x

proizvod ograni¢ene funkcije x — sinx i beskona¢no male funkcije x — — kad
x

x — +oo (Tvrdenje 2.38), to na osnovu Tvrdenja 2.28 sledi da postoji

1 sinzx
. r —sinx . -
lim ———~ = lim ——% =1,
r—+4oo r + SInx T—+00 s x
1+
T

Neka je
(r —sinz) 1—cosx

F(x) = = .
(z) (r+sinz)  14cosz

Za xp =2nmi 2y = 5+ 2nm, n € N, vazi lim z, = lim 2, = 400 i
n—oo

n—oo
1 —cos2nm
F =————— =0-—-0, kadn—
(n) 1+ cos2nw ’ n= 0o
1—cos(Z +2n
F(zp) = (5 7T):1—>1, kad n — oo.

1+ cos(§ + 2nm)

Odavde, na osnovu Hajneove definicije grani¢ne vrednosti funkcije, zaklju¢ujemo da
ne postoji lim F(z).
T—r+00

.. .. . TH+sinz .. ., 00 N sinx
(i) Kolicnik ——— je neodredeni izraz oblika — kad x — +o00. Kako je lim =
x o0 T—+00 T
. s . r+snz .,
0, to postoji grani¢na vrednost lim ——— i vazi:
T—+00 X
z+sinz sinz
im ZEONT 4 SRy g
r—r+00 x r—r+00 x

Medutim grani¢na vrednost

: /
lim w = lim (1+ cosz)
Tr—+0c0o X Tr—+00

ne postoji’. e

9Dokaz ove Einjenice se moze izvesti analogno dokazu da ne postoji lir}rl cosz (Primer 2.15) ili
Tr—r+0o0
metodom svodenja na apsurd. Naime, iz pretpostavke da postoji grani¢na vrednost hT (1+cosz),
r—r+0o0
na osnovu Posledice 2.29 ili Tvrdenja 2.31 ((2.31,3) ili (2.31,5)) sledilo bi da postoji lir+n ((1+
Tr—r+00

cosz) — 1), tj. lirf cos z, §to nije tacno.
r—r+0o0
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Primer 3.73. Nadimo grani¢nu vrednost lim ((z — 2)6% — ).
T—+00

Ovo je neodredeni izraz oblika co — co. Transformisa¢emo ga u neodredeni izraz
oblika %:

r—2 1

: 1 : rT—2 1 : cr —1
lim ((z —2)ez —x)= lim x( ez—l)z lim mf

T—r+00 T—+00 €T T—r+00

r—+oo z—+00 x T—+00

-2 2
S obzirom da je lim a = lim <1— > =1, lim e% =€’ =1, to je

lim <IT_26% — ) =1-1=0. Prema tome,

r—r+00
93226% -1
1
T
0
je neodredeni izraz oblika o Neka je f(z) = ”37_26% —11ig(x) = i Funkcije f
i g su diferencijabilne u okolini (0, +00) tacke +oo, pri ¢emu je f/(z) = 17—226% i
g (z) = —;12 #0, z € (0,+00).
Potrazimo:
/ z4+2 1
—5-ew 2 2
i f,(x) = lim = = Jim b o - gim (142 )er = -1
z—+o0 g (x) T—>+00 —3 r—+o00 I T—r+00 xT

Na osnovu Teoreme 3.68, sledi:

z—2, 1 /
—fer — 1
lim —*— = lim @) = lim f/(:p) = -1
T5Foo 1 z—+oo g(x)  a—+400 ¢'(7)
Prema tome, lim ((x — 2)6% —z)=-1.
T—+00
1
Analogno se dokazuje da je lim ((z —2)ez —z)=—1. o
T——00

Primer 3.74. Neka je funkcija f : (—o0, 2] — R definisana sa

1
res—2, T < 2,
€Tr) =
/(@) {O, T =2.

Nadimo f” (2). Funkcija f je neprekidna sleva u tacki x = 2 jer je lir2nof(x) =
T—2—

2
-5 4
xggrioxeﬁ =0= f(2). Za x < 2 imamo da je f'(z) = :E(w_:;;ew12. Nadimo
2
. , _ . z¢ —bxr+4 L
:132\12110]” (.73) - ngzrio (.’E — 2)2 °
¢T3

p— 1 2 —_— . ] —
o xgglo(m 5z + 4) 1212%0 (l‘ — 2)2

. ex—2 0
= G (0)
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Poslednji limes nalazimo primenom teoreme o grani¢noj vrednosti slozene funkcije i
Lopitalove teoreme. Koristimo smenu y = ﬁ, pri cemu ﬁ — —oco kad z — 2—0.

Nadimo
2

00
lim %Y = (0-00) = lim S <—) .
y——00 y——o0 e~ Y 00
Lako se proverava da su ispunjeni uslovi za primenu Lopitalove teoreme (videti
Teoremu 3.70 i komentar nakon ove teoreme), pa je

2

oo
lim y%Y = lim Y — lim ) = lim = <—)
Yy——00 y——oo e~ Y Yy——00 (e—y)/ y——oo0 —e Y

. (2y) L2 2
= lim = lim — = =
Yy——00 (—6*?/)’ y——oo e~ Y “+00

Na osnovu teoreme o grani¢noj vrednosti slozene funkcije (videti Teoremu 2.59 i
komentar nakon ove teoreme) sledi

1
im0 lim g2eY —
:13212110 (1‘ — 2)2 N ygr—nooy et =0,
paje lign Of’(x) = 0. Sada na osnovu Tvrdenja 3.57 zaklju¢ujemo da je f’ (2) = 0.
T—2—

3.8 Tejlorova formula

Kako za ra¢unjanje vrednosti polinoma u nekoj tacki koristimo samo osnovne ra¢unske
operacije-sabiranje i mnozenje, to su polinomi funkcije ¢ije je vrednosti najjednos-
tavnije izracunati. Zato se prirodno namedée ideja da se vrednosti drugih funkcija,
u okolini neke tacke a, zamene odgovaraju¢im vrednostima nekog polinoma. Taj
postupak zamene vrednosti funkcije odgovarajuéim vrednostima polinoma zove se
aproksimacija funkcije polinomom. Razlika izmedu vrednosti funkcije i odgovarajuce
vrednosti polinoma zove se greska aproksimacije. Aproksimacija je utoliko bolja,
ukoliko je greska aproksimacije po apsolutnoj vrednosti manja. Stoga je aproksi-
macija dobro izvedena ukoliko dozvoljava relativno jednostavnu procenu greske.

Ve¢ smo u sekciji 4.1 pokazali da se funkcija koja ima izvod u tacki a moze
aproksimirati polinomom prvog stepena (videti formulu (3.9)):

Py(z) = f(a) + f'(a)(z — a),
za koji vazi da je Pi(a) = f(a), P{(a) = f'(a) i
f(z) = Pi(z) +o(x —a), z — a.

Prirodno se namece pitanje da li se funkcija koja je n-puta diferencijabilna u tacki
a moze aproksimirati polinomom stepena manjeg ili jednakog n, koji ima osobinu
da ima istu vrednost u tacki a kao i funkcija f i sve izvode do n-tog reda zaklju¢no
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u tacki a jednake odgovarajuéim izvodima funkcije f u tacki a, a da pri tom greska
aproksimacije bude beskona¢na mala viseg reda u odnosu na (x —a)™ kad x — a, tj.
da ”brze tezi 0 od (z — a)™ kad z tezi ka a”. Odgovor na ovo pitanje je potvrdan,
a taj polinom éemo zvati Tejlorovim!'® polinomom n-tog reda funkcije f u tacki a.
Preciznije:

Definicija 3.75. Neka je funkcija f n-puta diferencijabilna u tacki a. Polinom T,
stepena ne veceg od n za koji vaze jednakosti:

Tn(a) = f(a), T)(a) = f'(a), ..., T (a) = f(a), (3.73)

zovemo Tejlorov polinom reda n funkcije f u tacki a.
Ako je a = 0 onda se taj polinom naziva i Maklorenovim'' polinomom reda n
funkcije f i obelezava sa M,.

Na osnovu Primera 3.39 zaklju¢ujemo da za Tejlorov polinom n-tog reda funkcije
f u tacki a vazi:

"(a (n) a
To(z) = Tu(a)+T,(a)(xz—a)+ T"Q(' )(x —a)’ 4+ T”n'( )(x — a)"( -
" a‘ (n) a. 3.
= f@+ F@e -0+ e ap o W gy

Izraz na desnoj strani u (3.74) obelezavaé¢emo jos i sa Ty, (z, a).
Maklorenov polinom reda n je dat sa:

" (n)
OIS LLIO
2! n!

My(z) = f(0) + f'(0)z +

Napomenimo da smo Tejlorov polinom n-tog reda u tacki a funkcije f, koja je
n-puta diferencijabilna u tacki a, mogli definisati na sledeé¢i nacin: to je polinom
odreden sa

f™(a)

n!

Tn(x):f(a)+f/(a)(x—a)—|—f/;(!a)(x—a)Q_F..._i_

(x—a)".  (3.75)

Ova definicija je ekvivalentna Definiciji 3.75, jer, uzastopnim diferenciranjem n-puta,
iz (3.75) dobijamo da vaze jednakosti (3.73), a ve¢ smo pokazali da za polinom koji
zadovoljava uslove (3.73) Definicije 3.75 vazi jednakost (3.75).

Pomenimo da kod Tejlorovog polinoma ne treba poistoveéivati njegov red sa
njegovim stepenom. Naime, stepen Tejlorovog polinoma n-tog reda u tacki a funkcije

f, f # 0, manji je ili jednak n. Zaista, ako je f((a) = --- = f®F(a) =0, k €
{0,1,...,n — 1}, onda je stepen Tejlorovog polinoma T,, jednak n — k — 1 i vazi da
jeTh g1 =Th="--=1T, Akoje f =0, tada je Tejlorov polinom ma kog reda

ove funkcije u proizvoljnoj tacki a upravo nula-polinom.

0Brook Taylor (1685-1731), engleski matematicar
1 Colin Maclaurin (1698-1746), skotski matematicar
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Kao sto smo veé rekli, ako funkciju f aproksimiramo Tejlorovim polinomom,
potrebno je dati ocenu greske aproksimacije, tj. razlike:

R () = f(x) = Tn(x)

"(a (n) a .
~ f@)- (f(a) + F(a)(x — a)+f2(!)(x —a)’+.. .+fn!()(x _ a)”). (3.76)
Iz (3.76) dobijamo jednakost:
"(a (n)(q
£@) = f@) + P —a)+ T @ —ap e DD oy Ry, 37)

koju nazivamo Tejlorovom formulom n-tog reda funkcije f u tacki a, dok funkciju
R, (z) nazivamo ostatkom Tejlorove formule n-tog reda.
Specijalno, ako je a = 0, onda se formula

10 5, S0

F@) = £0) + 'Oy + ~

z" + Ry (x)

zove Maklorenova formula n-tog reda funkcije f.

Primetimo da ako je funkcija f ba$ polinom stepena p, onda je ostatak Tejlorove
formule reda n > p u proizvoljnoj tacki a € R jednak 0 jer je funkcija jednaka svom
Tejlorovom polinomu reda n > p. U svim drugim sluc¢ajevima greska aproksimacije,
tj. ostatak Tejlorove formule bié¢e razli¢it od 0.

Slede¢a teorema je poznata pod nazivom Tejlorova teorema i govori o asimp-
totskom ponaSanju ostatka Tejlorove formule u okolini tacke a. Naime, ostatak
Tejlorove formule n-tog reda je beskonaéno mala viseg reda u odnosu na (z — a)"
kad z — a.

Teorema 3.76. Neka je funkcija f n-puta diferencijabilna u tacki a. Tada je

1" (n)
f(z) = f(a)—i—f/(a)(x—a)—l—fz(ﬁ)(:c—a)Q—i-- : -—i-fn!(a)(x—a)”+o((a;—a)”), T — a.
(3.78)
Drugim rec¢ima, za ostatak Tejlorove formule n-tog reda vazi:
Ry(z) =0((z —a)"), v — a. (3.79)

Dokaz. Kako je R,(x) = f(x)—Ty,(x), gde je T, Tejlorov polinom n-tog reda funkcije
f u tacki a, zakljucujemo da je funkcija R, m-puta diferencijabilna u tacki a, a na
osnovu jednakosti (3.73) dobijamo

Rn(a) = fla) =Tu(a) =0,
Ry(a) = f'(a)=T,(a) =0,
Ry(a) = f"(a)=T}(a) =0,

RP@) = Fa) - TE(a) =0
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Da bismo dokazali da je Ry, (z) = o((z—a)™), © — a, potrebno je i dovoljno dokazati
da je
R,
lim 2@ (3.80)

z—a (r — a)”

Ukoliko n—1 puta za redom primenimo Lopitalovo pravilo (Teorema 3.65) dobié¢emo:

Funkcije x — R,(ln_l)(m) iz +— nl(x — a) se anuliraju u tacki a, imaju izvod u tacki

ai(n!l(z—a)) =n!+#0, pa primenom Teoreme 3.62 dobijamo

lim == =0. (3.82)

Iz (3.81) i (3.82) sledi (3.80). W

Formula (3.78) je poznata pod nazivom Tejlorova formula sa ostatkom u Peanovoj'?
formi. Specijalno, za a = 0 dobijamo Maklorenovu formulu sa ostatkom u Peanovoj
formi:

" (n)
f(x) = f(0)+ f'(0)z + fQ('O)xQ +F fn‘(o);r” +o(z™), © — 0. (3.83)

Primetimo da formula (3.78) ne omoguéava precizniju ocenu ostatka, tj. greske
aproksimacije funkcije Tejlorovim polininomom, veé¢ jedino govori o tome da ta
greska tezi 0 odredenom brzinom kada z tezi ka a i da se vrednost funkcije f(z) u
nekoj tacki x moze zameniti odgovaraju¢om vrednoséu Tejlorovog polinoma u tacki
a sa malom greskom samo ako je tacka x ”dovoljno blizu” tacke a.

Slede¢a lema pokazuje da se funkcija ne moze istovremeno aproksimirati sa dva
razli¢ita polinoma stepena manjeg ili jednakog n sa greskom koja je o((x — a)™),
kad £ — a. Drugim re¢ima, ukoliko postoji polinom stepena manjeg ili jednakog
n koji aproksimira funkciju sa greskom koja je o((xz — a)"), kad x — a, onda je on
jedinstven.

Lema 3.77. Neka je

co+ci(x—a)+--+ep(x—a)"+o((z—a))
=dy+di(x—a)+ - +dp(x—a)"+o((x —a)"), v — a. (3.84)

Tada je co = dgy, c1 =dy, ..., ¢y = dp.

Dokaz. Prelaskom na limes kad © — a u jednakosti (3.84) dobijamo da je ¢y = dy,
pa je

c1(x—a)+- - Fep(x—a)"+o((x—a)") = di(x—a)+- - -+dp(x—a)"+o((x—a)"™), © — a.

12Giuseppe Peano (1858-1932), italijanski matematicar
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Odavde deljenjem sa x — a (x # a), buduéi da je na osnovu Tvrdenja 2.108
o((x —a)")

n—1 :
= — — a, sled
- o((x —a)" ), z — a, sledi

c1+cer—a)+-+ep(r—a)" P +o((x —a)" ) =dy +do(x —a) +
vt dpy(r —a)" P+ o((x —a) Y, T — a,

odakle opet prelasom na limes kad x — a dobijamo ¢; = d;. Nastavljajuéi ovaj
postupak dobijamo ¢; =d;, i =0,1,...,n. B

Koristeéi prethodnu lemu pokaza¢emo da je za funkciju f, koja je n-puta difer-
encijabilna u tacki a, jedini polinom stepena n (ili manjeg od n) koji aproksimira
funkciju f sa greskom koja je o((z —a)"), kad  — a, upravo Tejlorov polinom reda
n funkcije f u tacki a.

Tvrdenje 3.78. Neka je funkcija f n-puta diferencijabilna u tacki a i neka je
Qn(z)=ap+ar(z—a)+ -+ ap(z—a)" (3.85)

polinom stepena manjeq ili jednakog n takav da je

f(z) =Qn(x) +o((x —a)"), v — a. (3.86)
Tada je
ak:f(k;!(“), k=0,1,...,n, (3.87)

tj. polinom Q,, je jednak Tejlorovom polinomu reda n funkcije f u tacki a.

Dokaz. 1z Teoreme 3.76 sledi da je

f"(a)
2!

f(z) = fla)+f'(a)(x—a)+

(x—a)"+o((r—a)"), T — a.
Odavde, iz (3.86) i (3.85) sledi

ao+ar(r—a)+ -+ an(z —a)" +o((x —a)") = fla) + f'(a)(z —a) +
f"(a) f"(a)

2
or @A

+

(x—a)"+o((x—a)"), x — a.
Sada na osnovu Leme 3.77 slede jednakosti (3.87). W

Slede¢a teorema omogucava da se funkcija koja je n 4+ 1-puta diferencijabilna
u okolini tacke a aproksimira Tejlorovim polinomom reda n u celoj toj okolini, pri
¢emu je ovom prilikom ostatak dat u obliku koji omoguéava laku procenu greske
aproksimacije.
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Teorema 3.79. Neka je funkcija f ima neprekidan n-ti izvod u okolini tacke a,

U(a) = (a—d,a+9), i (n+ 1)-vi izvod u probodenoj okolini U(a). Tada za svako
x € U(a) i svako p € N postoji & koje je izmedu a i x tako da vazi jednakost:

"(q (n) a
1) = f(a)+ fa)e—a)+ T g IOy ),
gde je i)
Ro) = g —ap

Dokaz. Neka je x € U(a) i pretpostavimo!® da je x > a. Na segmentu [a, 7]
posmatrajmo funkciju

gp(t) = f(SU)—Tn(SU,t)

— f() - (f(t) YA WA G Y LI Al U t>”> '

2! n!

Buduéi da funkcija f ima neprekidne sve izvode do n-tog reda zaklju¢no u okolini
U(a), funkcija ¢ je neprekidna na segmentu [a,z]. Kako funkcija f ima (n + 1)-vi
izvod u probodenoj okolini U(a), to je funkcija ¢ diferencijabilna u intervalu (a, x)

1 vazi:

dO=-10 - (oe-0-r0) - (e -0 - T -0)

(4) "
_ (f 3!(t) (x —t)° — ! 3!(t)3($ - t)2> IRRE

<f<n+1><t> o S0 t>’“> |

n! (n)!
Nakon sredivanja dobijamo

f(n+1) (t)

o (x —t)".

¢'(t) =
Izaberimo sada proizvoljnu funkciju ¢ koja je neprekidna na segmentu [a, |, difer-
encijabilna u intervalu (a, z), pri ¢emu je ¢'(t) # 0 za svako t € (a, z).
Funkcije ¢ i ¢ ispunjavaju uslove Kosijeve teoreme o srednjoj vrednosti na seg-
mentu [a, z], te postoji £ € (a,x) tako da je

o(@) —pla) _ £(O)
(@) —u(a) e

137 slucaju kada je x < a, dokaz ide potpuno analogno, samo se umesto segmenta [a, ] posmatra
segment [z, a].

(3.88)
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. . F() :
Kako je p(z) = 0, p(a) = f(2) = Tu(z,a) = Ra(2) 1 ¢'(§) = ————"(z = §)", 1z
(3.88) sledi - '
n+1
R f - 9 (z— )"
U(x) —(a) P'(§) ’
pa Je (n+1)

Sada za funkciju 1 izaberimo:
w(t> = (‘T - t)p7 gde jepe N.

Jasno, 1 je neprekidna na [a,x], diferencijabilna u (a,z), pri cemu je
W(t) = —ple — N # 0zt € (a,2), ¥(x) = 0, ¥(a) = (z - a)?, pa iz (3.89)

dobijamo )
x — a)P n+1
Rn(l‘) = p((x — é‘)?v—l . f m (E) (ZL’ _ é—)n’
tj. )
n+1
R,(x) = fpngé)(x — Oz —a)P. W (3.90)

Za ostatak (3.90) kazemo da je dat u Slemilh'*-Rosovom!® obliku.
Bududi da je £ € (a,x) za slucaj kada je a < x, 1 £ € (x,a) za slucaj kada je

z < a, imamodajeO<0:;a <lL¢é=a+0(zxz—a)iz—&=(1-0)(z—a),
r—a
pa je
(n+1) _
Ro(z) = £ (a+ 6 —a)) (1—0)"t1P(z — )"+, gde je 6 € (0,1). (3.91)

p-n!
Za p = 1 dobijamo Kosijev oblik ostatka:
_ [ (a+6(x — a))

n!

Ry () (1—60)"(z—a)"", gdeje 8 € (0,1). (3.92)

Ako stavimo da je p = n + 1, dobijamo Lagranzov oblik ostatka:

(n+1)
R,(z) = ‘};L:_ll(){')(x —a)"™, gde je € izmedu a i z, (3.93)
odnosno,
(n+1) _
R,(x) = [ e+ b - a)) (x —a)", gde je 6 € (0,1). (3.94)

(n+1)!

110. Schlémilch (1823-1901), nemacki matematicar
'5E. Roche (1820-1883), francuski matematicar




3.8. Tejlorova formula 149

Za slucaj da je u prethodnoj teoremi a = 0 dobijamo Maklorenovu formulu n-tog
reda funkcije f sa ostatkom u Lagranzevom obliku:
£"(0) F0) 0 fY(0x)

f(x):f(0)+f/(0)x+Tx2+-~+ i re 2"t 0 e (0,1). (3.95)

Pre nego sto pokazemo da Maklorenova formula parne (neparne) funkcije sadrzi
samo parne (neparne) stepene promenljive x, primetimo da ako je neparna funkcija
f definisana u tacki x = 0, da je onda njena vrednost u 0 jednaka 0. Zaista,

f(0) = f(=0) = =f(0) = 2f(0) = 0 = f(0) = 0.

Osim toga, iz Tvrdenja 3.12 sledi da su parni izvodi neparne funkcije, kao i neparni
izvodi parne funkcije, i sami neparne funkcije i stoga u 0 imaju vrednost jednaku 0.

Tvrdenje 3.80. Neka neparna (parna) funkcija f : (—6,0) =R, § €R, § > 0, ima
izvode ma kog reda u tacki x = 0. Tada su koeficijenti uz parne (neparne) stepene
promenljive x u Maklorenovoj formuli (ma kog reda) funkcije f jednaki 0.

Dokaz. Neka je f neparna funkcija. Tada je f(0) = 0, prva izvodna funkcija f’
je definisana u okolini 0 i na osnovu Tvrdenja 3.12 sledi da je f’ parna funkcija.
Druga izvodna funkcija je definisana u okolini 0 i opet primenom Tvrdenja 3.12 za-
klju¢ujemo da je f” neparna funkcija, pa je f”(0) = 0. Nastavljajuéi tako postupak,
dolazimo do zakljucka da je f*)(0) = 0 za svako k € N.

Pretpostavimo da je funkcija f parna. Prva izvodna funkcija f’, inace definisana
u okolini 0, je na osnovu Tvrdenja 3.12 neparna funkcija i prema tome, f’(0) = 0.
Druga izvodna funkcija f” je onda parna funkcija definisana u okolini 0, odakle
onda sledi da je treéa izvodna funkcija f” neparna funkcija, pa je f”(0) = 0.
Nastavljajuéi postupak, dobijamo da je f*=1)(0) = 0 za svako k ¢ N. W

Primeri 3.81. Buduéi da funkcije x — €%, x — sinx, x +— cosz, * — shuz,
x+— chz, z— (14 2)% = — In(l + z) imaju izvode ma kog reda u svakoj tacki
svog domena, to one ispunjavaju uslove Teoreme 3.76 i Teoreme 3.79 u okolini tacke
a = 0, odakle slede Maklorenove formule za ove funkcije sa ostatkom u Peanovoj, a
takode i u Lagranzovoj formi.

(i) Za funkciju f(x) = €* vazi:
(ex)(") =e*, neN, zeR,

pa je f(M(0) = € = 1 za svako n € N. Stoga je Maklorenova formula n-tog reda
ove funkcije sa ostatkom u Peanovoj formi:

2 1:3 n

€T €T
f=1ta+ o+ttt tol”), 30, (3.96)

dok Maklorenova formula sa ostatkom u Lagranzevom obliku glasi:

v _1 .1'2 1.3 " n+1
e = +1‘+§+§+"'+H+

X

meez, 0 c (O, 1) (397)
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(ii) Neka je f(x) = sinz. Ova funkcija ima takode izvode ma kog reda u proizvoljnoj
tacki € R i vazi (videti Primere 3.38 (iii)):

(sinz)™ = sin (x + %) , za svako m € N.

Prema tome, f(™(0) = sin % Stoga je za n € N,

2 (0) = sinnr = 0

f(2”*1)(0) = sin (2n;1)7T:sin (nﬂ' — g) =sin ((n —m+ g) =cos(n — 1w

- (-

Zato Maklorenova formula (2n — 1)-vog reda ove funkcije sa ostatkom u Peanovoj
formi glasi:

$3 5[75 x2n—1

1 pr— —_ — —_— — e e . —_ nili
sinx = x + + (—1) =1

TR + o(z® 1), z — 0. (3.98)

Primetimo da je ovde Ma,_1 = Moy, jer je f@")(()) = 0. Stoga Maklorenova formula
(2n)-tog reda sa ostatkom u Peanovoj formi glasi:

33‘3 1,5 x2n—l
sinx:m—§+§—---+(—l)"_l(2 1)'+0(:C2"), x — 0.
! ! n—1)!
Ostatak Rag, u Lagrazevom obliku je:
B f(2n+l)(913) ontl p2nt+l ) T
. (2 +nm+02) T cos(m + 62)
= sin ( — = cos
Qn+ 1) > \g TR gy SRV O
p2n+1
= (—1)”m cosfz, 6 € (0,1),

pa Maklorenova formula reda 2n sa ostatkom u Lagranzevoj formi glasi:

3 5 2n—1 x?n—&-l

inr—or_ 4Tyt e
s + T e T T Y e

TR cosfzx, 0 € (0,1).

(iii) Funkcija f(z) = cosx ima izvode ma kog reda u proizvoljnoj tacki = € R:

£ () = cos (m + %) za svako m € N,
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pa je f™(0) = cos % Za n € N vazi:

(2n — 1)m B

F2=D(0) = cos 5 =0

f(2n—1) (0) = cos 2”77'(' = cosnmw = (_1>n

Maklorenova formula (2n)-tog reda ove funkcije sa ostatkom u Peanovoj formi glasi:

1‘2 1’4 l,?n

cosx:1——+——~--+(—1)"(2n)!

CTRRET + o(z*"), x — 0. (3.99)

Kako je fG"1(0) = 0, to je My, = Ma, 1 i stoga Maklorenova formula (2n+ 1)-og
reda sa ostatkom u Peanovoj formi glasi:

.T2 ZE4 x2n

P _—— —_— e e . _ n
cosz =1 2!—1—4! +(-1)

Ostatak Ran4+1 u Lagrazevom obliku je:

B f(2n+2)(91.) e x2n+2 T
Ropt1(z) = ] x = (2n+2)!COS (9:1:+(2n+2)2>
x2n+2 . p . il x2n+2 p 0 01
= mCOS((n+ )7T+ .Tf)—(—) mces xZ, E(, ),

pa Maklorenova formula reda 2n sa ostatkom u Lagranzevoj formi glasi:

2 4 2n 2n+2

T X X X
=14+ (=) i
oS STRRAT D g VT G

cosfz, 0 € (0,1).

Funkcija  +— cosx je parna, i kao Sto smo i ocekivali na osnovu Tvrdenja 3.80,
Maklorenova formula ove funkcije sadrzi samo parne stepene promenljive z, za raliku
od funkcije x — sinx koja je neparna, pa Maklorenova formula ove funkcije sadrzi
samo neparne stepene promenljive z.

(iv) Neka je f1(z) = shz i fo(x) = chz. Kako je (shz) = chz i (chz)" = shz,
x € R, to za svako n € N vazi

(shz)?=1) =chz, (shz)® =shu, (3.100)
(chz)?=D =shg, (chz)®) =cha. (3.101)
Prema tome,
@) =cho =1, f*(0)=sh0=0, (3.102)
=Dy =sh0 =0, £ (0)=cho=1 (3.103)
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Iz (3.102) sledi da Maklorenova formula (2n — 1)-vog reda funkcije fi(z) = shz sa
ostatkom u Peanovoj formi glasi:

3 :1:5 $2n—1

A T A 2n—1
shx—x+3!+5!+ +(2n_1)!+0(x ), *—0.

Kako je fl(%)(O) = 0, to za Maklorenove polinome ove funkcije vazi May,_1 =
My, te je Maklorenova formula (2n)-tog reda:

3 1,5 x2n—1

I A 2n
shx—x+3!+5!+ +(2n_1)!+0(x ), = —0.

Iz (3.100) sledi 1(2n+1)(x) = shz, pa je Lagranzov oblik ostatka

2n+1 n
f1( " )(‘995) 2n+1 _ z

Ron(@) = =51 @ @nt )

sh (0x), 6 € (0,1).

Prema tome, Maklorenova formula 2n-tog reda ove funkcije sa ostatkom u La-
granzevoj formi glasi:

x3 $5 x2n—1 x2n+1
hor—z+ 2+ 2 4., h(0z), 0 € (0,1).
she=a+ g+ gttt ey ) 0 0.1)

Iz (3.28) sledi da Maklorenova formula 2n-tog reda funkcije fo(x) = chx glasi:

2 4 2n
Chx:1+£+£+...+ v

2n
TR 2n)! +o(z""), = — 0.

1z f2(2n+1)(0) = 0 sledi da za Maklorenove polinome ove funkcije vazi Ms, = Moy 1,
pa je Maklorenova formula (2n + 1)-og reda:

2 ot 220 -
—_— —_ — DY n
ch:c—1+2!+4!+ +(2n)!+o(m ), x — 0.
Kako je, na osnovu (3.101), 2(2n+2) (x) = chz, to je Lagranzov oblik ostatka Rap+1(z) =
f(2n+2) (6z) 227 +2
m nt2 mch Ox, 6 € (0,1), pa Maklorenova formula (2n + 1)-og
reda sa ostatkom u Lagranzevoj formi glasi:
2 gt 220 220 +2
hr=14—+—+--- héx, 6 € (0,1).
choe =1+ o+ Tt a0 01

Funkcija © +— shz (x — chz) je jos jedan primer da Maklorenova formula
neparne (parne) funkcije sadrzi samo neparne (parne) stepene promenljive .

(v) Neka je f(z) = (1+2)*, a e R\ N, a #0, z € (—1,+00). Kako je

fl(@) = a(l+2)*7Y f'(2) = ala=1)(1+2)* 7%, f"(z) = a(a—1)(a=2)(1+2)* 7,
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metodom matematicke indukcije dokazujemo da je za n € N,
@) =ala—1).. . (a—n+1)1+z)*"

Odavde sledi
M0y =al@a—-1)...(a —n+1),

pa Maklorenova formula n-og reda ove funkcije sa ostatkom u Peanovoj formi glasi:

-1 —1)...(a—n+1
01(0;' )x2+'”+a(a ) nl(a n )g;"—|-0(g;n)7 z — 0. (3.104)

(14+2)*=14az+

ala—1)...(a =n+1)
n!

podseca na izraz za binomni koeficijent, i ubuduce

@
¢emo ga krace oznacavati sa ( ) . Formulu (3.104) zapisujemo sada na sledeéi nacin:
n

(I+z)*=1+ <Olé>a; + <g>x2 I (Z)x” +o(z"),  — 0. (3.105)
Lagranzev oblik ostatka R, je:

(n) 0 n+1
R, = M:v”“ - (;Jr 1)!0‘(04 —1)...(a=n)(1+0z)* """

_ « n+1 a—n—1
_ <n+1>m (1+462)°1, 6 (0,1),

pa Maklorenova formula n-og reda ove funkcije sa ostatkom u Lagranzevoj formi
glasi:

(1+2)" = ”@“@ﬁ*' o @”c"*(ni 1)f”+1<1+0x>a—"—1, 0 (0,1).

(vi) Neka je f(z) = In(1+z), x € (—1,+00). Kako je

1 1 1

“1ia (@) =(-1)- mv f(z) = (-1)(-2)- 1+ )3

f'(x)

primenjujuc¢i matematicku indukciju dokazujemo za svako n € N vazi

1

f(”)(x) =(-1)""Yn- 1)!m.

Odavde sledi f™(0) = (=1)""'(n —1)!, pa je

n! n! n’

f(n) (0) (_1)n—1(n — 1)' (_1)11711
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Kako je f(0) =1In1 = 0, Maklorenova formula n-og reda ove funkcije sa ostatkom u
Peanovoj formi glasi

$2 .%‘3 n

In(l+a)=a— o+ =t (—1)" 12 4 o), & — 0. (3.106)
n

Ostatak R, u Lagranzevom obliku je:

n+1 (n) l,n—i—l . 1
o) = G0 = G Y M gy
" l‘n+1 1
= (_1) ' n+1"’
n+1 (1+0x)

X

6 € (0,1),

pa Maklorenova formula n-tog reda ove funkcije sa ostatkom u Lagranzevoj formi
glasi:

2 a3

ln(1+x):x—?+§_...+(_1)

g T" vt 1

+(=1) n+1 (14 6z)+

0e(0,1). e

3.9 Ispitivanje monotonosti i nalazenje
ekstremnih vrednosti funkcije pomocu izvoda

U sledecoj teoremi I je jedan od intervala oblika [a,b], [a,b), (a,b], (a,b), (a,+00),
[a, +00), (—00,b), (—00,b], (—o0, +0), gde su a,b € R. Ova teorema je jos jedna u
nizu posledica Lagranzove teoreme i govori nam o tome da je pomoc¢u izvoda moguce
ispitati monotonost funkcije.

Teorema 3.82. Neka je funkcija f : I — R neprekidna na intervalu I i neka ima
izvod u svim unutrasnjim tackama tog intervala.

(i) Ako je f'(z) > 0 (f'(z) < 0) za svaku unutrasnju tacku x € I, onda je
funkcija f rastuéa (opadajuéa) na intevalu I.

(i) Ako je f'(x) > 0 (f'(z) < 0) za svaku unutra$nju tacku x € I, onda je
funkcija f strogo rastuéa (strogo opadajuca) na intevalu I.

Dokaz. (i) Neka je, na primer, I = (a,b], a,b € R, i neka je f'(x) > 0 za svaku
unutrasnju tacku intervala I. Neka su x; i xo proizvoljne tacke iz intervala I takve
da je z1 < x9. Tada je a < 1 < x2 < b, pa je funkcija neprekidna na segmentu
[x1,z2] 1 diferencijabilna u intrvalu (xy, z2). Iz Lagranzove teoreme sledi da postoji
tacka € € (x1,z2) takva da je

f(x2) = fz1) = f1(€) (2 — 21). (3.107)

Buduéi da je £ unutrasnja tacka intervala I, sledi f/(£) > 0. Kako je x9 —x1 > 0,
iz, (3.107) sledi f(xz2) — f(x1) > 0, tj. f(z2) > f(x1). Prema tome, funkcija f je
rastuca na intervalu I.

Za ostale tipove intervala tvrdenje se dokazuje sli¢no.
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Tvrdenje (ii) se dokazuje analogno tvrdenju (i). W

Uslov da je izvod pozitivan (negativan) je dovoljan ali ne i potreban uslov da
funkcija strogo raste (strogo opada). Drugim re¢ima, obrat tvrdenja (ii) Teoreme
3.82 ne vazi. Primer za to je funkcija f(z) = 2% (f(z) = —2?), koja strogo raste
(strogo opada) na skupu R, ali je izvod ove funkcije f'(z) = 32% (f/(x) = —32?) za
x = 0 jednak 0.

Da obrat tvrdenja (i) Teoreme 3.82 vazi, govori nam sledece teorema.

Teorema 3.83. Neka je funkcija f : (a,b) — R diferencijabilna u intervalu (a,b).
Ako je [ rastuéa (opadajuéa) na intervalu (a,b), onda je f'(x) >0 (f'(z) <0)
za svako x € (a,b).

Dokaz. Neka je funkcija f rastuéa na intervalu (a,b) i neka je xg proizvoljna tacka
intervala (a,b). Za proizvoljno = € (a,b), ako je x > xp, onda je z — xy > 0 i
f(z) > f(zo) (jer je f rastuéa funkcija), pa je f(z) — f(zo) > 01

f(@) — f(0)

r — o

> 0. (3.108)
Ako je x € (a,b) i x < wp, onda je z —x0 < 01 f(z) < f(xo), tj. f(z)— f(zo) <0,
i opet vazi nejednakost (3.108). S obzirom da funkcija ima izvod u g, to znaci da

postoji grani¢na vrednost lim M_

T—x0 T — X
(3.108) dobijamo

f'(z0) = lim f(@) = f(2o) >0. 1

T—T0 Tr — X

Prelaskom na limes kad * — zg u

Ako funkcija ima izvod na segmentu [a, b, a,b € R, pri ¢emu u tacki a postoji
desni izvod, a u tacki b levi izvod, i ako je f rastuéa (opadajuca) na [a,b], onda je
fi(x) >0 (f'(z) <0) zaz € (a,b), fi(a) >0 (fi(a) <0)ifL(b) >0 (fL(b) <0).

Analogno tvrdenje vazi za intervale [a,b), (a,b], [a, +00), (—o0,b], a,b € R.

Teorema 3.84. Neka je funkcija f : (a,b) — R diferencijabilna u intervalu (a,b).
Tada je f rastuca (opadajuéa) na intervalu (a,b) ako i samo ako je f'(x) >0
(f'(x) <0) za svako x € (a,b).

Dokaz. Sledi iz Teoreme 3.82 (i) i Teoreme 3.83. W

Teorema 3.85. Neka je funkcija f : (a,b) — R neprekidna na intervalu (a, b) i neka
u svakoj tacki tog intervala ima pozitivan (negativan) izvod, sa izuzetkom eventualno
konacéno mnogo tacaka u kojima izvod ili ne postoji ili je jednak 0. Tada je funkcija
f strogo rastuca (strogo opadajuéa) na intevalu (a,b).

Dokaz. Tvrdenje je dovoljno dokazati u slucaju da postoji samo jedna tacka c €
(a,b) u kojoj izvod ili ne postoji ili je jednak 0. Funkcija f je onda neprekidna
na intervalima (a,c| i [¢,b), 1 ima pozitivan izvod u svakoj unutrasnjoj tacki kako
intervala (a,c|, tako i intervala [c,b). Na osnovu Teoreme 3.82 (ii) funkcija f je
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strogo rastuca na intervalu (a, c], a takode i intervalu [c,b). Pokazimo da je strogo
rastu¢a na (a,b). Neka su x1 1 2o proizvoljne tacke iz intervala (a,b), takve da je
x1 < x9. Ako x1, mg € (a,c] ili x1, x2 € [c,b), onda, s obzirom da je f strogo
rastuéa na intervalu (a, ¢], a takode i intervalu [c,b), vazi da je f(x1) < f(z2). Ako
x1 € (a,¢) i xg € (¢,b), onda je f(x1) < f(c) (jer funkcija strogo raste na (a,c]) i
f(e) < f(z2) (jer funkcija strogo raste na [e, b)), pa je f(x1) < f(z2). B

Primeri 3.86. (i) Funkcija

ra={ o o5k

Zaz < 1je f'(x) = 322, paje f'(x) > 0zax € (—00,0)U (0,1) i f/(0) = 0. Za

1

1i da je f'(z) = ——= .

x > 1 imamo da je f'(z) 2\/5>0
Kako je

3
' Lo =1 9 B
=t ooy = Al e =3

-1 1 1 1
fi(1) = lim Ve = lim = = -,
z—140 x —1 e—=1+0/r+1  1+1 2

to funkcija f nema izvod u tacki x = 1. Buduéi da je funkcija f neprekidna na R i
ima pozitivan izvod u svakoj tacki x € R\ {0, 1}, to na osnovu Teoreme 3.85 sledi
da je f strogo rastuca funkcija na skupu R.

(ii) Funkcija f(x) = ¢/x ima prvi izvod u svakoj tacki z # 0:

Izvod u tacki x = 0 postoji samo u Sirem smislu:

R LGOI (O A
PO =M=~ Ty

Funkcija f je neprekidna na R i svuda sa izuzetkom tacke x = 0 ima pozitivan izvod,
pa na osnovu Teoreme 3.85 zakljucujemo da je f strogo rastuca funkcija na skupu
R. e

Teorema 3.87. (Potrebni uslovi za egzistenciju ekstremuma) Neka je funkcija f
definisana u okolini tacke xg. Ako je xg tacka lokalnog ekstremuma, onda izvod
f(xo) ili ne postoji ili je f'(xo) = 0.

Dokaz. Ako postoji izvod u tacki lokalnog ekstremuma, onda je na osnovu Fermaove
tereme on jednak 0. W
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Teorema 3.88. (Dovoljni uslovi za egzistenciju strogog ekstremuma) Neka je funkcija
f definisana u okolini U tacke xg i neka je diferencijabilna u svim tackama iz U sa

izuzetkom eventualno tacke xg u kojoj je inace neprekidna. Ako izvod menja znak

pri prolasku argumenta kroz tacku xo, tj. ako postoji & > 0 tako da f' ima jedan

znak u okolini (g — 0, x¢), a suprotan u okolini (zg,xo+9), onda je xg tacka strogog

lokalnog ekstremuma. Pri tom, ako je f'(x) >0 za x € (g — 0,x0), a f'(z) <0 za

x € (xo,20+9), onda je xy tacka strogog lokalnog maksimuma. Ako je pak f'(x) <0

zax € (xg — d,x0) i f'(x) >0 za x € (xg,x0+ 0), onda je xqy tacka strogog lokalnog

MINIMUMA.

Dokaz. Neka je f'(x) > 0zax € (xg—0,20) 1 f'(x) < 0za x € (g, x0+0). Neka je
x € (xg — d,20) U (z0, 20 + J). Funkcija f ispunjava uslove Lagranzove teoreme na
segmentu sa krajevima u tackama z i zog (na segmentu [z, x| ako je x < xg, a ako
je * > xo, onda na segmentu [z, x]), odakle sledi da postoji tacka & izmedu xg i z
tako da vazi jednakost:

f@) = flxo) = f(&)(x — o). (3.109)

Ako je x < xp, onda je z — 29 < 01 f/(§) > 0 bududi da je z < £ < xq, te iz (3.109)
sledi da je f(z) — f(zo) <0, tj. f(x) < f(zo).

Ako je x > xp, onda je z —xg > 01 f/(£) < 0 jer je u ovom slucaju xy < & < z,
pa iz (3.109) sledi opet da je f(x) — f(zo) <0, tj. f(x) < f(zo).

Prema tome, zg je tacka strogog lokalnog maksimuma.

Analogno dokazujemo u drugom sluc¢aju da je xg je tacka strogog lokalnog min-
imuma. W

Sledeéi primer pokazuje da vazenje uslova iz prethodne teoreme nije potreban
uslov za egzistenciju strogog lokalnog ekstremuma.

Primer 3.89. Neka je
2:1:2—}—5628inl x#0
flx) = x’ ’
0, z=0.

Za x # 0 vazi
1
—1<sin— <1,

pa je
—x? < z2sin — < z2.
T

Odavde dobijamo da za x # 0 vaze nejednakosti
1
2?2 < 22? + 2?sin — < 322 (3.110)
x
Kako je f(0) =0, iz (3.110) sledi

2% < f(z) < 32°, za svako = € R. (3.111)
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Iz (3.111) sledi da je za svako € R\ {0}, f(z) > 0 = f(0), pa je tacka x = 0 tacka

strogog lokalnog minimuma.

1
Za x # 0 imamo da je f'(z) = 4z + 2z sin — —cos—. Primetimo da za x,, = Py
izn:m, nGN,VaZi

, 2 2 2
fl(zp) = — 4+ ——sin2nmw —cos2nTt = — — 1 <0,
nw  2nmw nmw
4 2

F'(zn) = 2n+ )7 + (2n+ 1)m

sin(2n + 1)m—cos(2n + 1)m= +1> 0.
T

4+
(2n+1)
Takode je

2
Fl—an) = —— —1 <0,
nm

4
f(=zn) = s r +1 >0, zasvakon € N.

Neka je § > 0 proizvoljno. Kako lim z, = lim z, = 0, postoji ng € N tako da
n—oo n—oo

za svako n > ng vazi x,, z, € (0,0), i prema tome —x,, —z, € (—0,0). Prema tome,
u svakoj desnoj, a takode i levoj okolini tacke x = 0 prvi izvod nema stalni znak veé
ga beskona¢no mnogo puta menja. e

Teorema 3.90. Neka je funkcija f n-puta diferencijabilna u tacki a i neka je
fla)=f"(a) == f""V(a)=0i f™(a) #£0, n >2. (3.112)

Ako je n neparan broj, funkcija f u tacki a nema lokalni ekstremum.

Ako jen paran broj, funkcija f ima strogi lokalni ekstremum u tacki a. Pri tome,
ako je f™(a) > 0, onda je a tacka strogog lokalnog minimuma, a ako je f(™(a) < 0,
onda je a tacka strogog lokalnog maksimuma.

Dokaz. Bududi da je funkcija f n-puta diferencijabilna u tacki a, na osnovu Teoreme
3.76, za nju vazi Tejlorova formula n-tog reda sa ostatkom u Peanovoj formi:

ae (n) a
£@) = @)+ f @)+ LD @ D o ayso@may), o
' ' (3.113)
Sada iz (3.113) i (3.112) sledi
() (g
1)~ fa) = D a0y pof(@ - ), & a,

Kako je f(™(a) # 0, to na osnovu Tvrdenja 2.108 (ii) sledi

f™(a)

n!

o((w—a)")zo( (:v—a)"), x— a,
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pa je
™ (a)

n!

f(x) = f(a) = (az—a)”—i—o( (a:—a)"),x—)a.

Iz Tvrdenja 2.108 (xi) sledi da postoji 6 > 0 tako da za okolinu (a — d,a + ¢)
tacke a vazi

™) (g
sen (f(z) - f(a) = sen (f “<m—a>“>

n!

(3.114)
() (q
= sgn (f ( )> sgn ((r—a)") zax € (a—4d,a+0).

n!

Ako je n neparan broj, onda izraz (r — a)™ menja znak pri prolasku argumenta
kroz tacku a. Naime, za z € (a — d,a) je v —a < 0, pa jei (x —a)” < 0, tj.
sgn((x —a)")) =—1,dok za x € (a,a +9) vazi z —a > 0 istogai (z—a)” >0, tj.
sgn ((x —a)™)) = 1. Sada iz (3.114) sledi

() (g
sen (f(z) — (@) = —sgn (f - )> s € (a—50)

™) (q
sgn (f(x) — f(a)) = sgn (f ( )> za x € (a,a+9).

n!

Odavde zaklju¢ujemo da prirastaj funkcije f(x) — f(a) menja znak pri prolasku
argumenta kroz tacku a, $to na osnovu Napomene 3.48 povlacéi da a nije tacka
lokalnog ekstremuma funkcije f.

Ako je n paran broj, onda izraz (z —a)”™ ne menja znak pri prolasku argumenta
kroz tacku a, tj. za svako x € (a — d,a + §) \ {a} ovaj izraz je pozitivan, t;j.
sgn ((z —a)™) = 1. Sada iz (3.114) sledi

f™(a)

n!

sgn(f(x)—f(a))zsgn( ),zamé(a—&,a—ké)\{a}.

Odavde sledi da prirastaj funkcije f(x)— f(a) ne menja znak pri prolasku argumenta
kroz tacku a, $to znaci da je a tacka lokalnog ekstremuma funkcije f. Pri tom, ako je
f™(a) < 0, onda je priragtaj funkcije f(z)— f(a) < 0 za svako z € (a—9,a+0)\{a},
pa je a je tacka strogog lokalnog maksimuma. Ako je pak f(™ (a) > 0, onda je
f(z) — f(a) > 0 za svako = € (a — d,a+ ) \ {a}, pa je a je tacka strogog lokalnog
minimuma. W

Posledica 3.91. Neka je funkcija f dva puta diferencijabilna u tacki a i neka je
f'(a) =04 f’(a) # 0. Ako je f"(a) > 0, onda funkcija f u tacki a ima strogi
lokalni minimum, a ako je f"(a) < 0, onda funkcija f u tacki a ima strogi lokalni
maksimum.

Dokaz. Sledi iz Teoreme 3.90 za slucaj kada jen =2. B
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Primer 3.92. Neka je f(z) = 2% — 2%+ 2% -5, z € R. Tada je f'(z) = 2° — 322 +
20 = 2(2? - 324+ 2) =x(x — 1)(z —2) i f’(z) = 322 — 62 + 2. Prema tome,

fllz)=0&=2=0Vae=1Vae =2

Kako je f7(0)=2>0, f/(1) = —-1<01i f”(2) =2 > 0, to na osnovu Posledice 3.91
sledi da je 0 tacka strogog lokalnog minimuma, 1 tacka strogog lokalnog maksimuma
i 2 tacka strogog lokalnog minimuma. e

Primer 3.93. Za funkciju f(z) = sinz + cosz — e” je f'(z) = cosz —sinx — e” i
f"(x) = —sinx — cosx — e* za svako x € R. Kako je f/(0) =01 f”(0) = -2 <0, to
je na 0 tacka strogog lokalnog maksimuma. e
Primer 3.94. Za funkciju f(z) = sinz + cosz — e” je f'(xz) = cosz —sinx — e” i
f"(x) = —sinx — cosx — €* za svako xz € R. Kako je f/(0) =01 f”(0) = -2 <0, to
je na 0 tacka strogog lokalnog maksimuma. e

Primer 3.95. Ispitajmo da li funkcija f(z) = 2° — 22* — 223 + 822 — 7z + 9 ima
ekstremnu vrednost u tacki x = 1. Kako je za svako x € R

f'(x) = bat—8z3 —62%+ 162 — 7,
f(x) = 202 — 242 — 122 + 16,
f"(x) = 602 — 48z — 12,

fW () = 1200 — 48,

toje f/(1) = f"(1) = f"(1) = 01 fW(1) = 72 > 0, pa je z = 1 tacka strogog
lokalnog minimuma i taj lokalni minimum iznosi f(1) = 7. e

3.10 Konveksne i konkavne funkcije

Definicija i osobine

Neka je data funkcija f : (a,b) — Rizy,x2 € (a,b) tako da je 1 < x2. Jednacina
seCice odredene tackama A(z1, f(x1)) 1 B(ze, f(z2)) je

f(z2) — f(x1)

y = f(%)‘FW(x—xl)
_ @) (w2 — 1) + (@) (w —21) — fla1)(x — 21)
Tro9 — T1
_ fa)(@ — o — x4 ) + fao)(z —21)
To — X1
_ @) (z2 —x) + fla2)(x —a1)
Tro9 — T1
= 2T f@) + - f(x).

T2 — X1 T2 — X1
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Tro9o — T r — I

Neka je l(x) = flx) + f(z2). Tada jednacina secice glasi:

XTo — I o — I
y=I(z).
Primetimo da je I(z1) = f(z1) 1 l(z2) = f(z2).

Definicija 3.96. Funkcija f : (a,b) — R je konveksna (konkavna) na intervalu (a,b)
ako za svake tri tacke x1,x,x9 € (a,b), takve da je x1 < x < x2, vaZi nejednakost

flx) < =), (3.115)
(fl@) > U)) (3.116)
.
f@) € 2+ f(a) (3.117)
T2 I i) T
(F2) > 275 fan) + " f(an)). (3.118)
T2 I T2 T
Ako je
f@) < ),

(f(z) > IUx))
onda kazemo da je funkcija f strogo konveksna (strogo konkavna) na intervalu (a,b).

Primetimo da ée (3.115), odnosno (3.117), ((3.116), odnosno (3.118)) vaziti i kad
je x =x1 ili x = x9 (tada je f(z1) = 1(z1) 1 f(z2) = I(22)).

Uslov konveksnosti (konkavnosti) ima slede¢u geometrijsku interpretaciju: ako je
funkcija konveksna (konkavna) na intervalu (a,b), onda za svake dve tacke x1,x9 €
(a,b), takve da je z1 < x2, sve tacke duzi AB secice odredene tackama A(x1, f(z1))
i B(xga, f(z2)) ne ”leze” ispod (iznad) tacaka (z, f(x)) grafika funkcije za koje je
x1 < x < x9, odnosno, sve tacke (x, f(x)) grafika funkcije za koje je 1 < & < x9
"leze” ispod ili na (iznad ili na) duzi AB secice odredene tackama A(x1, f(x1)) i
Bz, f(x2))

Ako je funkcija strogo konveksna (strogo konkavna) na intervalu (a,b), onda
za svake dve tacke z1,x2 € (a,b), takve da je z1 < x2, sve tacke (x, f(z)) grafika
funkcije za koje je x1 < x < xo "leze” ispod (iznad ) tacaka duzi AB secice odredene
tackama A(zy, f(x1)) 1 B(xa, f(x2)).

Pre nego $to damo sledeé¢u karakterizaciju konveksnih (konkavnih) funkcija,
dokazimo sledeée jednostavno tvrdenje.

Lema 3.97. Tacka x € R pripada segmentu [x1,x2] ako i samo ako postoje neneg-
ativni brojevi A1 i Ao takvi da je Ay + o =1 i x = A\x1 + Aoxs.
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Dokaz. Neka x € [x1,z9]. Tada sistem jednacina sa nepoznatima Aj i Ag,

AL+ A2 =1,
Azl + Nxy =1,

na osnovu Kramerovog pravila, ima jedinstveno reSenje jer je determinanta sistema
X9 — I 7é 0:

1 1 1 1
r x2 o — X T X r — X
)\1 — = y )\2 — - )
1 1 To — I 1 1 o — T
1 X9 1 X9

i pritom je Ay > 01 Ay > 0.

Obrnuto, pretpostavimo da je x = A1+ Aoxa, gdesu A1 >0, Aa > 01 A+ A =
1. Zbog A1 > 0 iz z1 < z9 sledi A\jx1 < A\ix9, dok zbog Ao > 0 imamo Aoz < Aoxo.
Odavde 11z A1 + A9 = 1 sledi

z1 = (AM+A)z1 = Mixi+dex) < Mxi+dexe = < Mizat+dexe = (A1+A2)ze = x0. A

Tvrdenje 3.98. Funkcija f : (a,b) — R je konveksna (konkavna) na intervalu (a,b)
ako i samo ako za svake dve tacke x1, x2 € (a,b) i za svaka dva nenegativna realna
broja A1 1 Ao, takva da je A1 + Ao = 1, vazi nejednakost

f()\lilj'l + )\2332) < /\1f(x1) + /\Qf(xg) (3.119)
(f( Mz + )\g.rg) > )qf(l‘l) + )\2f<.1‘2)).

Funkcija je strogo konveksna (strogo konkavna) ako i samo ako za svake dve tacke
x1, x2 € (a,b), Ty # x2, i za svaka dva pozitivna realna broja A1 i o, takva da je
A1+ Ao =1, vaZi nejednakost

f(/\1x1 + )\21‘2) < )qf(xl) + )\Qf(.%‘g)
( f(/\1$1 + )\Q.TUQ) > )\1f<1‘1) + )\2f<1‘2))

Dokaz. Neka je funkcija f : (a,b) — R je konveksna na intervalu (a,b). Tada za
svake tri tacke 1, x, 9 € (a,b), takve da je 1 < z2 1 1 < x < z9, vazi nejednakost

Tro — T r — I

f(z) <

f(x1) +

xTo — X1 o — T

fla2). (3.120)

Neka su A1 i Ay dva nenegativna broja takva da je A\ + X2 = 1. Tada na osnovu Leme
3.97 imamo da je z1 < A\x1 + Aozwo < T9, pa za x = A1 + Aaxo vazi nejednakost
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(3.120):

xo — (Mz1 + Aawa) A1Z1 + Agxg — 11

f(Azr + Aawa) < flx1) + f(ze) =
Tr9 — X1 Tro9 — X1
(L= Ag)wp — /\1$1f($1) N Aazo — (1 — >\1)CC1f(x2) _
To — 1 To — T1
_ ATy — A2 Flo) + o9 — AoZq Fas) =
X9 — I o — 1
A — A —
= Ao gy g A )
Tro9 — T1 Tro — T

= Af(z1) + Aaf(z2).

Obrnuto, neka za svake dve tacke z1, x2 € (a,b) i za svaka dva nenegativna realna
broja A1 i A, takva da je \i+A2 = 1, vazi nejednakost (3.119), neka je 1 < x2 i neka
je x proizvoljna tacka iz segmenta [z1,z2]. Tada na osnovu Leme 3.97 sledi da za

e iy = . vazi M+ X =1iz = ANz1+ Aoz,

T2 — X1 T2 — X1

nenegativne brojeve A\ =

pa je

fo) = f<m_mxr%$_mxg

T2 — 21 T2 — 21
To9 — T Xr — X

< f(z1) + f(x2).
To — I T2 — 1

Prema tome, za proizvoljne tri tacke z1,x,z2 € (a,b), takve da je 1 < x < x9, vazi
nejednakost (3.120), pa je funkcija f konveksna na intervalu (a,b). B

Primer 3.99. Funkcija f(z) = ax +b je konveksna i konkavna na R (i prema tome,
nije strogo konveksna niti strogo konkavna na R). Zaista, neka su Aj i Ay nenegativni
brojevi takvi da je Ay + Ao = 1, i neka su x1,x2 € R. Tada je

f(/\lacl + )\21‘2) = a(/\1:U1 + )\2.%2) +b= a()\1$1 + /\QxQ) + (/\1 + )\Q)b
= )\1((1:61 + b) + )\2(&5112 + b) = )\1f($1) + )\gf(xg). °

Primer 3.100. Funkcija f(z) = z? je strogo konveksna na R jer za proizvoljne
x1,x2 € R takve da je x1 < xo i proizvoljne pozitivne brojeve A1 i A9, takve da je
AL+ Ay =1, vazi

FOuzs 4+ Xaze) = (Azy + Aox2)? = A22? + 2\ Noxy 29 + N2
= M(1—=X)x? + 2\ doz1zo + Ao (1 — Ay) 3
= Mzt 4 ozd — Mo (2? — 2z120 + 23)
= \z? 4 Xzl — Moz — 29)3
< Mzt 4 dexd = Mif(xz1) + Aaf(zz). @
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Tvrdenje 3.101. Funkcija f : (a,b) — R je konveksna (konkavna) na intervalu
(a,b) ako i samo ako za svake tri tacke x1,x,x2 € (a,b), takve da je v1 < x < x2,
vazi nejednakost

fl) = f(z1) _ f(x2) — f(2)

< (3.121)
r — X9 — &
(Hl)= s, S0 =510
T — T T xy—=x '

Funkcija f je strogo konveksna (strogo konkavna) na intervalu (a,b) ako i samo ako
za svake tri tacke x1,x, 9 € (a,b), takve da je v1 < x < x3, vaZi nejednakost

flz) — f(z1) < f(z2) — f(x)

(3.122)
xr — X X9 — &
(f(l‘) — f(x1) S f(x2) —f(ff)> .
r — I Xro — T

Dokaz. Neka je funkcija f konveksna na intervalu (a,b) i neka su z1,x, zo tacke iz
intervala (a,b) takve da je 1 < < x2. Tada je

r — T

F(x2). (3.123)

T X — Ty — X

MnozZenjem poslednje nejednakosti sa xo — x1 (z2 — 21 > 0) dobijamo

(w2 —21)f(2) < (22 — ) f(21) + (T — 21) f(202),

pa je
(v —z+x—x1)f(x) < (22 — 2) f(21) + (2 — 21) f(22),
t].
(x2 —2)f(2) + (2 — 1) f () < (22 — 2) f(21) + (T — 21) f(22),
Odavde sledi

(2 — 2)(f(z) = f(21)) < (2 —21)(f(22) — f(2)),

pa deobom sa pozitivnim brojem (z2 — z)(z — x1) dobijamo nejednakost (3.121).

Obrnuto, neka za proizvoljne tri tacke x1, x, z2 € (a,b), takve da je 21 < = < x3,
vazi nejednakost (3.121). Tada obrnutim redom u odnosu na dokaz prethodnog
smera dokazujemo da iz nejednakosti (3.121) sledi nejednakost (3.123), $to znaci da
je funkcija f konveksna na intervalu (a,b). B

Tvrdenje 3.101 ima sledeéu geometrijsku interpretaciju: funkcija f : (a,b) —
R je konveksna (konkavna) na intervalu (a,b) ako i samo ako za svake tri tacke
x1,x,22 € (a,b), takve da je z1 < x < z9, koeficijent pravca secice kroz tacke
A(z1, f(z1)) 1 B(z, f(x)) je manji ili jednak (veéi ili jednak) od koeficijenta pravca
secice kroz tacke B(z, f(z)) i C(z2, f(x2)), odnosno tanges ugla, koji se¢ica kroz
tacke A(x1, f(z1)) 1 B(x, f(z)) gradi sa pozitivnim delom z-ose, je manji ili jednak
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(vedi ili jednak) od tangesa ugla koji setica kroz tacke B(z, f(z)) i C(x2, f(z2))
gradi sa pozitivnim delom z-ose.

Ispitivanje konveksnosti i konkavnosti pomocu izvoda

Sledeca teorema daje potreban i dovoljan uslov da diferencijabilna funkcije bude
konveksna (konkavna).

Teorema 3.102. Neka je funkcija f : (a,b) — R diferencijabilna. Tada je f kon-
veksna (strogo konveksna) na intervalu (a ,b) ako i samo ako ' raste (strogo raste)
na tom intervalu.

Dokaz. Neka je f konveksna funkcija na intervalu (a, b) i neka su x1, x, x5 proizvoljne
tacke iz intervala (a, b) takve da je 1 < 2 < z2. Iz Tvrdenja 3.101 sledi

[@) = f(o) _ f(@s) = f@)

< (3.124)
xr — X Xro — T
Iz nejednakosti (3.124) prelaskom prvo na limes lim dobijamo
rx—x1+0
z—x1+0 Tr — T r—x1+0 o — I
. .. e . : flz) = flz1)
i bududi da funkcija f ima izvod u tacki zj, to je lim ——————= = f'(z1), a

x—x1+0 T — T
kako je funkcija f neprekidna u tacki z1, toje lim f(w2) = f(2) f(iU2) — @) ,
z—x1+0 To — X T2 —I1

pa dobijamo da je
f(w2) — f(z1)

! < 12
flan < 220 (3.126)
Ako u nejednakosti (3.124) predemo na limes lim o dobijamo
r—ITo—
z—x2—0 Tr — T r—x2—0 To — X

flz) _ flaz) = fla1)

Kako je funkcija f neprekidna u tacki z2, toje lim @) -
z—x2—0 Tr — T To — I
S

x
i funkcija f ima izvod u tacki z9, pa je lim f(we) =
z—x2—0 T2 — X

)

= f/(x2). Prema tome,

f(x2) — f(x1)

T2 — X1

< f(z2). (3.128)
Sada iz (3.126) i (3.128) sledi

f(x1) < f(x2),

pa je funkcija f’ rastuéa na intervalu (a,b).
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Ako je funkcija f strogo konveksna na intervalu (a,b), onda iz veé¢ dokazanog
dela sledi da je f’ rastuca funkcija na intervalu (a,b). Pokazimo da je f’ strogo
rastuca na (a,b). Iz Tvrdenja 3.101 sledi

f(z) — f(x1) < f($2)—f(1‘)‘

r — T Tr9g — T

(3.129)

Funkcija f ispunjava uslove Lagranzove teoreme na segmentima [z1,z] i [z, x2], pa
postoje tacke & € (x1,2) 1 & € (x,x2) takve da je

f@) = f(z1) _ Fl&) i f(z2) — f(x)

r — X xro — T

= f'(&)
Iz (3.129) sledi
f1(&) < f'(&).

Bududi da je 71 < & < x < & < @9, a funkcija f/ rastuca, to je

fl(x1) < (&) < f(&) < f(a).

Dakle, f'(x1) < f'(x2), pa je funkcija f’ strogo rastuca na intervalu (a,b).

Obrnuto, pretpostavimo da je f’ rastuca (strogo rastuéa) na intervalu (a,b) i
neka su x1,x,29 € (a,b) proizvoljne tacke takve da je 1 < x < z. Funkcija
f ispunjava uslove Lagranzove teoreme na segmentima [z1,x] 1 [z, z2], pa postoje
tacke &1 € (z1,7) i & € (z,22) takve da je

O I0) _ ) 5 0 S0 e, (3.130)
Buduéi da je & < &, to je f'(&1) < f/(&) (f'(&1) < f'(&2)), pa iz (3.130) sledi
f(x) — f(z1) < flz2) — f(x)
T — T - XTo — X
(f(@ — f(z1) - f(z2) — f(@)
r— T Ty — T ’

Sada na osnovu Tvrdenja 3.101 zaklju¢ujemo da je funkcija f konveksna (strogo
konveksna) na intervalu (a,b). B

Sliéno se dokazuje slede¢a teoremas:

Teorema 3.103. Neka je funkcija f : (a,b) — R diferencijabilna. Tada je f
konkavna (strogo konkavna) na intervalu (a,b) ako i samo ako f’ opada (strogo
opada) na tom intervalu.

Iz Teorema 3.102 i 3.103 sledi sledece tvrdenje.

Teorema 3.104. Neka je funkcija f : (a,b) — R dva puta diferencijabilna na
intervalu (a,b). Tada je funkcija f konveksna (konkavna) na intervalu (a,b) ako i
samo ako je f"(x) >0 (f"(x) <0) za svako = € (a,b).

Ako je f"(z) > 0 (f"(z) < 0) za svako x € (a,b), onda je funkcija f strogo
konveksna (strogo konkavna) na intervalu (a,b).



3.10. Konveksne i konkavne funkcije 167

Primer 3.105. Funkcija f(z) = a®, a > 0, a # 1, je dva puta diferencijabilna na
R i f"(x) = a®In®a > 0 za svako 2 € R. Na osnovu Teoreme 3.104 sledi da je f
strogo konveksna na R. e

Primer 3.106. Funkcija f(z) = log, x, a > 0, a # 1, je dva puta diferencijabilna
na intervalu (0, +00) i

Fla)= ——) f(2) =

rlna

22lna’

Ako je a € (0,1), onda je f"(x) > 0 za svako x € (0,+00), pa je funkcija f strogo
konveksna na intervalu (0, +00).

Kada je a > 1, onda je f”( ) < 0 za svako = € (0,+00), i stoga je funkcija f
strogo konkavna na intervalu (0, +00). o

Primer 3.107. Funkcija f(x) = 2%, a € R, je dva puta diferencijabilna na intervalu
(0, +00):
fl(x) =az®,  f'(z) =a(a— 1)z 2

Za a € (—00,0) U (1,400), f"(x) > 0 za svako x € (0, +00), pa je funkcija f strogo
konveksna na intervalu (0, +00).

Ako je a € (0,1), onda je f’(x) < 0 za svako = € (0,+00), pa je funkcija f
strogo konkavna na intervalu (0,4+00). e

Napomena 3.108. 1z dokaza Teoreme 3.102 sledi da ako je funkcija f : [a,b] — R
diferencijabilna na segmentu [a,b] (pod izvodom u tacki a podrazumevamo desni
izvod, a u tacki b levi izvod) i konveksna (respektivno strogo konveksna, konkavna,
strogo konkavna) na segmentu [a, b], onda je f’ rastuca (respektivno, strogo rastuéa,
opadajuca, strogo opadajuc¢a) funkcija na segmentu [a, b].

Napomena 3.109. Takode iz dokaza Teoreme 3.102 sledi da ako je funkcija f :
[a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b], diferencijabilna na intervalu (a,b) i ima
izvod f’ koji je rastuca (respektivno, strogo rastuéa, opadajuca, strogo opadajuca)
funkcija na intervalu (a,b), onda je funkcija f konveksna (respektivno, strogo kon-
veksna, konkavna, strogo konkavna) na segmentu [a,b]. Zato ako je f : [a,b] — R
neprekidna na segmentu [a, b], dva puta diferencijabilna na intervalu (a,b) i f”(x) >
0 (respektivno, f”(x) > 0, f”(x) <0, f”’(x) < 0) za svako x € (a,b), onda je f kon-
veksna (respektivno, strogo konveksna, konkavna, strogo konkavna) na segmentu
[a,b]. Analogna tvrdenja bi vazila za funkciju definisanu na intervalima (a, b] (gde
je a konacan broj ili —o0) ili [a,b) (gde je b konacan broj ili +00).

Primer 3.110. Funkcija f(z) = V22 je neprekidna na R, dva puta diferencijabilana
na intervalu (—oo,0) i na intervalu (0, +00):

, zax € (—00,0) U (0,400).
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Kako je f’(z) < 0 za z € (—00,0) , a takode i za x € (0,400), to je funkcija
f strogo konkavna na intervalu (—oo,0) i takode, strogo konkavna na intervalu
(0,400). Medutim ona nije konkavna na (—oo, +00), jer za svako = # 0 vazi

F(50+ 52) =10 =0< @) = 5 1(0) + 3 F(-0)

2 2 2
Osim toga,
coy o f@) = f0) Va2 1
f_(o)_zlinjo r—0 = Jm, T _mlinjo?’:c_ >
i 3
Py - e @ —fO) Ve 1
er(O)_xl—l)n—i}O z—0 _:1:1—1>n-i}0 x _xl—l>n-|}0\3/5_+oo'.

Sledeca teorema daje geometrijsku karakterizaciju svojstva konveksnosti (kon-
kavnosti) diferencijabilne funkcije.

Teorema 3.111. Neka je f : (a,b) — R difencijabilna funkcija na intervalu (a,b).
Funkcija f je konveksna (konkavna) na intervalu (a,b) ako i samo ako tacke
njenog grafika nisu ispod (iznad) tacaka tangente konstruisane u proizvolinoj tacki
tog grafika.
Funkcija f je strogo konveksna (strogo konkavna) na intervalu (a,b) ako i samo
ako su tacke njenog grafika iznad (ispod) tacaka tangente konstruisane u proizvoljnoj
tacki tog grafika, ne ukljucujuci tacku dodira.

Dokaz. Neka je funkcija f konveksna na intervalu (a,b) i neka je xo € (a,b). Tan-
genta na grafik funkcije f u tacki (zo, f(zo)) ima jednacinu y = t(z) gde je

t(x) = f(zo) + f'(x0)(x — x0).
Neka je x € (a,b) proizvoljna tacka. Tada je
f(x) = t(z) = f(z) = f(w0) = f'(x0)(x — 20). (3.131)

Primenom Lagranzove teoreme zaklju¢ujemo da postoji tacka £ izmedu tacaka xq i
x (€ € (xg,x) ako je xg < x, 1§ € (x, ) ako je z¢g > ) takva da je

f(@) = f(zo) = f(&)(x — o). (3.132)
Iz (3.131) i (3.132) sledi
f@) = t(z) = (f'(&) — f'(w0))(z — o). (3.133)

Na osnovu Teoreme 3.102 sledi da f’ raste na intervalu (a,b).
Ako je x < g, onda je £ € (x,x0), te je £ < o, i stoga je f'(§) < f'(xg). Prema
tome, z — x9 < 01 f'(§) — f'(x0) <0, pa iz (3.133) sledi da je f(x) —t(x) > 0.
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Ako je © > xg, onda je f € (zo

tome, . — 29 > 01 f'(&§) — f'(x0
Obrnuto, neka je f(z) >t
€ (a,b). Tada je

0, ), te je & > xg, i stoga je f'(&) > f'(x¢). Prema
) >0 pa iz (3.133) sledi da je f(x) —t(x) > 0.
(@), tj. f(x) = flzo) = f'(zo)(z — x0) za svako

f(@) = f(o)

r — X0

> f'(z0) za x>0 (3.134)

f@) ~ flwo) _

! < xp. 3.135
Py < fi(zo) za x <o ( )

Neka su x1,z2,x3 tacke iz intervala (a,b) takve da je 1 < zo < x3. Iz (3.134),
stavljajuci da je x = x3 i 9 = T2, dobijamo

flzs) = f(22)

> 3.136
sy 21 (@2) (3.136)
dok iz (3.135), stavljajuéi da je z = x1 i g = x2, dobijamo

fx2) = f(a1)

T2 — X1

< fl(x2). (3.137)

Iz (3.135) i (3.137) sledi

f(z2) — f(z1) < f(w3) — f(UCQ).

T2 — I I3 — T2

Sada na osnovu Tvrdenja 3.101 zaklju¢ujemo da je funkcija f konveksna na intervalu
(a,b).
Ostala tvrdenja se dokazuju slicno. B

Napomena 3.112. Na osnovu Napomene 3.108 i dokaza Teoreme 3.111 sledi da
ako je funkcija diferencijabilna na segmentu [a,b] (pod izvodom u tacki a po-
drazumevamo desni izvod, a u tacki b levi izvod) i strogo konveksna (strogo konkavna)
na [a, b], onda sve tacke grafika leze iznad (ispod) tacaka kako leve tangente grafika
funkcije u tacki (b, f(b)), ne ukljucujuéi tacku (b, f(b)), tako i desne tangente grafika
funkcije u tacki (a, f(a)), ne ukljucujudi tacku (a, f(a)).

Prevojne tacke funkcije

Definicija 3.113. Neka je funkcija f definisana na intervalu (a,b). Za tacku x¢ €
(a,b) kazemo da je prevojna tacka funkcije f, a za tacku (xg, f(xo)) prevojna tacka
grafika funkcije, ako je funkcija f neprekidna u tacki xg i ako postoji § > 0 tako da
je funkcija strogo konveksna na intervalu (zg — 6, o) i strogo konkavna na intervalu
(0, z0+0), ili da je f strogo konkavna na intervalu (zo — d,x0) i strogo konveksna
na intervalu (xo, xo + 0).
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Ako je funkcija f diferencijabilna u okolini prevojne tacke xzg, sledi da grafik
prelazi s jedne na drugu stranu tangente, tj. ako je y = t(z) jednacina te tangente,
onda razlika f(z)—t(x) menja znak pri prolasku argumenta kroz tacku zo. Medutim
ovo je samo potreban ali ne i dovoljan uslov da diferencijabilna funkcija u okolini
tacke zg ima prevoj u tacki xg, Sto pokazuje sledeéi primer.

Primer 3.114. Neka je

0, z=0
Za x # 0 vazi
1 1 4 1 6 1
! _ 2 2 : " _ .
fi(x) = 62" + 3x sin —5 —2COS?, [ (x) =12z + (62 — ;)sm? — s
Funkcija ima prvi izvod u tacki 0:
f(a: _ (O) 2$3 + fL‘3 sin % 1
f'(0) = lim = lim ——— % = lim <2x2 + 2% sin 2) =0.
z—0 T — z—0 T z—0 X

Prema tome, tangenta grafika funkcije u tacki (0,0) je x-osa. Za svako x > 0 vazi
1 3 3.1 3
—1§sm—2§1 = —a <z sm—2§x
x x
1
= g’ < 2$3+x35in—2 < 323
x
3 3. 1
= 227 +a"sin— >0,
T
dok za svako x < 0 vazi

1 1
—1<sin—5 <1 = —x32x?’sin—22x3
x x

1
— x322x3+x3sin—223x3
T
3 3. 1
— 2x° +«x 81n—2<0.
T

Prema tome, f(z) < 0 zax < 01 f(z) > 0 za > 0, pa grafik funkcije prelazi
sa jedne na drugu stranu tangente grafika u tacki (0,0). Pokaza¢emo da (0,0) nije
prevojna tacka grafika funkcije.
Primetimo da je za n € N,
1 12 12
\/ﬁ) = \/ﬁ — 6\/ nm COS(nﬂ') = \/ﬁ — 6\/ nﬂ'(—l)n,
1 12 1

2 n
\/ﬁ) =~ + 6y/nm cos(nm) = ~Jin + 6v/nw(—1)",

7

f//(_
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: 1 1 : " 1 : 1! 1
paJef(ﬁ)>01f(—ﬁ ﬁ)<01f(—ﬁ)>
0 za parno n. To zna¢i da drugi izvod beskonatno mnogo puta menja znak u
proizvoljno maloj, kako desnoj tako i levoj okolini tacke 0, te stoga funkcija beskonacno
mnogo puta menja karakter konveksnosti u proizvoljno maloj desnoj, a takode i levoj

okolini tacke 0 (Teorema 3.104). Prema tome, 0 nije prevojna tacka funkcije f.10 o

) < 0 za neparno n, i f(

Sledeca teorema govori o tome da prevojne tacke funkcije treba traziti medu
tackama u kojima drugi izvod ne postoji ili je jednak 0.

Teorema 3.115. (Neophodni uslovi za egzistenciju prevojne tacke) Neka je funkcija
f: (a,b) = R diferencijabilna na intervalu (a,b). Ako je o € (a,b) prevojna tacka
funkcige f, onda f"(xq) ili ne postoji ili je f"(xo) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je zg prevojna tacka funkcije f i da postoji & > 0 tako da
je funkcija strogo konkavna na intervalu (zg — d, z¢) 1 strogo konveksna na intervalu
(0,20 + ). Na osnovu Teoreme 3.102 i Teoreme 3.103 sledi da f’ strogo opada
na intervalu (zg — 6, xg) 1 strogo raste na (xg,zo + d). To znaci da funkcija f’ ima
lokalni minimum u tacki zp, pa na osnovu Fermaove teoreme, ako postoji f”(zg),
mora biti f(z¢) =0. W

Teorema 3.116. (Dovoljni uslovi za egzistenciju prevojne tacke) Neka je funkcija
f:(zo—9,20+0) = R neprekidna na intervalu (xo — 6§, z9+9) i dva puta diferenci-
jabilna na intervalima (xo — 0, 0) i (xo,z0+9). Ako f"(x) menja znak pri prolasku
argumenta kroz tacku xo, tj. ako je funkcija f" pozitivna (negativna) na intervalu
(xo — d,x0) 1 negativna (pozitivna) na intervalu (xg,zo + J), onda je xy prevojna
tacka funkcije f.

Dokaz. Neka je je funkcija f” pozitivna (negativna) na intervalu (zo — §,z¢) i
negativna (pozitivna) na intervalu (zo,zo+9). Iz Teoreme 3.104 sledi da je funkcija
f strogo konveksna (strogo konkavna) na intervalu (xg — d,z¢) i strogo konkavna
(strogo konveksna) na intervalu (zg, zg + d), pa je xp prevojna tacka funkcije f. B

167aista, ako bi 0 bila prevojna tacka funkcije f, onda bi postajalo § > 0 tako da je funkcija
strogo konveksna na intervalu (0, d), a strogo konkavna na intervalu (—4,0), ili je strogo konkavna
na intervalu (0, §), a strogo konkvesna na intervalu (—4,0). Odredenosti radi pretpostavimo da je
funkcija f strogo konveksna na intervalu (0, d), a strogo konkavna na intervalu (—4,0). Iz Teoreme
3.104 sledi da je

f'(x) >0 zaz e (0,9) (3.138)
i
f'(z) <0 zax € (—46,0). (3.139)
1 1
S obzirom da je lim ——= = 0, to postoji no € N tako da je za svako n > ng, — € (0,0) i
n—oo \/NT vnm
1 1 1
~nm € (—94,0). Medutim za parno n takvo da je n > ng vazi f”(ﬁ) <01 N € (0,9), sto
je u suprotnosti sa (3.138), a takode i —\/% € (—0,0) 1 f”(—%) > 0, §to je u suprotnosti sa

(3.139).
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Primer 3.117. Funkcija f(z) = cosz ima drugi f”(z) = —cosz, x € R i

f”(x):O<:>:U:g+/~c7r, ke Z.

Funkcija f”(z) menja znak pri prolazu kroz svaku od tacaka g + k7. Prema tome,

svaka od tacaka g + km je prevojna tacka funkcije f. e

Primer 3.118. Funkcija f(z) = /z ima prvi i drugi izvod u svakoj tacki z # 0:

1 2 s
f(z) = ga:_%, f"(z) = —§:c_§
i
py o J@—=f0) Yo 1
FO=M =0 ~Mve TMym

Bududi da je f’(z) > 0zax <0,i f’(z) <0zax >0, to je f strogo konveksna na
intervalu (—o0,0) i strogo konkavna na intervalu (0, +00), neprekidna je u 0, pa je
0 tacka prevoja funkcije f. Tangenta grafika funkcije u tacki (0,0) je vertikalna, to
je prava x = 0, tj. y-osa. I u ovom slucaju se moze, u odredenom smislu, reéi da
grafik funkcije u tacki (0,0) prelazi s jedne na drugu stranu svoje tangenta e

Primer 3.119. Neka je

Funkcija je neprekidna u tacki 1, strogo konveksna na intervalu (—oo,1) jer je
f'(x) = 2 > 0za x < 1, dok je strogo konkavna na intervalu (1,4o00) jer je

f(z) = —%m_% < 0 za x > 1. Prema tome, tacka x = 1 je prevojna tacka
1
funkcije. Primetimo da funkcija nema izvod u tacki 1 jer je f (1) =21 fi (1) = 3

Teorema 3.120. Neka je data funkcija f: (xo — d,29 + ) — R . Ako je funkcija
f (n+ 1)-puta diferencijabilna u tacéki xg, gde je n paran broj, n > 2, i ako je

f(2)(x0) —- .= f(”)(xo) =0 f(n+1)(x0)’

onda je xy prevojna tacka funkcije f.



