Mera, integral 1 i1zvod

Dragan S. Dordevic

400 +00
sin & ™
sinz , _ 7T /

sinz
- 57 — dm (z) = + o0

3.1.2014.






Sadrzaj

Predgovor
1 Uvod
1.1 Osnovni pojmovi . . . . . .. .. ...
1.2 Topoloski prostori . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
1.3 Metricki prostori . . . . . ..o
1.4 Prostori R, R*1R™ . . . . . . ... ... ... ... ......
1.5 Banahovi i Hilbertovi prostori . . . . . ... ... ... ....
2 Pozitivne mere
2.1 Merljivi skupovi . . . . . ...
2.2 Monotone familije . . . . .. ... 0o
2.3 Merljive funkcije . . . . ..o
2.4 Pozitivhe mere . . . . . . . ...
2.5 Konstrukcija Karateodorija . . . . .. .. ... ... ... ..
3 Lebegova mera
3.1 Lebeg-Stiltjesova merana R . . . .. .. ... ... ... ...
3.2 LebegovameranaR . . ... ... ... ... ... ... ...
3.3 Lebegovamerana R™ . . . . ... ... ... .. .. ......
3.4 Transformacije prostora R™ . . . . .. .. .. ... ... ...
4 Integral
4.1 Integral proste nenegativne funkcije . . . . . . . ... ... ..
4.2 Integral nenegativne merljive funkcije . . . . . . . ... .. ..
4.3 Integral prosirene realne merljive
funkcije . . ...
4.4 Integral kompleksne merljive funkcije . . . . . . ... ... ..

3

11
13
17

21
21
27
30
39
44

49
49
54
60
62



4

4.5 Lebegovintegral . . . . . . . .. .. ... ... ..
5 Konvergencije nizova funkcija

5.1 Lpprostori. . . ... ... ... .. ........

5.2 Konvergencija pomeri . . . .. .. ... ... ..
6 Kompleksne mere

6.1 Apsolutna varijacija kompleksne mere . . . . . . .

6.2 Apsolutna neprekidnost i singularnost . . . . . . .

6.3 Teoreme Radona-Nikodime i Lebega . . . . . . .

6.4 Dekompozicija mere i prostora . . . . . .. .. ..
7 Izvod

7.1 Vitalijev pokrivac . . . .. ... ..o

7.2 Monotone funkcije . .. ...

7.3 Funkcije ogranicene varijacije . . . . .. ... ..

7.4 Apsolutno neprekidne funkcije . . . . . ... ...

7.5 Teoreme diferencijalnog i integralnog racuna . . .

7.6 Diferencijabilne funkcije kao skup prve kategorije

7.7 Vazni primeri u teoriji funkcija. . . . . .. .. ..
8 Mera i integracija na proizvodu prostora

8.1 Proizvod merljvih prostora . . . . . .. .. .. ..
9 Reprezentacije funkcionala

9.1
9.2
9.3
9.4

Reprezentacija pozitivnih funkcionala na C.(X) .
Aproksimacije neprekidnim funkcijama
Reprezentacia ogranicenih funkcionala na L, (X, p)
Reprezentacija ogranic¢enih funkcionala na Cy(X)

10 Diferenciranje mera

11 Vektorske mere

SADRZAJ

165
165

167
167
168
168
171

173

175



Predgovor

IzloZeni rezultati predstavljaju osnovni materijal za izucavanje mere, inte-
grala i izvoda, uzimajuc¢i u obzir potrebe studenata na razlicitim nivoima
studija.

Citanje kompletnog teksta uslovljeno je poznavanjem elemenata opste i
linearne algebre, kao i teorije skupova. Posebno, vazno je razumeti gustinu
skupova Q i T u skupu realnih brojeva R, postojanje supremuma i infi-
muma podskupova od R, razlikovati prebrojive skupove (N, Z, Q) od nepre-
brojivih skupova (I, R, C), kao i uo¢iti primenu aksiome izbora. Poznavanje
e-0 tehnike je svuda neophodno.

Glave 2 - 4 sadrze materijal namenjen prevashodno studentima osnovnih
akademskih studija. Ovaj materijal ¢italac moze savladati uz poznavanje
osnova matematicke analize: diferencijalnog i integralnog racuna funkcije
jedne promenljive, kao i osobina brojnih i funkcionalnih redova.

Glave 5 - 8 su ozbiljnije prirode i namenjene su studentima master akadem-
skih studija. Neophodno je poznavanje elemenata funkcionalne analize i
topologije.

U ovom trenutku tekst nije kompletan, a takode ima slovnih i drugih
greSaka. Konstantno se radi na poboljSanju materijala namenjenog studi-
entima (obratiti paznju na datum upisan na prvoj strani). Studenti su u
obavezi da konsultuju dodatnu literaturu, koja je navedena u spisku referen-
ci. Obavezno posetiti bilioteku Fakulteta.
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Glava 1

Uvod

Ova glava predstavlja rekapitulaciju pojmova i teorema koje se koriste u ovom
rukopisu, ali pri tome ne predstavljaju glavnu temu izucavanja. Sadrzaj
ove glave ne moze zameniti detaljno izucavanje realne prave, topoloskih,
metrickih, ili normiranih prostora.

1.1 Osnovni pojmovi

Smatramo da je student upoznat sa e-0 definicijama i tehnikama dokazivanja.

Podvlac¢imo neophodnost razumevanja slede¢ih osnovnih principa.

1) Uocavanje razlike izmedu prebrojivih i neprebrojivih skupova. Skupovi
N, Z i Q su prebrojivi, a skupovi I, R i C su neprebrojivi. Skup je najvise
prebrojiv, ako je konacan ili prebrojiv.

2) Postojanje infimuma i supremuma podskupova od R. Neka je A C R.
Infimum skupa A, u oznaci inf A, jeste najveca donja granica skupa A. Ako
je A = (), onda je inf A = +00. Ako je A # (i A je odozdo ogranicen,
tada postoji inf A € R. Ako A nije odozdo ogranicen, tada je inf A = —oo.
Supremum skupa A, u oznaci sup A, je najmanja gornja granica skupa A.
Ako je A = (), tada je sup A = —oo. Ako je A # (i A je odozgo ogranicen,
tada postoji sup A € R. Ako A nije odozgo ogranicen, tada je sup A = +oo.
Slicno ako je A C R* = RU {—o00, +00}.

3) Skupovi Q i I su gusti u skupu R. Ako je (a,b) proizvoljan interval
u skupu R, tada postoji beskonaéno mnogo racionalnih brojeva u intervalu
(a,b), a takode postoji beskona¢no mnogo iracionalnih brojeva u ovom inter-
valu.
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Ako je (A;); neka familija skupova, pri ¢emu je I indeksni skup, tada je
direktni proizvod skupova ove familije definisan na sledeci nacin:

A=A ={f1f:1—JAi (Vie D)f(i) € A}
iel iel
Dakle, prirodno je za element a € A uvesti formu a = (a;);es, pri ¢emu je
a; € A; za svako i € 1.
Aksioma izbora tvrdi da ako su svi skupovi A; neprazni, tada je i njihov
direktan proizvod A takode neprazan skup.
Drugim rec¢ima, ako su svi skupovi A; neprazni, onda postoji procedura

formiranja nekog skupa B, koji sadrzi bar po jedan elemenat svakog skupa
A,

Napomena 1.1.1. Cesto koristimo oznaku z := y sa slede¢im znacenjem:
"novoj velic¢ini z dodeljujemo istu vrednost koju ima poznata veli¢ina y*, u
najSirem smislu (na primer, z,y mogu biti brojevi, izrazi, funkcije, skupovi,

).

1.2 Topoloski prostori

Neka je X neprazan skup i neka je P(X) partitivni skup od X. Pretpostavimo
da familija 7 C P(X) zadovoljava sledece uslove:

(1) X,0 e

(2) Ako je A,B € 7, tada je AN B € T;

(3) Ako je I proizvoljan (indeksni) skup, i ako je (A;);e; familija skupova
sa svojstvom A; € 7 za svako i € I, tada je | A; € 7.

i€l

Tada je T topologija na skupu X, a ureden par (X, 7) je topoloski prostor.
U slucaju da se topologija 7 na skupu X podrazumeva, onda se moze kratko
re¢i da je X topolosku prostor.

Elementi topologije T nazivaju se otvoreni skupovi.

Ako je A C X i (X, 1) je topoloski prostor, onda je unutrasnjost skupa
A, u oznaci int A, definisana kao

intA=| {G:GcAGer}

Dakle, int A je najveéi otvoren skup sadrzan u A.
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Teorema 1.2.1. Neka je (X, T) topoloski prostor i G C X. Tada je G € T
ako i samo ako je G =int G.

Skup A je zatvoren, ako i samo ako je A° € 7. Neka je F familija svih
zatvorenih skupova prostora (X, 7). Dakle, A € F ako samo ako je A° € 7.

Na osnovu De Morganovih! pravila za uniju, presek i komplement skupova,
vazi sledi slededi rezultat.

Teorema 1.2.2. Neka je (X, 7) toploski prostor i neka je F familija odgo-
varajucih zatvorenih skupova u X. Tada vaZe sledeca svojstva:

(1) X,0 € F;

(2) Ako je A,B € F, tada je AUB € F;

(3) Ako je I proizvoljan (indeksni) skup, i ako je (A;)ier familija skupova
sa svojstvom A; € F za svako i € I, tada je [ A; € F.

iel
Ako je (X, 7) topoloski prostor, tada je zatvorenje skupa A, u oznaci cl A,

definisano kao
clA:ﬂ{F:FDA,FEF},

pri cemu je F odgovarajuca familija zatvorenih skupova u X. Proizilazi da
je cl F najmanji zatvoren podskup od X koji sadrzi skup F'.

Teorema 1.2.3. Neka je (X, 1) topoloski prostor i F C X. Tada je F € F
ako i samo ako je F' =clF.

Neka su (X, 1), (Y, 72) topologki prostori, i neka je f : X — Y preslika-
vanje. f je neprekidno preslikavanje na skupu X, ako za svako G € 1o vazi

f_1<G) € T1.

Teorema 1.2.4. Neka su 1 i Fo familije zatvorenih skupova u topoloskim
prostorima (X, 1) i (Y, 72), redom. Preslikavanje f : X — 'Y je neprekidno,
ako i samo ako za svako F € F o vazi f~(F) € F 1.

Neka je (X, 7) topoloski prostor. Ako je z € A, U C X, i ako postoji
Ver, takodajex €V C U, tada je U okolina tacke z.

Neka su (X, 7)1 (Y, 72) topoloski prostori, i neka je f: X — Y preslika-
vanje. f je neprekidno u tacki x € X, ako za svaku okolinu V' tacke f(z) u
prostoru Y, postoji okolina U tacke x u prostoru X, tako da je f(U) C V.

! Augustus De Morgan (1806-1871), britanski matematicar i logicar
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Teorema 1.2.5. Neka su (X,7) i (Y, 72) topoloski prostori, i neka je f :
X — Y preslikavanje. f je neprekidno preslikavanje na skupu X, ako i samo
ako je f neprekidno u svakoj tacki x € X.

Familija skupova (G;);es je pokrivanje skupa K, ako je K C |J G;. Ako
i€l
su G; otvoreni skupovi u topoloskom prostoru X, tada je (G;);er otvoreno
pokrivanje skupa G.
Skup K je kompaktan u topoloskom prostoru X, ako se svako otvoreno
pokrivanje skupa K moze svesti na kona¢no pokrivanje.
Prostor X je kompaktan, ako je X sam za sebe kompaktan skup.

Skup svih kompaktnih podskupova od X oznacavamo sa k.

Teorema 1.2.6. Neka su (X, 1) i (Y, 72) topoloski prostori, i neka je f :
X — Y neprekidno preslikavanje. Ako je K kompaktan skup v X, tada je
f(K) kompaktan skup u'Y .

Prostor X je lokalno kompaktan, ako za svako x € X postoji okolina U
tacke x, tako da je clU kompaktan skup.

Napomena 1.2.1. Lokalna kompaktnost je topoloska karakterizacija konacno
dimenzionalnih normiranih vektorskih prostora.

Topologki prostor (X, 7) je Hausdorfov ?, ako za svake dve razlicite tacke
x,y € X postoje uzajamno disjunktni skupovi U,V € 7, tako da je x € U i
yeV.

Teorema 1.2.7. Neka je X lokalno kompaktan Hausdorfov prostor, K C
U cC X, U je otvoren i K je kompaktan. Tada postoji otvoren skup V', tako
da je cl' V' komaptan, 1

UcV CcV CK.

Definicija 1.2.1. Neka je f kompleksna (ili realna) funkcija, definisana i
neprekidna na topoloskom prostoru X. Nosac funkcije f, u oznaci supp(f),
jeste skup

supp(f) = cl{z € X : f(x) # 0}.

Skup svih kompleksnih (ili realnih) neprekidnih funkcija f na X, sa os-
obinom da je supp(f) kompaktan skup u X, oznacava se sa C.(X).

2Felix Hausdorff (1868-1942), nemacki matematicar
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Vazna karakterizacija lokalno kompaktnih Hausdorfovih prostora jeste
Urisonova® lema.

Teorema 1.2.8. (Urison) Neka su E, F' zatvoreni i uzajamno disjunktni pod-
skupovi lokalno kompaktnog Hausdorfovog prostora X. Ako je E kompaktan
skup, tada postoji neprekidna funkcija f : X — [0,1], tako da je f(x) =0 za
svako x € E, i f(x) =1 za svako x € F.

Definicija 1.2.2. Neka je f kompleksna (ili realna) funkcija, definisana i
neprekidna na topoloskom prostoru X. Funkcija f isc¢ezava u beskonacnosti,
ako za svako € > 0 postoji kompaktan podskup K od X, tako da za svako
re X\ K vazi |[f(z)] <e.

Skup svih neprekidnih funkcija na X koje is¢ezavaju u beskonacnosti,
oznacava se sa Co(X).

Nije tesko dokazati sledeéi rezultat.

Teorema 1.2.9. Neka je X topoloski prostor. Tada je C.(x) C Co(X).
Stavise, C.(X) = Co(X) ako i samo ako je X kompaktan prostor.

1.3 Metricki prostori

Neka je X neprazan skup i d : X x X — R preslikavanje koje zadovoljava
sledece uslove:

(1) d(z,y) > 0 za svako z,y € X;

(2) d(z,y) = d(y, z) za svako =,y € X
(2) d(z,y) = 0 ako i samo ako je x = y;
(3) d(x,y) < d(z,z) +d(z,y) za svako x,y,z € X.

Tada je d metrika na skupu X, a ureden par (X,d) je metricki prostor.
Jednostavnije, X je metricki prostor, ako se metrika d podrazumeva.

U metrickom prostoru definisani su pojmovi: otovrena kugla, zatvorena
kugla i sfera sa centrom u tacki a € X polupreé¢nika r > 0 na sledeéi nacin:

B(a;r) ={x € X : d(a,z) <r}, Bla;r]={zx € X :d(a,x) <1},
S(a;r) ={zr e X :d(a,z) =1}
Skup A C X je otvoren u metrickom prostoru (X, d), ako za svako = €

A postoji kugla B(a;r) C A. Familija svih otvorenih skupova u X ¢&ini
topologiju u X, indukovanu metrikom d.

3Pavel Samuilovich Urysohn (1898-1924), ruski matematicar
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Ako drugacije ne naglasimo, smatramo da je topologija u metrickom
prosotru uvek indukovana metrikom.

Niz tacaka (a,), u metrickom prostoru (X, d) konvergira ka tacki a € X
(u smislu metrike d), ako za svako € > 0 postoji ng € N, tako da je za svako
n > ng ispunjeno d(a,,a) < e. Tada je a grani¢na vrednost niza (a,),, u
oznaci lim a, = a.

n—oo

Ekvivalentno, lim a, = a ako i samo ako za svaku kuglu B(a;r) po-

n—oo

luprecnika r > 0, postoji ng € N tako da je za svako n > ng ispunjeno
a, € B(a;r).

Teorema 1.3.1. Skup A u metrickom prostoru (X, d) je zatvoren, ako i samo
ako: za svaki niz (a,), sa svojstvima a, € A za svako n € N i lim a, = a,

sledi da je a € A. .

Neka je A C X ia € A. Tacka a je tacka nagomilavanja skupa A,
ako postoji niz (x,), razlicitih tacaka skupa A, tako da je 7}13)10 T, = a.
Drugim rec¢ima, tacka a je tacka nagomilavanja skupa A, ako u svakoj kugli
B(a;r) (r > 0) postoji beskonacno mnogo tacaka skupa A. Skup svih tacaka
nagomilavanja skupa A oznacen je sa acc A.

Tacka a € A je izolovana tacka skupa A, ako a nije tacka nagomilavanja
skupa A. Skup svih izolovanih tacaka skupa A oznacen je sa iso A. Dakle,
iso A=A\ (acc A).

Tacka a je rubna tacka skupa A, ako svaka kugla B(a;r) (r > 0) ima
neprazan presek i sa skupom A i sa skupom A°. Skup svih rubnih tacaka
skupa A oznacava se sa bd A.

Niz (ay,), u metrickom prostoru X je Kosijev, ako za svako € > 0 postoji
ng € N, tako da za sve brojeve m,n € N vazi implikacija:

m,n >ny = d(a,,an) < €.
Teorema 1.3.2. Ako je niz (a,), konvergentan u metrickom prostoru, tada
je ovaj niz 1 Kosijev.
Poznato je da u opstem slucaju postoje Kosijevi nizovi koji nisu konver-
gentni. Medujtim, vazi slede¢i rezultat.

Teorema 1.3.3. Neka je (a,), Kosijev niz u metrickom prosotru X. Ako
postoji konvergentan podniz (an, )r ovog niza, tako da je klim ap, = a € X,

tada je i niz (ay), konvergentan i vazi lim a, = a.

n—oo
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Metricki prostor X je kompletan, ako u prostoru X svaki KoSijev niz jeste
konvergentan.

Teorema 1.3.4. Skup K je kompaktan u metrickom prostoru (X, d), ako i
samo ako za svaki niz (an)n, v skupu K postoji podniz (an, )k niza (an)n, tako
da je klim an, = a € K.

Neka je (X, d) metricki prostor, i neka je £ C X. Skup E je nigde gust,
ako je int(cl E) = 0.

Skup F je prve kategorije, ako je E = |J E,, pri ¢emu su svi E,, nigde
n=1

gusti skupovi (eventualno, neki skupovi E,, su prazni).
Svaki skup koji nije prve kategorije, jeste druge kategorije. Dakle, moze
se rec¢i da su skupovi druge kategorije "veéi® od skupova prve kategorije.
Poznat je i vazan sledeéi rezultat Bera* o kategorijama.

Teorema 1.3.5. (Ber) Ako je X kompletan metricki prostor, tada je X druge
kategorije.

1.4 Prostori R, R* 1 R"

U skupu R metrika je definisana na uobic¢ajeni nacin: d(z,y) = |t —y|, z,y €
R. Smatramo da je topologija u R uvek odredena pomenutom metrikom d.

Ocigledno, otvoreni intervali (a, b), (a, +00), (—00,b) i (—00, +00) u skupu
R jesu otvoreni skupovi (a,b € Ria < b). Lako je proveriti da svaki otvoreni
skup u R jeste unija nekih otvorenih intervala. Dokazujemo sledece preciznije
i korisno tvrdenje.

Teorema 1.4.1. Svaki otvoren skup G u R je najvise prebrojiva unija dis-
Jgunktnih otvorenih intervala iz R. Pri tome, ovi intervali su jedinstveno
odredeni skupom G.

Dokaz. Ako je G = R ili G = (), onda je tvrdenje dokazano. Stoga pret-
postavimo da je G neprazan otvoren skup u Ri G # R. Neka je x € GG. Tada
postoji interval (ag, by), tako da je x € (ag,by) C G. Medu svim ovakvim
intervalima, postoji najve¢i moguéi interval, odnosno postoji interval (a,b)
tako da = € (a,b) C G, a,b ¢ G. Do ovog intervala se dolazi na sledeéi naéin:

b = inf([z, +00) N G°), a = sup((—oo,z] N G°).

4René-Louis Baire (1874-1932), francuski matematicar
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Interval (a,b) je komponentni interval koji sadrzi tacku z € G. Ocigledno,
svakoj tacki x € G odgovara ta¢no jedan komponentni interval. Dakle, skup
G je unija familije svih svojih komponentnih intervala, pri ¢emu su kompo-
nentni intervali jednoznacno odredeni. Osim toga, komponentnih intervala ne
moze biti vise od racionalnih brojeva (svaki komponentni interval sadrzi neki
racionalan broj), te sledi da komponentnih intervala ima najvise prebrojivo
mnogo. L

Prethodno tvrdenje ne vazi u prostoru R" za n > 1.

Neka je x = (z1,...,2,) € R" iy = (y1,...,yn) € R". Podrazumevana
metrika u R” je Euklidova® metrika, definisana kao

d(z,y) = llz =yl = V(@1 = y1)* + - + (20 — ya)*.

Pretpostavimo da u prostoru R™ ulogu otvorenih intervala igraju otvorene
kugle. Drugim recima, ako je z € R™ i r > 0, osnovni otvoreni skupovi u R"
jesu K(z,r) ={y e R": |z —y| <r}.

Drugi pristup je da ulogu otvorenih intervala u prostoru R” imaju n-
intervali. Neka je a;,b; € Ria; < b; za svakoi=1,...,n. Tada je

P =

)

(ai,bi):{a::(:cl,...,wn)ER":ai<a:i<bi,i:1,2,...,n}
1

n

otvoren n-interval u prostoru R™.

Primer 1.4.1. Pretpostavimo da je otvoreni kvadrat u ravni prebrojiva unija
uzajamno disjunktnih otvorenih kugli. Tada dijagonala polaznog kvadrata
(posmatrana kao podskup prave) mora biti najvise prebrojiva unija uzajamno
disjunktih otvorenih intervala (intervala koji su otvoreni podskupovi prave).
Poslednje tvrdenje ocigledno nije moguce.

Analogno, neka je otvoren krug u ravni prebrojiva unija uzajamno dis-
junktnih otvorenih pravougaonika. Tada je precnik (koji nije papralelan koor-
dinatnim osama) tog kruga prebrojiva unija uzajamno disjunktnih otvorenih
intervala (intervala na pravoj), sto takode nije moguée. A

U nekim situacijama korisno je zameniti otvorene intervale (a, b) poluzat-
vorenim intervalima [a, b) (ili (a,b]). Na primer, neka je a < bing € N, tako
da je nio < b — a. Tada je, oc¢igledno,

SEuklid iz Aleksandrije, FvkAetdn¢ (oko 325. p.n.e. - 265. p.n.e.), gréki matematicar
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(a’b> = [a_'_i’b) U <G {@‘i‘ La&-i- l)) )
o n+1 n
n=ng
pri cemu su svi poluzatvoreni intervali na desnoj strani medusobno disjunk-
tni, i ima ih prebrojivo mnogo. Analogno razmatranje vazi i za intervale

zatvorene sa desne strane.
Na osnovu prethodnog rezonovanja, formulisemo rezultat.

Teorema 1.4.2. Svaki otvoren skup G u R je prebrojiva unija uzajamno
disjunktnih poluzatvorenih intervala, pri ¢emu su svi intervali zatvoreni s
leve strane, ili su svi intervali zatvoreni s desne strane.

Nadalje, jednostavnosti radi, posmatra¢emo intervale oblika [a, b).

Problemi merenja skupova dovode do situacije da vrednosti nekih funkcija
mogu biti beskonac¢no velike. Na primer, prirodno je uzeti da je duzina realne
prave jednaka +o0o. Stoga je potrebno razmotriti i prosirenu realnu pravu,
odnosno skup R* = [—o0, +00].

U skupu R* umesto definisanja metrike, definiSemo familiju otvorenih
skupova. Na taj nacin, skup R* razmatra¢emo kao topoloski prostor, u kome
je R potprostor. Drugim re¢ima, ako je U C R, onda je U otvoren u R, ako
i samo ako je U =RNV, gdeje V CR*iV je otvoren u R*.

Dakle, otvoreni interval u skupu R* je svaki skup oblika

(a,b),[—00,b), (a,+o0],[-00, +00|, zaa,beR, a<b.

Skup G C R* je otvoren, ako je unija otvorenih intervala. Lako je utvrditi
da je dovoljno posmatrati najvise prebrojive unije otvorenih intervala (u
svakom otvorenom intervalu postoji neki racionalan broj, te stoga disjunk-
tnih intervala ne moze biti vise nego racionalnih brojeva; ako intervali nisu
disjunknti, njihova unija je ponovo interval).

U skupu R* poluzatvoreni intervali sa leve strane jesu:

[a,b), [—00,b), [a, +0], [—00, +0], a,b€R, a<b.

Analogno su definisani poluzatvoreni intervali sa desne strane.
Za otvorene podskupove skupa R* lako je dokazati sledece tvrdenje.

Teorema 1.4.3. Svaki otvoreni skup u R* je najvise prebrojiva unija uza-
jamno disjunktnih otvorenih intervala, pri ¢emu su ti intervali jednoznacno
odredeni.
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Svaki otvoreni skup u R* je prebrojiva unija uzajamno disjnuktnih polu-
zatvorenih intervala v R*, pri ¢emu su svi intervali zatvoreni sa leve strane,
it su svi zatvoreni sa desne strane.

Dokaz ovog tvrdenja je analogan dokazu za otvorene skupove u R.

Algbarske operacije u skupu R* definisane su na uobicajeni nacin. Na
primer, ako je a € R, tada je a + 0o = 400, a - (+00) = +00 ako je a >
0, i slicno. Nije moguce definisati +00 — oo, dok je, sa druge strane, po
konvenciji 0 - oo = 0. Ovu "neobi¢nu* konvenciju sustinski koristimo samo
u integraciji. Naime, integral nula-funkcije na skupu beskona¢ne mere bice
jednak nuli. Takode, integral proizvoljne funkcije na skupu mere nula bice
takode jednak nuli. Ova prosta svojstva integraljenja su posledica prethodno
uvedene konvencije. Za ovako uvedene operacije u skupu R* vaze uobicajene
algebarske osobine. Sa druge strane, operacija mnozenja nije neprekidna u
skupu R*. Na primer, neka je a, = 1/n i b, = n, za svako n € N. Tada je
a,b, =1, a, — 01ia, — +o0 kada n — +oc.

Na kraju uvodnog dela opisujemo strukturu otvorenih skupova u R" za
n > 1.

Teorema 1.4.4. Svaki otvoreni skup u R™ jeste najvise prebrojiva unija
otvorenih kugli. Svaki otvoreni skup u R™ jeste najvise prebrojiva unija
otvorenth n-intervala.

U prethodnom tvrdenju posmatrane otvorene kugle nisu obavezno uza-
jamno disjunktne, a takode posmatrani otvoreni n-pravougaonici nisu obavezno
uzajamno disjunktni. Ovu nelagodnost prevazilazimo koriséenjem poluzat-
vorenih intervala u R".

Ako je a;,b; € Ria; < b; za svako 1 = 1,2,...,n, tada su poluzatvoreni
n-intervali u R™ odredeni na kao

n

H[ai,bi):{x:(z’l,...,xn):aigxi <bi,i: 1,2,...,71},

=1

ili
n
H(ai,bi] ={z=(21,...,20) ra; <x; < b;,i =1,2,...,n}.
i=1
Poluzatvoreni n-intervali omogucavaju formiranje disjunktih unija na sledec¢i
nacin.
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Teorema 1.4.5. Svaki otvoren skup u R"™ je prebrojiva unija uzajamno dis-
Junktnih poluzatvorenih n-intervala, tako da su svi n-intervali zatvoreni sa
leve strane, ili su svi zatvoreni sa desne strane.

1.5 Banahovi i Hilbertovi prostori

Neka je V' vektorski prostor nad K (K =R ili K= C). Skup B (B C V) je
algebarska baza prostora V', ako za svako x € V postoji jedinstveno n € N,
jedinstveni vektori eq,...,e, € B i jedinstveni skalari A\,..., A, € K, tako
da je

l‘:)\1€1+"'+>\n€n.

Ako su B; i B, dve algebarske baze vektorskog prostora V', onda su
kardinalnosti ovih baza jednake, odnosno card(B;) = card(B;). Dokaz ove
¢injenice zasniva se na Aksiomi izbora, i ovde ga neéemo navoditi.

Ako je V vektorski prostor sa algebarskom bazom B, tada je card(B)
dimenzija prostora V', u oznaci dim V. Ako baza B ima kona¢no mnogo ele-
menata, onda je dim V' prirodan broj, a prostor V' je kona¢no dimenzionalan.

Ako je B beskonacan skup, onda se ne upustamo u razmatranje kardinala
card(B). U ovom slucaju je V' beskona¢no dimenzionalni prostor, uz kratku
oznaku dim V' = oo.

Funkcija || - || : V' — R je norma na vektorskom prostoru V', ako su
ispunjeni sledec¢i uslovi:

(1) ||z|| > 0 za svako x € V;

(2) |||l = 0 ako i samo ako je x = 0;

(3) [Ax]| = |A|[|z|| za svako x € Vi svako A € K;

(4) ||z +y|| < |lz]| + ||yl za svako z,y € V' (nejednakost trougla).

U tom slucaju je (X, ||-||) normiran prostor. Jednostavnije, X je normiran
prostor ako se norma na neki nacin podrazumeva.

Ako je X normiran prostor, tada je metrika d, indukovana normom || - ||,
definisana kao d(z,y) = ||z — y|| za svako x,y € V. Ako drugacije ne na-
glasimo, podrazumevamo da je metrika na normiranom prostoru uvek in-
dukovana normom.

Akojea € X ir >0, tada je Bla;r| ={z € X : ||x — a|]| < r} zatvorena
kugla sa centrom u a poluprecnika r.

Teorema 1.5.1. Zatvorena kugla Bla;r] je komaktan skup u mormiranom
prostoru X, ako i samo ako je X konacno dimenzionalan prostor.
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Ako je X normiran prostor i X je kompletan metricki prostor u odnosu
na metriku indukovanu normom, onda je X Banahov® prostor.

U prostoru R” koristi se Euklidova norma. Ako je z = (z1,...,x,) € R,
tada je

lzll = /2% + -+ 27

Prostor R™ je Banahov u odnosu na ovako uvedenu normu.

Ako je X vektorski prostor nad K (K = R ili K = C), tada je skalarni
proizvod u X funkcija (-,-) : X x X — K sa sledeéim osobinama:

(1) (z,z) >0, z€X,

(2) (z,z) =0 ako i samo ako je z = 0;

(3) (z,y) = (y,x) za svako x,y € x (naravno, konjugovanje nema nikakvu
funkciju u sluc¢aju realnog vektorskog prostora);

(4) A+ py, z) = Mz, 2) + ply, 2), z,y,2 € X, A, p e K.

Skup X, na kome je definisan skalarni proizvod, naziva se unitaran pros-
tor.

Na unitarnom prostoru X postoji norma koja je indukovana skalarnim

proizvodom, i to:
|zl = V(z,2), z€X.

Ako je X Banahov prostor u odnosu na normu indukovanu skalarnim proizvodom,
onda je X Hilbertov” prostor.
U prostoru R" je skalarni proizvod uveden kao

<£U,y> - ijyﬁ Tr = ($1,...,$n)7 y: (ylv"'7yn) € RTL
j=1

Ocigledno, Euklidova norma na R" zadovoljava uslov

2]l = vz, z), = eR",

te je R™ Hilbertov prostor.
Skalarni proizvod u C" definisan je kao

(x,y) :ijy_j, x=(r1,...,2,), y=(y1,...,yn) € C".
=1

6Stefan Banach (1892-1945), poljski matematicar
"David Hilbert (1862-1943), nemacki matematicar
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Napominjemo da je neophodna obazrivost, jer se, na primer, u fizici po pra-

vilu konjuguje prvi ¢inilac.
Norma indukovana skalarnim proizvodom u C" je Euklidova norma:

||| =/ {z,x), xeC"

Prostor C™ u odnosu na ovako definisanu normu jeste Hilbertov.
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Glava 2

Pozitivne mere

2.1 Merljivi skupovi

Principi merenja u matematici, kao i uopste u svakodnevnim situacijama,
podlezu izvesnim pravilima. Matematicki model merenja zahteva posto-
janje nepraznog skupa X, kao i postojanje familije podskupova od X koje je
moguce na izvestan nacin meriti. Prve principe merenja u matematici, za-
jedno sa primenama na odredivanje povrsine i zapremine oblih geometrijskih
tela, predstavio je Arhimed!. Nacin merenja koji ovde izuc¢avamo, uveo je
Lebeg?.

Neka je X neprazan skup, i neka je P(X) partitivni skup od X. Drugim
recima, P(X) je skup svih podskupova od X. Preciziramo familiju skupova
¢ije elemente (tj. skupove) mozemo meriti.

Definicija 2.1.1. Neka je X neprazan skup. Familija R (R C P(X)) je
o-algebra na X, ako su ispunjeni uslovi:

(1) X e R;

(2) Ako E € R, onda E° € R;

(3) Ako je E, € R zasvakon € N, onda jei |J E, € R.

n=1
Ureden par (X, R) je merljiv prostor. Jednostavnije, X je merljiv prostor

ako se familija R podrazumeva.

Ukoliko se uslov (3) prethodne definicije zameni slabijim uslovom:

! Arhimed iz Sirakuze, Apxtundn¢ (oko 287. p.n.e. - 212. p.n.e.), gréki matematicar
2Henri Léon Lebesgue (1875-1941), francuski matematicar

21
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(3") Ako E,F € R, tada EUF € R,

onda je familija R algebra na skupu X.

Uslov (3) Definicije 2.1.1 naziva se jos i zatvorenost familije R za pre-
brojive unije svojih elemenata. Dakle, o-algebra je zatvorena za prebrojive
unije svojih elemenata. Analogno, algebra je zatvorena za kona¢ne unije
svojih elemenata.

Termin algebra u prethodnoj Definiciji 2.1.1 preuzet je iz potpunijeg
naziva Bulova® algebra podskupova od X .

Primer 2.1.1. Neka je X neprazan skup. Tada je Ry = {0, X} najmanja
o-algebra na X. Takode, P(X) je najveta o-algebra na X.

Prethodni primer pokazuje da na svakom skupu postoje najmanje dve o-
algebre. Za potrebe matematicke analize potrebno je izgraditi sofisticiranije
primere.

Na pocetku dokazujemo osnovna svojstva o-algebri.

Teorema 2.1.1. Neka je R jedna o-algebra na skupu X. Tada vaZi:
(1) D e R;
2) Ako Eq, ..., E, € R za svakon € N, tada E1U---UFE, € R;

(2)

(3) Ako E,, € R za svakon € N, tada (| E, € R;
n=1

(4) Ako E,F € R, tada E'\ F € R.

Dokaz. (1) Vazi X € R, tejei ) = X“ € R.

()AkOJGnENlEn_H—En+2—'-':®€R, tada sledi da je
UEk_UEkeR
k=1 k=1 .
(3) Neka je E,, € R za svako n € N. Tada je ﬂE —(GE,CL) €ER.
(4) Neka je E,F € R. Tada je E\ F = EﬂFCGR = O

Ako je A neka familija podskupova od X, od interesa je posmatrati o-
algebre koje sadrze familiju 4. Posebno, vazno je postojanje najmanje takve
o-algebre.

3George Boole (1815-1864), engleski matematicar
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Teorema 2.1.2. Neka je X neprazan skup i A C P(X). Tada je
—R(A) = ﬂ{R :ACTR, R je o—algebra}

najmanga o-algebra skupa X koja sadrzi familiju skupova A.

Dokaz. Prvo dokazujemo da je 0—R(A) jedna o-algebra. Na osnovu X € R
za svaku o-algebru R, sledi da je X € c—R(A). Neka je E € 0—R(A) i neka
je R proizvoljna o-algebra koja sadrzi A. Tada je £ € R, te jei E° € R.
Prema tome, £ € 0—R(A). Na kraju, neka je F,, € c—R(A) za svako n € N.
Ako je R proizvoljna o-algebra koja saeri A, tada je E, € R za svako

n €N, te jei U E, € R. Sledi da je U E, € —R(A). Ovim smo pokazali

da je —R(A) Jedna o-algebra na skupu X

Dokazimo da je 0—R(.A) najmanja o-algebra koja sadrzi A. Na osnovu
konstrukcije sledi da je A C 0—R(A). Ako je R bilo koja o-algebra koja
sadrzi A, takode na osnovu konstrukcije sledi da je 0—R(A) C R. Ovim smo
dokazali da je 0—R(.A) najmanja o-algebra koja sadrzi familiju A. [

Definicija 2.1.2. (Borelovi* skupovi) Neka je (X, 7) proizvoljan topoloski
prostor. Tada je B(X) = o—R(7) familija svih Borelovih skupova na X.

Teorema 2.1.3. Neka je R najmanja o-algebra koja sadrzi zatvorene skupove
proizvoljnog topoloskog prostora (X, 7). Tada je R = B(X).

Dokaz. Neka je f familija svih zatvorenih podskupova od X, i neka je R =
c—R(F). Ako je F € F, tada je F° € 7 C B(X), odakle sledi F' € B(X).
Time je dokazano F C B(X). Kako je R najmanja o-algebra koja sadrzi
familiju £, sledi da je R C B(X).

Neka je G € 7. Tada je G° € [ C R, odakle sledi G € RiT C R.
Familija B(X) je najmanja c-algebra koja sadrzi 7, te je B(X) C R. Na
kraju proizilazi B(X) = R. O

Neka su, redom, date sledec¢e familije intervala u R:

Ty je familija svih intervala oblika (a, b);

7, je familia svih poluzatvorenih intervala oblika [a, b);
7, je familija svih poluzatvorenih intervala oblika (a, bl;
75 je familija svih segmenata oblika [a, b].

1Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956), francuski matematicar
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Teorema 2.1.4. VazZi jednakost
B(R) = O'—R(Io) = O'—R(Il) = O'—R(IQ) = U—R(Ig)

Dokaz. Na osnovu inkluzije Zy C 7, sledi c—=R(Zy) C B(R). Neka je G € 7.
Tada je

G = J(a;.by).
j=1

Prema tome, G € 0—R(Zy). Dokazali smo 7 C 0—R(Zy), te je B(R) C
0—R(Zy). Dakle, prva jednakost tvrdenja je dokazana.

Dokaza¢emo i drugu jednakost, a ostale jednakosti prepustamo c¢itao-
oo

cu za samostalni rad. Neka je a € R. Tada je {a} = ) <a — %,a+ %),
j=1

te je {a} € 0—R(Zy). Takode je [a,b) = {a} U (a,b) € 0—R(Zy), odakle
sledi c—R(Z;) C 0—R(Zy). Sa druge strane, (a,b) = () [a— %,b), te je

j=1
(a,b) € 0—R(Z;). Prema tome, vazi i obrnuta inkluzija c—R(Zy) C 0—R(Z;).
Dokazano je c—R((1y)) = 0—R((I1)). O

Prethodno tvrdenje bez bitnijih izmena vazi u prostoru R*. Neka su,
redom, dati sledeci tipovi intervala u R*:

Ty je familija svih intervala oblika (a,b), [—00,b), (a, +o0], [—00, +00];

7, je familia svih poluzatvorenih intervala oblika [a, b), [—00,b), [a, +0o0],
[—00, +00];

7, je familija svih poluzatvorenih intervala oblika (a, b], [—00, b], (a, +o0],
73 je familija svih segmenata oblika [a, b], [—00, b], [a, +00], [—00, +00].

Teorema 2.1.5. VazZi jednakost
B(R*) = O'—R(Io> = U-R(Il) = O'—R(IQ) = O'—R(Ig)

Dokazacemo da B(R) jeste pravi podskup od P(R). Drugim recima, pos-
toje podskupovi realne prave koji nisu Borelovi.

Ako je A neki skup, tada je card(A) kardinalnost skupa A. Poznato je da
vazi card(P(R)) = 2° > c.

Posledica Aksiome izbora jeste da se svaki skup moze dobro urediti.
Drugim re¢ima, na svakom skupu A postoji linearno uredenje =<, tako da
za svako S C A postoji min S.
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Neka su (A,=4) i (B,=p) dva dobro uredena skupa. Preslikavanje f :
A — B je izotoni izomorfizam, ako je f bijekcija i ako za svako x,y € A
vazi implikacija: iz ¢ <4 y sledi f(z) <p f(y). U tom slucaju su (A, <,) i
(B, =<p) izotono izomorfni.

U familiji svih dobro uredenih skupova jednostavno je proveriti da izotona
izomorfnost jeste relacija ekvivalencije, koju oznacavamo sa Y. Predstavnik
svake klase ekvivalencije u odnosu na relaciju T je ordinal. Dva ordinala su
jednaka, ako pripadaju istoj klasi ekvivalencije. Drugim recima, dva ordinala
su jednaka ako i samo ako su izotono izomorfna.

Ako je a = (A, <4) ordinal, tada je card(«) := card(A).

Ako su a i § ordinali, onda iz o = 3 sledi card(a) = card(f). Obrnuta
implikacija ne vazi.

Ako je a # (3, onda vazi @ < [ ili f§ < A. Pri tome o = (A4,=4) <
(B, =p) = f3, ako postoji 1-1 izotono preslikavanje g : A — B. Ako je a < 3
i pri tome « # 3, onda je a < 3.

Najmanji beskonacan ordinal jeste wy = (N, <), pri ¢emu se posmatra
prirodno uredenje skupa N. Tada je 1 + wp = wp i w < wp + 1.

Ordinal 8 je naslednik, ako postoji ordinal o tako da je a+1 = (. U
tom slucaju je a prethodnik ordinalu 3. Ako ordinal nije nasledni, onda je «
granic¢ni ordinal. Ordinal n (n € N) je nasledni, dok ordinal wy jeste grani¢ni
ordinal.

Najmanji neprebrojivi ordinal je w;. Ordinal w; je grani¢ni ordinal.

Teorema 2.1.6. Neka je A familija nekih podskupova skupa X. Ako je
card(A) = Vo, tada je card(c—R(A)) < c.

Dokaz. Ako je B C P(X), neka je

BU::{UBn:BnEBzasvakoneN},

n=1

85::{ﬂBn:BnGBzasvakonEN},

n=1
806 = (80)6-

Neka je sada Ay = A. Ako je a nasledni ordinal i o < wy, neka je

Aa—‘rl - (Aa)05~
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Ako je a grani¢ni ordinal i @ < wy, neka je

Ap = U (Aa)ad-

B<a

Konac¢no, tvrdimo da je 0—R(A) = A,,.

Kako je A, C 0—R(A) za svako a < wy, sledi da je A, C c—R(A). Sa
druge strane, A,, je o-algebra, te je A,, = c—R(A).

Na osnovu pretpostavki, card(A;) < R§° = ¢, card(Ay) < & = ¢, i tako
redom. Stoga je card(A,,) <c-c=c.

Konstrukcija familija A, u ovoj teoremi je izvedena indukcijom po ordi-
nalima, odnosno transfinitnom indukcijom. Il

Posledica 2.1.1. card(B(R)) = ¢, card(B(R")) = c.

Dokaz. Posmatrajmo familiju svih intervaala Zy, koji su oblika (p,q), pri
cemu je p,q € Qi p < g. Tada je card(Zyy) = card(Q?) = Ny. Jednostavno
je dokazati B(R) = 0—R(Zyo). Prema prethodnoj Teoremi 2.1.6, sledi da je
card(B(R)) < c.
Sa druge strane, svi intervali oblika (a,b) (a,b €
i ovakvih intervala ima ¢ - ¢ = ¢. Dakle, card(B(R))
Dokaz tvrdenja u prostoru R" je analogan. O]

) su Borelovi skupovi
=c.

Napomena 2.1.1. Imajuéi u vidu da je card(P(R)) = 2° > ¢ = card(B(R)),
sledi da ima mnogo vise podskupova od R koji nisu Borelovi, nego $to ima
Borelovih podskupova od R. Analogno, mnogo je vise podskupova od R",
nego Sto ima Borelovih skupova u R".

Dokaz narednog tvrdenja je ocigledan.
Teorema 2.1.7. Neka je A sledeéa familija intervala v R*:
A ={la,b), a, +00),[—00,b), [-00, +00] : a,b € R,a < b}.

Neka je R familija svih konacnih unija uzajamno disjunktnih intervala iz A,
odnosno

R:{UIj:nENO; I, € Azasvako j=1,...n; Iiﬂlj:(i)zai;éj}.

9

Tada je R algebra na R*. Moguénost n = 0 u stvari znacéi ) € R.
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Definicija 2.1.3. Algebra R iz prethodnog tvrdenja je Lebegova algebra na
R*.
Analogno se konstruise Lebegova algebra na R.

Posledica 2.1.2. FElementi Lebegove algebre jesu Borelovi skupovi, odnosno
vazi inkluzija A C B(R).

2.2 Monotone familije

U izvesnim sluc¢ajevima familija skupova ne zadovoljava sve uslove o-algebre.
Pored ocigledne ¢injenice da nisu sve algebre istovremeno i o-algebre, postoje
i monotone familije skupova.

Definicija 2.2.1. Neka je X neprazan skup i neka je M familija podskupova
od X. M je monotona familija, ako vaze sledece dve implikacije:
(1) Ako je A, e M i A, C A1 za svako n € N, tada je |J A, € M;

n=1
(2) Ako je A, e M i A, D A1 zasvako n € N, tada je [ A, € M.
n=1
Ocigledno, svaka o-algebra je i monotona familija, dok monotona familija
skupova nije obavezno i o-algebra.

Teorema 2.2.1. Neka je A proizvoljna familija podskupova od X. Tada je
M(A) = ﬂ {M: A C M, M je monotona familija}
najmanja monotona familija na X koja sadrzi familiju A.

Dokaz. Neka je (A,),, neopadajuéi niz skupova u M(A) inekaje A = |J A,.
=1

Tada je (A,), neopadajuéi niz skupova u svakoj monotonoj familiji skflpova

M za koju je ispunjeno A C M. Dakle, A € M. Sledi da je A € M(A).
Analogno, ako je (B,,), proizvoljna opadajuéa familija skupova u M(A),

onda je B = [\ B, € M(A). Na taj nacin je dokazano da je M(A) jedna

n=1
monotona familija koja sadrzi .A.

Ako je M bilo koja monotona familija koja sadrzi A, tada je po konstruk-
ciji M(A) € M. Dakle, M(A) je najmanja monotona familija koja sadrzi
A. O
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Veza izmedu o-algebri, algebri i monotonih familija skupova, data je
slede¢om teoremom.

Teorema 2.2.2. Neka je X neprazan skup, i neka je R familija podskupova
od X, tako da je R istovremeno i algebra i monotona familija na X. Tada
je R jedna o-algebra na X.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je R zatvorena za prebrojive unije svojih
elemenata Neka je (E,), proizvoljan niz iz R, i za svako n € N neka je

U Ej. Familija R je algebra, te sledi da je A, € R za svako n € N,
Oc1gledn0 je A, C A1, te je (4,), neopadajuéa familija u R. Kako je R

monotona familija, sledi da je A = U A, € R. Sa druge strane, skupovna

jednakost A = U E, je ocigledna. Dakle, dokazali smo da je R zatvorena

familija za prebropve unije svojih elemenata, te je R jedna oc-algebra na
X. O

Formulisemo sledeci jednostavan rezultat.

Posledica 2.2.1. Neka je X neprazan skup i neka je R neka familija pod-
skupova od X . Familija R je o-algebra, ako i samo ako je R algebra i mono-
tona familija.

Neka je (A,)n proizvoljan niz podskupova od X. Definisemo sledece

skupove
BzU(ﬂAk>, C:ﬂ(UAk>.
n=1 \k=n n=1 \k=n

Neka je B, = () Ax zan € N. Tada je B, C B,y za svako n € N. Ako je
k=n

oo
C, = U Ar zan €N, tada je C,, D C,11 za svako n € N.
k=n
Osim toga, vaze sledece ekvivalencije:

r€B < (IneN)(Vk>n)x € Ay,

reC <= (YneN)(Fk>n)z € Ay
Dakle, B C C.
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W

Prethodni pojmovi nam omoguc¢avaju nam da definiSemo ”"donju“i”gornju*
grani¢nu vrednost niza skupova. Ako su ove dve grani¢ne vrednosti jednake,
onda je moguce razmatrati granicnu vrednost posmatranog niza skupova.

¢

Definicija 2.2.2. Neka je (A, ), proizvoljan niz podskupova skupa X. Tada
je

liminf A, := B = G <°° Ak) , limsup A, :=C = ﬁ (G Ak> :
n=1 \k=n

n=1 \k=n

Skup B je donja granicna vrednost, a skup C' je gornja granicna vrednost
niza (A )n.
Ako je B =C, onda je B =1lim A,, i ovaj skup je grani¢na vrednost niza

(An)n-
Teorema 2.2.3. (1) Ako je A, C A,i1 2a svako n € N, tada je lim A,, =

U A,.
n=1
(2) Ako je A, D Anyq za svako n € N, tada je lim A,, = () Ap.
n=1

Dokaz. (1) Neka je A, C A,y za svako n € N. U skladu sa prethodnim

oznakama, za svako n € N vazi B, = (] Ar = A,, te je liminf A, = B =
k=n

U B.= U A..

n=1 n=1

Sa druge strane, iz C' = [ < U Ak), sledi da je za svako n € N ispunjeno
= k=n
C C U Ag. Specijalno, C C |J Ax = B. Imajuéi u vidu da uvek vazi
k=n k=1
BcC,sledidaje B=C= |J A4, =lim A,.
n=1
(2) Neka je A, D A,11 za svako n € N. U skladu sa uvedenim oznakama,

zasvakon € Nvazi C,, = |J Ay = Ap, teje C= () Co = [) An.
k=n n=1 n=1

Na osnovu B = |J < Ak), sledi da je za svako n € N ispunjeno
n=1 \k=n

() Ax C B. Specijalno, C' = (] A,, C B. Kako je B C C uvek ispunjeno,
n=1

k=n

sledi da vazi B =C =1lim A, = ) A,. O
n=1
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2.3 Merljive funkcije

U ovoj sekciji razmatramo funkcije koje se mogu ”izmeriti “ u odnosu na datu
o-algebru.

Definicija 2.3.1. Neka je R jedna c-algebra na skupu X, i neka je (Y, 7)
topoloski prostor. Funkcija f: X — Y je R-merljiva (merljiva u odnosu na
R, ili samo merljiva), ako za svaki otvoren skup G od Y vazi da je f~1(G) €
R.

Specijalno, neka su (X, 1) i (Y, 72) topoloski prostori. Funkcija f: X —
Y je B(X)-merljiva (Borel-merljiva, Borelova), ako za svako G € 1o vazi

f7H(G) € BX).

Posledica 2.3.1. Neka je (X, R) merljiv prostor i neka je (Y,7) topoloski
prosotor. Funkcija f : X — Y je R-merljiva, ako i samo ako za svako F' € F

vazi f~Y(F) € R.
Dokaz. Sledi na osnovu f~1(F¢) = (f~1(F))e. O

Teorema 2.3.1. Neka su (X, 1) i (Y, 72) topoloski prostori. Ako je f: X —
Y neprekidna funkcija, tada je f Borelova.

Dokaz. Neka je f neprekidna funkcija i neka je G € 7. Tada je f~1(G) €
71 C B(X). Time je dokazano da je f Borelova funkcija. O

Uocavamo znacaj Borelovih skupova i Borelovih funkcija. Najvazniji
skupovi u analizi, odnosno otvoreni i zatvoreni skupovi, jesu Borelovi skupovi.
Osim toga, u analizi veoma vaznu ulogu imaju neprekidne funkcije, za koje
smo upravo proverili da su Borelove funkcije.

Ako funkcija f uzima realne vrednosti, onda je f realna funkcija. Ako f
moze uzeti vrednoti oo ili +00, tada je f prosirena realna funkcija. Intere-
santno je razmatrati i funkcije koje uzimaju vrednosti iz skupa C, odnosno
kompleksne funkcije.

Slededi rezultat olaksava proveru merljivosti konkretne realne ili prosirene
realne funkcije.

Teorema 2.3.2. Neka je (X, R) merljiv prostor i f : X — R*. Tada su
sledeca tvrdenja ekvivalentna:
(1) f je R-merljiva;
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(2) {z e X : f(z) >a} € R za svako a € R;

3) {r e X : f(z) >a} € R za svako a € R;

(4) {r € X : f(z) <a} € R za svako a € R;

(5) {r e X: f(z) <a} € R za svako a € R.
Dokaz. (1) = (2): Neka je funkcija f R-merljiva. Skup (a, +0o0] je otvoren
u R* za svako a € R, te je f7'((a,+o0]) ={z € X : f(z) > a} € R.

(2) = (1): Pretpostavimo da je {r € X : f(z) > a} € R za svako
a € R. Tadaje {r € X : f(z) <b} ={z € X : f(x) > b}® € R za svako
b € R. Sledi da je

o0

{xeX:f(:c)<b}:U{xeX:f(x)gb—%}GR

n=1

za svako b € R. Na kraju,
T @b)={zeX: flz)>a}n{zeX: flz)<b}eR

za svako a,b € R. Neka je G proizvoljan otvoren skup u R. Tada je G =
U (@i, b;). Sledi da vazi

Uf (ai, bi)

Dakle, funkcija f je R-merljiva.
Dokaz preostalih ekvivalencija ostavljamo ¢itaocu za samostalan rad. [

Posledica 2.3.2. Neka je (X, R) merljiv prostor i f : X — R* neka je
R-merljiva funkcija. Ako je a € R*, tada je f~'({a}) € R.

Dokaz. Ako je a € R, tada je

Takode je
“({+o0}) = ﬂ fH((n,+x]) € R.

Slicno se dokazuje da je f~ ({—oo}) €eR. O
Iz uslova f~}({a}) € R za svako a € R*, ne sledi R-merljivost funkcije f.
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Teorema 2.3.3. Neka je (X, R) merljiv porostor, i neka su f,g : X — R*
R-merljive funkicije. Tada su R-merljivi sledeci skupovi:

{reX: flz) <gl@)}{r e X: f(z) > g(z)}, {z e X: f(z) = g(2)}.

Dokaz. Skup Q je prebrojiv i gust u R, te je

{reX: flz) <g(x)}=
= U[{xGX:f(a:)<r}ﬂ{x€X:r<g(m)}]ER.
reQ
Takode je {r € X : f(z) > g(x)} =[{zr € X : f(z) <gx)}]eRi{re X :
f@)=g(@)} ={zeX: f(z) <gle)}n{re X glz) < flz)} eR. D
Cilj nam je da dokazemo kako osnovne operacije na merljivim funkcijama

takode daju kao rezultat merljivu funkciju.

Teorema 2.3.4. Neka je (X, R) merljiv prostor, neka su f,g : X — R*
R-merljive funkcije, A, € R i > 0. Tada su R-merljive ¢ sledece funkcije:

)‘+f7 )‘f> ‘flaa f_gv f+ga

na skupovima na kojima su ove funkcije definisane.

Dokaz. Neka je a € R. Prema prethodnoj teoremi vazi:
{reX: flzx)+A>a}={reX: f(zr)>a— A} €R,

odakle sledi merljivost funkcije f + A.
Ako je A =0, onda je funkcija Af = 0 trivijalno merljiva. Pretpostavimo
da je A\ # 0. Tada je

{freX:f(x)>5} A>0
{freX:f(z)<$h A<0

Y

{xEX:/\f(x)>a}:{

odakle sledi merljivost funkcije \f.
Neka je a > 0. Tada je

{re X :|f(x)|>a* a>0

{JCEX:If(I)!a>a}—{X <0

J{reX:fx)>ad/Yu{reX: flz) <—d/}, a>0 cR
X, a<0 ’
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odakle sledi merljivost funkcije | f|“.

Ako su funkcije f i g prosirene realne, onda je mogucée da funkcija f — g
nije definisana u svakoj tacki skupa X. Neka je A = {z € X : f(x) =
+00,9(x) = 400} i B = {z € X : f(z) = —o0,g9(z) = —oo}. Prema
Posledici 2.3.2, skupovi A i B su merljivi, ali je funkcija f — ¢ definisana samo
na merljivom skupu X; = X \ (AU B). U tom sluc¢aju posmatramo funkciju
f — g na skupu X7, i na tom skupu dokazujemo njenu merljivost. Funkcija
g + a je merljiva, na osnovu ve¢ dokazanog dela ove teoreme. Iskoristimo i
prethodno dokazanu Teoremu 2.3.3:

{reX;: f(x)—glx)>a}={r e Xy: f(z)>g(z)+a} €R,

te je funkcija f — g merljiva. Potpuno analogno, funkcija f + ¢ je merljiva,
uz eventualno odbacivanje merljivih skupova na kojima funkcija f + ¢ nije
definisana. O

Teorema 2.3.5. Neka je (X, R) merljiv prostor, i neka su f,g realne R-
merljive funkcije, definisane na X. Tada su merljive i funkcije:

19, i,
g

na skupovima na kojima su ove funkcije definisane.

Dokaz. Neka su funkcije f i g realne. Tada merljivost funkcije fg sledi na
osnovu jednostavne jednakosti fg = 3[(f + 9)* — (f — 9)?].
Skup X; = {x € X : g(z) # 0} je merljiv. Dokazujemo merljivost
f

funkcije 5 na skupu X;. Neka je a € R. Ako je a = 0, onda je

1
{xeXl.@>a}:{xeXl.g(a;)>O}€R.

Ako je a > 0, onda je

{:(:EX1:$>CL}:{x6X1:0<g(3:)<£}€72.

Ako je a < 0, onda je

{x€X1:$>a}—{xeXlzg(a:)>0}U{x€X1:g(x)<2}ER.
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Sledi da je funkcija 5 merljiva na Xj. O
Neka je (a,), niz u R*, neka je k € N, i neka je by = 12% a,. Tada je (bg)k

neopadajudi niz, i stoga postoji

sup by, = lim (inf a,) = liminfa, (proveriti poslednju jednakost!)
keEN k—oo n>k n—o0

Analogno se moze dokazati da je

inf (sup a,,) = lim (sup a,) = limsup a,.
keN n>k k—o0 n>k —00

Koriste¢i navedene osobine realnih nizova, dokaza¢emo jos jednu vaznu
karakterizaciju merljivih funkcija.

Teorema 2.3.6. Neka je (X,R) merljiv prostor i f, : X — R* niz R-
merljivih funkcija. Tada su funkcije f, F, f*, F*, definisane za x € X kao

f(z) =inf{f.(x) :n € N}, F(z)=sup{fu.(x):n €N},
£2(0) = mind fo(e), () = T sup £ (o),

takode R-merljive funkcije.

Dokaz. Neka je a € R proizvoljan. Tada merljivost funckija f i F sledi na
osnovu

{reX:fr)>a}={reX: fulr)>a} eR,

{:EEX:F(x)>a}:U{xGX:fn(x)>a}€R.

Ovim smo pokazali da je infimum, odnosno supremum niza merljvih funkcija,
takode merljiva funkcija.
Na osnovu osobina limesa inferiora i limesa superiora, sledi da je

fi(z) = sup {Tig; fn(w)} , F7(2) = inf {glz fn(x)} ~

Na osnovu merljivosti infimuma i supremuma niza merljivih funkcija, sledi
merljivost limesa inferiora i limesa superiora niza merljivih funkcija. O
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Posledica 2.3.3. Neka je (X, R) merljiv prostor i (f,), niz prosirenih re-
alnih merljivh funkcija na X. Ako postoji funkcija f tako da je f(x) =
lim f,(x) za svako x € X, tada je f merljiva funkcija.

Dokaz. U skladu sa oznakama prethodne teoreme, sledi da za svako x € X
vazi

[H(@) = F*(x) = lim fo(z) = f(z),

n—o0

te je f merljiva funkcija. ]

Teorema 2.3.7. Neka je (X, R) merljiv prostor, i neka su f,g : X — R*
R-merljive funkcije, definisane na X. Tada su merljive 1 funkcije:

19, i,
g

na skupovima na kojima su ove funkcije definisane.

Dokaz. Dovoljno je posmatrati proSirene realne funkcije, jer smo odgo-
varajuci rezultat za realne funkcije dokazali ranije.
Ako je x € X, neka je

f(@), |f@) <n
(x) > n, n € N.
< —n

f
—n, f(x

Na isti na¢in konstruisemo niz (g, ),. Tada su f, i g,, realne merljive funkcije,
te je i fhg, realna merljiva funkcija. Ocigledno, f(z)g(z) = lim f,(x)g,(x)
za svako x € X, te je fg merljiva funkcija.

Na osnovu 5= f- % sledi merljivost funkcije 5 na skupu X; = {x € X :

g(z) # 0}. O
Dokazujemo da kompozicija neprekidne i merljive funkcije jeste merljiva
funkcija.

Teorema 2.3.8. Neka je (X, R) merljiv prostor, i neka su (Y, 1) i (Z,72)
topoloski prostori. Ako je f : X — Y jedna R-merljiva funkcija, a g :Y — Z
neprekidna funkcija, tada je go f : X — Z takode R-merljiva funkcija.
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Dokaz. Neka je GG otvoren skup u Z. Na osnovu neprekidnosti funkcije
g sledi da je ¢g71(G) otvoren skup u Y. Funkcija f je R-merljiva, te je
(go /) HG) = f~Hg H@G)) € R. Time je dokazana R-merljivost funkcije
go f. [l

Teorema 2.3.9. Neka je (X,R) merljiv prostor, neka je (Y, T) topoloski
prostor, i neka je f : X — Y jedna R-merljiva funkcija. Skup Q@ C P(Y)
neka je definisan na sledeci nacin:

E € Q ako i samo ako f~'(E) € R,
pri cemu je B CY. Tada je Q) jedna o-algebra na Y .

Dokaz. Vazi X = f7}(Y) € R, teje Y € Q. Ako je E € , tada je
FUE) = (fHE)) € R, te je E¢ € Q. Konacno, neka je E, €  za svako

n € N. Tada je f~* <U En> =UfYE,) €R, tejeJE, € Q. Dakle, Q je
o-algebra na Y. " " ! O]

Posledica prethodnog tvrdenja je sledec¢i vazan rezultat.

Teorema 2.3.10. Neka je (X, R) merljiv prostor, neka su (Y, 1) i (Z,73)
topoloski prostori, neka je f : X — Y neka je R-merljiva funkcija, © neka
je g Y — Z Borelova funkcija. Tada je go f : X — Z takode R-merljiva
funkcija.

Dokaz. Neka je §2 familija podskupova od Y, tako da skup £ C Y pripada
familiji 2, ako i samo ako je f~!(E) € R. Prema prethodnoj teoremi, € je
jedna o-algebra na Y. Na osnovu merljivosti funkcije f sledi da €2 sadrzi sve
otvorene podskupove od Y. Sa druge strane, B(Y) je najmanja o-algebra
koja sadrzi sve otvorene podskupove od Y, te je B(Y) C €.

Neka je G proizvoljan otvoren skup u Z. Funkcija g je Borelova, te sledi
da je ¢71(G) € B(Y) C Q. Tada je f~1(¢g7'(G)) € R, prema konstrukciji
familije €2. Sledi da je g o f R-merljiva funkcija na X. O]

Dokazujemo vaznu teoremu o aproksimaciji nenegativne merljive funkcije
nizom prostih funkcija.
Ako je E C X, tada je karakteristicna funkcija skupa E definisana kao

(2) 1, xeF,
xTr) =
XE 0, ¢ E.
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Ako je (X, R) merljiv prostor, tada je funkcija xg : X — R R-merljiva ako
i samo ako je & € R.

Funkcija s : X — R je prosta, ako je f(X) konacan podskup od R
(isklju¢ujemo mogucénost da s bude prosirena merljiva funkcija).

Neka je funkcija s prosta, i neka su {aq,...,a,} sve razli¢ite vrednosti
funkcije s. Neka je A; = {x € X : s(z) = a4}, ¢ = 1,...,n. Tada je
A;NA;=0akojei#j, kaoi

s(z) = ZaiXAi(x), r e X.
i=1

Lako je proveriti da je funkcija s merljiva ako i samo ako su svi skupovi A4;
merljivi.

Teorema 2.3.11. Neka je (X, R) merljiv prostor, i neka je f jedna R-
merljiva nenegativna prosirena realna funkcija na X. Tada postoji niz (sp)n
prostih R-merljivih funkcija na X, tako da vazi

(1) 0 < s1(x) < s9(x) <--- < f(x) 2a svako z € X.

(2) TLILIEOSTL = f na X;

(3) Ako je f ogranicena funkcija, tada (s,)n konvergira ka f ravnomerno
na X.

Dokaz. Neka je n € Nit > 0. Postoji jedinstveni prirodan broj k = k(n, t),
tako da je k- 57 <t < (k+1) - 5. DefiniSemo funkcije ¢, : [0, +oc] — R za
n € N na slede¢i nacin:

E(n,t)- 4, 0<t<n,
n, t>n.

Lako je proveriti da je ¢, Borelova funkcija na skupu [0, +oc]. Ako je 0 <
t < n, tada je t — 55 < @,(t) < t. Takode, za svako t > 0 vazi 0 <
o1(t) < @a(t)--- <ti nh_}n(;lo ©n(t) = t. Funkcija s, = ¢, o f je merljiva, kao
kompozicija Borelove i merljive funkcije. Nije tesko proveriti da je (s,), je
trazeni niz funkcija.
Neka je sada f ogranicena funkcija. Tada postoji ng € N tako da je
1

|f| < no na X. Primecujemo da je zbog |¢,(t) —t| < 57 za svako t > 0 i

svako n > ng, dokazana ravnomerna konvergencija niza (s,), ka f. O
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Teorema 2.3.12. Neka je (X, R) merljiv prostor, i neka je f : X — R”
funkcija data koordinatno sa f = (fi,..., fn), pri cemu je f; : X — R za
svako 7 =1,...,n. Funkcija f je R-merljiva ako i samo ako su R-merljive
sve funkcije f; , j=1,...,n.

Dokaz. = : Pretpostavimo da je f : X — R" R-merljiva funkcija. Ako je
7; : R® — R projekcija prostora R" na j-ti koordinatni prostor R = R;, tada
je m; neprekidna funkcija. Naime, ako je (a,b) C R;, tada je 7Tj_1 ((a,b)) =
R/~ x (a,b) x R"™ otvoren skup u R". Kako je f; = m; o f kompozicija
neprekidne i R-merljive fukcije, prema ranijem rezultatu sledi da je f; R
merljiva funkcija. U ovim razmatranjima je j € {1,...,n} proizvoljan indeks,
odakle sledi rezultat.

<= Pretpostavimo sada da su sve funkcije fi,..., f, R-merljive. Neka
je G otvoren skup u R". Tada postoji niz n-pravougaonika (1), u R", tako
daje I, = (af, %) x- - - x (a® bF), i pri tome je G = |J I).. Koriste¢i merljivost

o On k=1
svake funkcije f;, sledi da je

Uf (I) :U(ﬂf (aj,bf>>€7€,

odakle sledi R-merljivost funkcije f. O

Posledica 2.3.4. Neka je (X, R) merljiv prostor, f = u + iv neka je kom-
pleksna funkcija na X, pri ¢emu su u,v realne funkcije na X. Funkcija f je
R-merljiva, ako © samo ako su funkcije u,v R-merljive.

Dokaz. Familija otvorenih skupova u C jednaka je familiji otvorenih skupova
uR2 Stoga je merljivost funkcije f = u+iv : X — C ekvivalentna merljivosti
vektorske funkcije f = (u,v) : X — R2. Rezultat sledi na osnovu prethodne
teoreme. [

Teorema 2.3.13. Neka je (X, R) merljiv prostor, neka su u,v : X — R
R-merljive funkcije, neka je (Y, T) topoloski prostor, i neka je F': C — Y
neprekidna funkcija. DefinisSemo funkciju h : X — Y na sledeci nacin:

h(z) = F(u(z),v(z)), r € X.
Tada je h R-merljiva funkcija.
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Dokaz. Ako je f = u+ iv, onda je h = F o f. Funkcija f je merljiva prema
prethodnoj posledici. Funkcija F' je neprekidna, te sledi da je h = F o f
takode R-merljiva. O

Posledica 2.3.5. Neka je (X, R) merljiv prostor i neka su f,g : X — C
R-merljive funkcije. Tada:

(1) |f] je merljiva funkcija,

(2) f+g, f—g1 § su merljive funkcije (posebno, poslednja funkcija je
merljiva na skupu na kojem je definisana);

(3) Postoji kompleksna merljiva funkcija o na X, tako da je |a| = 1 i

f=alfl

Dokaz. (1) Sledi iz merljivosti funkcija u i v, kao i jednakosti | f| = vu? + v2.
(2) Posmatramo neprekidne funkcije F; : X — R? definisane kao F(z,y)
r+y, Fa(x,y) =zy i F3(z,y) = %, 1 primenimo prethodnu teoremu.
(3) Neka je Xo = {z € X : f(x) = 0} i definisimo funkciju « na sledeci

nacin: "
flx
afz) = { e TEXAXo,
1, WS XQ.
Tada je « trazena merljiva funkcija (proveriti merljivost!). O]

Posledica 2.3.6. Neka je (f,), niz kompleksnih merljivih funkcija na X,
tako da je lim f, = f na X. Tada je f merljiva funkcija.

Na kraju, neka je xyg : X — C karakteristicna funkcija skupa £ C X.
Lako je proveriti da je xg merljiva kompleksna funkcija ako i samo ako je
EeR.

2.4 Pozitivne mere
U ovoj sekciji izucavamo pozitivne mere na o-algebrama.

Definicija 2.4.1. Neka je (X,R) merljiv prostor. Funkcija g : R — R
naziva se pozitivna mera na prostoru X, ako vaze svojstva:

(1) u(A) > 0 za svako A € R;
(2) u(0) = 0;
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(3) Ako je (A,), niz uzajamno disjunktnih skupova iz R, tada je

m (U An> => u(A,)
n=1 n=1
U tom slucaju je (X, R, u) prostor mere.

Najvaznija osobina mere jeste svojstvo (3), koje se naziva prebrojiva adi-
tivnost.

Teorema 2.4.1. Neka je p pozitivna mera na X . Tada vaZe tvrdenja:

(1) Ako su Ay, ..., A, € R uzajamno disjunktni, tada je p (U Ak) =
k=1

(2) Ako je A,B € R i AC B, tada je n(A) < p(B);
(3) Ako je A, € R za svako n € N, i ako je Ay C Ay C ---, tada je

M(Q ) = lim p(4,);
(4) A/mjeA ER za svakon € N, i ako je Ay D Ay D -+, pri cemu je
p(Ay) < oo, tada je p ( N An) = lim p(A,);
TL:]. n—oo

(5) Ako je A, € R za svako n € N, tada je p ( U An) < > u(Ay).
n=1 n=1

Dokaz. (1) Sledi iz definicije pozitivne mere, ako se uzme da je A,.1 =
Apyo == 1.
(2) Akoje A C B, tadaje B = AU(B\A), teje u(B) = p(A)+u(B\A) >

1(A).
(3) Neka je Ay C Ay C -+, ineka je By = Ay, B, = A \ A1 za

k = 2,3,.... Tada su By uzajamno disjunktni merljivi skupovi, |J By =

U Ak:An,l U Bk: U Ak Sadaje
k=1 k=1 k=1

u (G Ak) = u (G Bk) = iu(Bk) = JLIQOZM(BIC)
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(4) Nekaje Ay D Ay D -+, inekajeC,, = Aj\A,zan=1,23,.... Tada
jeCi=0C CyCCyC---. Takode je Ay = A,UC, i u(Ay) = u(A,)+u(Cy).
Iz p(Ay) < oo sledi pu(A,) < oo zasvako n € N, te je u(C,) = u(Ar) — pu(A4,).
Takode je

GC,L:G(AlﬁAg):A1O<GA;> :Alﬂ<ﬁAn> :Al\ﬁAn.

n=1 n=1

Primenimo veé¢ dokazano svojstvo (c), odakle sledi

n—oo n—oo

(A1) — p (ﬂ An) = lim p(Cy) = p(A1) = lim p(Ay).

Time je dokazano svojstvo (4) ovog tvrdenja.
(5) Neka je By = A1 i B, =A,\ (AjU---UA,_1) zasvakon =2,3,....

Tada je BN B; =0 zai+#j, B, C A, zasvakon,i |J A, = |J B,. Stoga
n=1 n=1
je

H (U An) =p (U Bn) = Z”(Bn) < ZM(AH)

O
Svojstva (3) i (4) predstavljaju osobine neprekidnosti mere (za rastuce i
opadajuce nizove skupova). Svojstvo (5) je subaditivnost mere.

Na nekom skupu X # () se moze na trivijalan nac¢in definisati mera:

0 A=10
A)y=<"7 ’ AcCX.

Drugi jednostavan nacin je mera prebrojavanja. Neka je X proizvoljan
neprazan skup i A C X. Neka je uq(A) jednako broju elemenata skupa A
ako je A konacan, i neka je uy(A) = oo ako je A beskonacan skup. Posebna
je vaznost mere prebrojavanja na skupu N. Na taj nacin se teorija integrala
povezuje sa teorijom redova, i o tome ¢e biti vise reci kasnije.

Neka je 9 € X. DefiniSemo meru p,, na sledeé¢i nacin:

1, x()EA,

[ (A) = {0 0 d A
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Mera i, u ovom slucaju je mera jedinicne mase skoncentrisane u tacki x.

Primer 2.4.1. Svojstvo (4) prethodne teoreme ne vazi bez minimalne pret-
postavke p(A,) < oo za neko n € N. Neka je p4 mera prebrojavanja na

skupu N, A, ={n,n+1,...} zaneN. Tadaje Ay DAy D -+, N 4, =0,
n=1
te je jig ( N An) = 0. Sa druge strane, py(A,) = oo za svako n € N.
n=1

Neka je X neprazan skup, R je o-algebra na X, i u je mera na R. Ako je
E € R, tada se (£, R) takode moze smatrati merljivim prostorom na slededi
elementaran nacin. Ako je A C E, onda je A merljiv na skupu E, ako i samo
ako je A € R. Odgovarajuca o-algebra na FE je familija skupova

Rp={AcR:ACE}.

Jednostavno je tada i meru g smatrati merom na skupu E.

Mera p je skoncentrisana na skupu B € R, ako za svako F' € R vazi
p(F) = p(F N B).

Mera p je kompletna na o-algebri R, ako za svako E € R sa svojstvom
p(E)=0,1isvako F C E, vazi F' € R (tada je, naravno, u(F) =0).

Mera p je konacana na merljivom prostoru (X, R), ako je pu(X) < oo.
Mera p je o-konacna na X, ako postoji niz skupova (E,),, tako da je za

o)

svako n € N ispunjeno E,, € R i u(E,) < oo,ivazi X = |J E,.

n=1

Ako je p mera na prostoru (X, pu) i u(X) = 1, tada je u verovatnoéa
(verovatnosna mera) na prostoru (X, R). Teorija verovatnoce, kao posebna
matematicka disciplina, izdvaja se iz teorije mera dodatnom pretpostavkom
o verovatnoéi (meri) uzajamno nezavisnih dogadaja. Dogadaji A i B (pred-
stavljeni kao merljivi podskupovi od X) su uzajamno nezavisni, ako reali-
zacija jednog od ovih dogadaja ne utice na realizaciju drugog dogadaja. Ne
postoji standardan matematicki uslov nezavisnosti dogadaja, vec¢ svaki model
verovatnoce ima svoju interpretaciju nezavisnosti. Ako su A i B uzajamno
nezavisni dogadaji, tada je u(AN B) = p(A) - u(B). Nastavak ovog primera
pripada teoriji verovatnoce.

Neka je p mera na o-algebri R u topoloskom prostoru (X, 7). Mera p
je Borelova, ako je B(X) C R, odnosno ako je p definisana na Borelovim
skupovima prostora X.

Neka je (X, 7) topoloski prostor, pri ¢emu je x odgovarajuca familija
kompaktnih podskupova od X. Neka je R D B(X) i neka je p pozitivna
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mera na R (dakle, u je Borelova mera). Mera p je spoljasnje regularna na
R, ako za svako E € R vazi

p(E) =inf{u(V): VD> E,V €T}
Mera p je unutrasnje reqularna na ‘R, ako za svako E € R vazi
w(E) =sup{u(K): K C E,K € k}.

Mera p je reqularna, ako je p i spoljasnje i unutrasnje regularna na R.

Pokazali smo osnovne osobine pozitivnih mera. Vazne su Borelove mere
na topoloskim prostorima, posebno na prostoru R™. Sa druge strane, mera
moze biti kompleksna, ili, jos opStije, mera Cije su vrednosti elementi Bana-
hovog prostora. O svemu ovome bice reci kasnije.

Ranije smo pomenuli pojam kompletne mere. Ako prostor (X, R, 1) nije
prostor kompletne mere i, onda se na prirodan nac¢in dolazi do vece o-algebre
R1 na kojoj je p kompletna mera. Ovaj proces se naziva kompletizacija
merljivog prostora u odnosu na pozitivnu meru.

Teorema 2.4.2. Neka je (X, R, ) prostor pozitivne mere pi. Neka je
Ri={A:(3B,C e R)A A BCCAuC)=0},
1 neka je
pu(A) == u(B).

Tada je R C Ry i (X, R1, 1) je prostor kompletne pozitivne mere fu.
o-algebra Ry je kompletizacija o-algebre R u odnosu na meru .

Dokaz. Uzimajuéi A = B € R i C = () dolazimo do zakljucka R C R;.
Samim tim jei 0 € R;.
Za proizvoljne skupove A, B C X vazi:

AN B =(A°NB)U(B°NA)=AAB.

Dakle, ako A € R4, onda A° € R;.
Konacno, neka je A, € R za svak n € N. Tada postoje B,,,C,, € R tako
daje A, A B, C C, i u(C,)=0. Vazi

() () - () (o)
- (U(An\Bn> U <Lnj Bn\An> ~JA. a B, C LnJCn'

n n
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Kako je (U C’n) =0, sledi da je |J A, € R;. Time smo dokazali da je R4

jedna a—algegra.

Nije tesko proveriti da je p mera na R;.

Zadrzimo sada oznake skupova A, B, C, pri ¢emu je pu(A) = 0. Neka je
E C A Tadaje EA B CC. Sledi da je F € Ry. Time smo dokazali da je
1 kompletna pozitivna mera na R;. Il

2.5 Konstrukcija Karateodorija

U odredenim konkretnim situacijama, pojavljuju se funkcije na familiji sku-
pova, koje nemaju sve osobine ”prave“ mere. Primer takve funkcije jeste
spolyna mera.

Definicija 2.5.1. Neka je X neprazan skup. Spoljna mera na skupu X je
funkcija v : P(X) — R*, koja ima svojstva:

(1) v(0) = 0;

(2) v(A) > 0 za svako A € P(X);

(3) Ako je A,Be€ P(X)i A C B, onda je v(A) < v(B);

(4) Ako je A,, € P(X) za svako n € N, tada je

Ocigledno, svaka mera jeste spoljna mera, dok spoljna mera nije obavezno
mera.

Pokaza¢emo kasnije da u najvaznijem specijalnom slucaju mera nije de-
finisana na celom partitivnom skupu, ve¢ na jednom njegovom pravom pod-
skupu. Stoga spoljna mera ima jednu prednost nad merom: spoljna mera je
definisana na P(X).

Postupak smanjenja P(X) na manju o-algebru, na kojoj je v mera, moze
se izvesti konstrukcijom Karateodorija®.

Teorema 2.5.1. (Karateodori) Neka je v spoljna mera na P(X), i neka je
familija R, definisana na sledeci nacin.

®Konstantinos Karatheodori (1873-1950), gréki matematicar
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Neka je E € P(X). Tada E € R}, ako i samo ako za svako A C X wvaZi
v(A)=v(ANE)+v(ANE°).
Tada je R, jedna o-algebra na X, 1 pri tome v je kompletna mera na R;,.

Dokaz. Spoljna mera v je subaditivna. Na osnovu A = (AN E)U (AN E°)
sledi da uvek vazi v(A) < v(ANE)+v(AN E°). Dakle, E' € R} ako i samo
ako za svako A € P(X) vazi

v(A) > V(AN E) + v(AN E°).

Iz same definicije familije R, sledi da ' € R} ako i samo ako E° € R,
Za svako A € P(X) vazi

V(ANX)+v(AN X =v(A),

odakle sledi X € R;.
Neka je E, F' € R;. Tada za svako A C X vazi

V(AN(EUF))+v(AN(EFUF)) =
=v(AN(EUF))+v(ANE°NF°)
=v(AN(EUF)NE)+v(AN(EUF)NE*)+v(ANE°NF°)
=v(ANE)+v(ANFNE®) +v(ANE°N F°)
=v(ANE)+v(ANE°) =v(A).

Time je dokazano da je E'U F' € R}, te je R}, jedna algebra na X.
Neka je (E,), niz elemenata familije R}, i neka je

F1:E1 (E R:;)
F2:E2\F1 (E R;),
F3=FE3\ (M UE) (€R;),

v

F,=E,\(FAU---UF,_;) €(R}),

Ocigledno je |J Ex = U Fx za svako n € N, odakle sledi |J Ey =
k=1 k=1 k=1

U Fi. Takode je F; N F; =0 za i # j.
k=1
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Iz ¢injenice Fy N Fy = (), sledi da za svako A € P(X) vazi

VAN(FLUE)) = v(AN(FLUF)NE) +v(AN(FLUFy)NEFY)
V(A N Fl) —|— I/(A N Fg)

Sada je lako dokazati da za svako n € N vazi

Pri tome je |J Fi € R:. Za svako A € P(X) vazi
k=1

v(A) = u(Aﬂ(OFk)>+l/<Aﬂ<OFk>>
= Y y(AﬂFk)+V<Aﬂ<OF )
Vazi kL:Jl I, C kL:Jl F}., odakle sledi AN <U Fk> (U Fk) . Stoga

je, na osnovu monotonosti spoljne mere v,

>Z AﬂFk)Jrz/(Aﬂ (UFk>>

k=1

Ako n — oo, onda je

v(A) > iyAﬂFk +V<Aﬂ<UFk)>

(o (Ge)) (oo (G2))

Time je dokazano |J Fy = |J Ex € R}, te je R} o-algebra na R*.
k=1 k=1

v
<

Poslednje nejednakosti su u stvari jednakosti! Dakle, ako je A = |J Fy i
k=1
F,NF, =0 za k # n, onda ocigledno vazi

. ([j F> =S )

k=1 k=1
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i stoga je v mera na R.
Na kraju, neka je E € R, v(E) =0, F C Ei AC X. Tada je

V(A) Sv(ANF)+v(ANFS) <v(ANE)+v(A) <v(E)+v(A) =v(A).
Sledi da je F' € R}, te je v kompletna mera na R. n
FormilisSemo interesantnu posledicu.

Posledica 2.5.1. Neka vaze svi uslovi prethodne teoreme. Ako je E C X i
v(E) =0, tada je E € R.

Dokaz. Razmotriti poslednji niz nejednakosti u dokazu prethodne teoreme,
uz pretpostavku F = F. O

Konstruisanje konkretne spoljne mere na prostoru R, ili R", najcesce je
u vezi sa izucavanjem Lebegove mere. Vise o ovome u narednoj glavi.
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Glava 3

Lebegova mera

3.1 Lebeg-Stiltjesova mera na R

U ovoj sekciji izucavamo specijalne pozitivne mere na prostoru R*. Najpre
definiSemo meru f, na elementarnim intervalima u R*. Zatim definiSemo,
na prirodan nacin, meru p, na Lebegovoj algebri R u prostoru R*. Na
osnovu mere {1, na R, definisemo spoljnu meru 7 na P(R*). Kontrukcijom
Karateodorija redukujemo skup P(R*) na manju familiju R;; =R, tako
da spoljna mera postaje prava mera na familiji R, Pri tome je

R C B(R*) C R, C P(R").
Neka je A familija elementarnih intervala u R*:
A ={la,b), [a, +0], [—00,b), [—00, +0] : a,b € R,a < b}.
Neka je R Lebegova algbra na R*, definisana kao
R = {UI] :nENQ,]jGA(j:L...,n), []ﬂIk:fﬂzaj#k}
j=1

Uslov n € Ny u prethodnoj definiciji omoguéava n = 0, odnosno () € R.
Neka je g : R* — R* funkcija, koja je neopadajuca i neprekidna s leva na
R*. Da bi izbegli trivijalnost, pretpostavimo da g nije konstantna funkcija.
Neprekidnost s leva funkcije ¢ je od sustinskog znacaja, kao sto ¢e pokazati
kasnija razmatranja. Ukoliko bi posmatrali intervale tipa (a, b}, onda bi bilo
neophodno pretpostaviti neprekidnost s desna funkcije g.

49
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Definisemo funkciju p, : A — R* na slede¢i nacin:

p(la,0)) = g(b) — g(a), py(la, +oo]) = g(+00) — g(a),
g ([—00 ))= 9(b) = g(=00), g([-00, +0]) = g(+00) — g(—00).

Iz ¢injenice da je funkcija g neopadajuca, sledi da je sa I +— p4(1) definisana
nenegativna funkcija za svako I € A, pri ¢emu vredost funkcije p, uvek
pripada skupu R*.

Definisacemo funkciju i, na skupu R na sledeéi nacin. Neka je u,(0) = 0.

Nekaje E€R, E#0iE=JI; € R, pri cemu je I; € A, iza svako i # j
j=1
vazi I; N I; = . Tada, po definiciji, neka je

= Hg (U [j) = Zﬂg([J)

Treba dokazati da vrednost y,(E) ne zavisi od reprezentacije skupa E ele-
mentarnim intervalima iz A. Neka postoje dve takve reprezentacije, odnosno

pri cemuje I;, J; € A, [ NIy =0zai#k,1J;NJy=0zaj#k. Tadaje

IZ-:ImE:Im<OJj> :O(I
j=1

J=1

i analogno

Sledi da je
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Skupovi I; N J; su uzajamno disjunknti, odakle, promenom redosleda sabi-
ranja ako je potrebno, proizilazi da vazi

n

Zug(fi) = > (Z pg(L; M Jj)) = Z (Z fig(L; M Jj))

i=1 J=1 \i=1
= Z 1g(J;).
j=1

Sledi da y,(E) ne zavisi od izbora elementarnih intervala.
Funkcija 14 je konacno aditivna: ako je By, ..., E, € Ri E;NE; =0 za

i # j, onda je
Hg (U EZ) = Z/‘LQ(Ej)'
i=1 i=1

Naime, u ovom slucaju je |J E; = | I;, pri ¢emu su I; uzajamno disjunktni
i=1 j=1
elementarni intervali.

Dokazademo da je p, mera na Lebegovoj algebri R. Iz py(0) = 0 i
te(E) > 0 za svako E € R, preostaje da dokazemo prebrojivu aditivnost
funkcije p,. Familija R ocigledno nije o-algebra, odnosno nije zatvorena za
prebrojive unije svojih elemenata. Stoga prebrojiva aditivnost funkcije p, 1
stvari predstavlja implikaciju:

Akoje E, € Rzasvakon € N, E,NE, =0 zan # k,iakoje |J E, € R,

. n=1
onda je

Fg (U En> = pg(En).

n=1

Razlikujemo vise slucajeva.
Neka je, na primer, E, = [a,,b,) 1 E = [a,b) = |J E,. Na osnovu
n=1

monotonosti funkcije ¢ i na osnovu disjunktnosti intervala [an, b,) jednos-
tavno sledi nejednakost

1y(E) = g(6) — g(a) = 3 lg(b) — 9a)] = 3 ptg([an. ).

Da bi dokazali suprotnu nejednakost, pretpostavimo da jee > 010 < § <
b—a. Funkcija g je neprekidna s leva u svakoj tacki a. Stoga za svako k € N



52 GLAVA 3. LEBEGOVA MERA
postoji €, > 0, tako da vazi

lg(ar) — glar — )| < = 2k

Tada je
la,b— 6] U ag, by) C U (ar — €k, by).
k=1 n=1

Segment [a, b—J] je kompaktan, te postoji konaéno mnogo ovakvih intervala,

odnosno
n

[a, b— 5] C U(ak — €k, bk)

k=1
Ako eventualno prenumeriSemo intervale, bez gubljenja opsStosti, mozemo
pretpostaviti da je

a1 —€ <a<by, a, —€, <b—0<by,, agr1 — €pr1 < bp < bpiq
zak=1,2,...,n— 1. Na osnovu monotonosti funkcije g sledi

g(b—6) —gla) < g(bn) — glar — 1) =

n—

=g(b1) —glar — 1) + > _[9(brr1 — g(br)]

—_

< Y lglon) = glax —en)) =D _lg(be) — glan)] + > _lg(ar) — glar — ex)]
< Y lolbr) — glan)] +3 < D Lol ) +e

Ako sada e — 016 — 0, onda sledi

(la,b)) = g(b) = g(a) <> [g(be) — glar)] = Y pg(lar, by))

k=1

Time je dokazano, u specijalnom slucaju (1), da je p, prebrojivo aditivna
na Lebegovoj algebri R.

Ostale slucajeve prepustamo ¢itaocu za samostalan rad.

Mera p, je Lebeg-Stiltjesova® mera.

!Thomas Joannes Stieltjes (1856-1894), holandski matematicar
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Pokaza¢emo da je neprekidnost funkcije g s leva od sustinske vaznosti.
Neka je a,b € R, a < b, i neka je (b,), niz sa slede¢im svojstvima: a < by <
by <---<bi lim b, =0b. Tada je

n—oo

la,b) = [a, b)) U (U[an,bn+1)> .

n=1

Kako je py mera na Lebegovoj algebri R, sledi da je

9(0) —g(a) = py(la,b)) = g(br) = g(a) + lim > (g(brs1 — g(br))

= lim (bn-l-l)_g(a)'

n—oo

Sledi da je lim g(b,+1) = g(b), te je funkcija g neprekidna s leva u tacki b.

Definicija 3.1.1. Funkcija p; : P(R*) — R* definisana je na slede¢i nacin:

py(A) = inf {Zu(En) AC U E,, E, € R zasvakon € N} ,
n=1

n=1
pri ¢emu je R Lebegova algebra na R*.

Teorema 3.1.1. Funkcija i je spoljna mera na P(R*). Pri tome, ji3(E) =
ty(E) za svako E € R.

Dokaz. Osobine (1), (2) i (3) iz definicije spoljne mere trivijalno vaze za
funkeiju 4. Preostaje da dokazemo svojstvo (4), odnosno

uZ (U An) <Y pp(Ay),
n=1 n=1

za svaki niz (A,), podskupova od R*.

Neka je A, C R* za svako n € N. Ako je uy(A,) = +oo za neko n € N,
onda je tvrdenje dokazano. Stoga pretpostavimo da je ji;(A,) < 0o za svako
n € N. Za svaki skup A, i svako € > 0 postoji niz (E, ), tako da vazi
E,r € R zasvako n,k € N, kao i

00 . . ¢ 00
An C U En,k 1 ,ug(An) + 2_n > Zug(EnJg)
k=1

k=1
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Neka je A= |J A,. Tadaje AC |J U Enx jedno pokrivanje skupa A. Na
osnovu osobina infimuma iz definicije funkcije py, sledi da je

b = (U A“) <D sl Fuk) < 3 (15w + 57

Ako € — 0, sledi da je

NZ (U An) < ZNZ(An>'

Time je dokazano svojstvo (4) spoljne mere.
Nastavljamo sa dokazom drugog dela teroema. Ako je E € R, tada je
sam sebi pokrivac, te je ) (E) < uy(E). Ako je E, € R za svako n € N i

E C |J E,, onda je E = |J(ENE,). Tada je, na osnovu subaditivnosti
n=1 n=1
mere,

Ng(E) < Zﬂg(E Nk, < Zﬂg(En)-

Prethodna nejednakost vazi za svako pokrivanje skupa E, te je p,(E) <
1y (E).

Spoljna mera i je indukovana merom fi,.

Ukoliko je i, o-konacna na R, onda je p takode o-konacna na P(R*).

Familija R, predstavlja o-algebru skupova koji su Lebeg-Stiltjes merljivi,
a p; je Lebeg-Stiltjesova (i kompletna) mera na Ry,

Na osnovu prethodne konstrukcije, sledi da vaze sledece inkluzije:

O

R C B(R*) C R, C P(R").

3.2 Lebegova mera na R

Najvaznija mera na realnoj pravoj jeste Lebegova mera. Ako je g(x) = x za
svako r € R*, onda se mera yj naziva Lebegova mera na R, a oznacava se sa
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m. Familija svih Lebeg-merljivih skupova na R* oznacava se sa R, ili samo
sa R*.

Sada je jednostavno (po potrebi) iskljuciti tacke —oo i +00 iz razma-
tranja, ¢ime se dobija Lebegova mera na R. Nadalje razmatramo samo
Lebegovu meru na R. Na osnovu konstrukcije u prethodnoj sekciji, vazi

R C B(R) C R* C P(R).
Na osnovu osobina Lebeg-Stiltjesove mere, sledi o¢igledan rezultat.

Posledica 3.2.1. Neka je a,b € R i a <b. Tada vazi
(1) m({a}) = 0;
(2) m([a, b)) = m((a,b)) = m((a,b]) = m([a,b]) = b—a;
(3) m(R) = 4o0.

Akoje ECRic€eR, tadaje E+c={x+c:x € E} translacija skupa
E za (vektor, u ovom slucaju broj) c.

Teorema 3.2.1. Akoje E € R* ic € R, tada je E4+c € R* im(E +¢) =
m(E). Drugim rec¢ima, Lebegova mera je translaciono invarijantna.

Dokaz. Neka je ¢ € R. Podsetimo da A oznacava familiju svih intervala u R,
koji su zatvoreni sa leve strane i otvoreni sa desne strane. Ako je E € A, tada
je E4+ce Aim(FE+ c) =m(F). Dakle, Lebegova mera m je translaciono
invarijanta na familiji A. Sledi da je Lebegova mera translaciono invarijantna
i na Lebegovoj algebri R.

Neka je £ € P(R*) i neka je B C |J Fj;, gde je E; € R za svako ¢ € N.
i=1
Sledi da je E+c¢ C |J (E;+c¢), odakle sledi da je spoljna mera m* indukovana
i=1
Lebegovom merom, takode translaciono invarijantna. Na kraju, trivijalno
sledi da je Lebegova mera translaciono invarijantna na R*. O]

Dokazujemo sledeé¢u vaznu karakterizaciju Lebeg merljivih skupova.
Teorema 3.2.2. Za svako A € R* vazi:
m(A) = inf{m(G) : A C G, G je otvoren}.

Dokaz. Neka je A € R* i o = inf{m(G) : A C G,G je otvoren}. Ako
je G otvoren onda je on Lebeg-merljiv. Stoga, iz A € R* 1 A C G sledi
m(A) < m(G). Prema tome, m(A4) < a.
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Ako je m(A) = +oo, onda je trivijalno m(A) = a = +oo. Stoga pret-
postavimo da je m(A) < oo Neka je € > 0. Tada postoji familja (E,), iz R,

tako da je A C UE 1ZE <m(A) + § < oo. Za svako n € N je onda

n=1

m(FE,) < oo. Svaki skup E je konacna disjunktna unija elementarnih inter-
vala iz A. Stoga je U E, = Ulax, be). Neka je I, = (ar — 5%, b;). Tada
n=1 k=1

je G = |J I otvoren skup, A C G i m(G) < m(A) + e. Time je dokazano
k=1
m(A) = a. O
Na osnovu prethodne teoreme sledi da je Lebegova mera spoljasnje regu-
larna.

Posledica 3.2.2. Skup A C R je Lebegove mere nula, ako i samo ako za
svako € > 0 postoji najvise prebrojiv niz uzajamno disjunktnih i ogranicenth
intervala (ay, by)g, tako da je A C \J(ak,br) i >, m(by —ag) < €.

k k

Dokaz. Otvoren skup G u prethodnoj teoremi je najvise prebrojiva unija

disjunktnih intervala I,. Ako je m(G) < €, tada su svi intervali I} ograniceni.
O

Primecujemo da prethodna posledica bitno pojednostavljuje skupove Lebe-
gove mere nula. Razumevanje ove posledice sustinski ne zahteva poznavanje
teorije mere. Stoga se ova posledica ¢esto uzima za definiciju skupova Lebe-
gove mere nule.

Dokazujemo vazan rezultat o aproksimaciji Lebeg merljivog skupa na R.

Teorema 3.2.3. Za svako A € R* i za svako € > 0 postoje otvoren skup G
1 zatvoren skup F', tako da vazi:

FCACG i m(G\F)<e

Dokaz. Neka je A € R* i e > 0. Tada je A = |J Ay, pri ¢cemu je Ay =
k=1
AN [—k,k]. Prema prethodnoj teoremi, za svako k € N postoje otvoreni

skupovi G, tako da je Ay C G i m(Gy \ Ax) < 57 Neka je G = |J Gi.

k=1

Skup G je otvoren i vazi G\ A C |J (Gy \ Ay), te je
k=1

€

m(G\ A) < 5
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Na osnovu prethdnog, postoji otvoren skup H, tako da je A C H i m(H \
A°) < 5. Skup F' = H° je zatvoren i vazi F' C A. Sada je A\ F'= H \ A°i
m(A\ F) < 5. Prema tome, FCACGim(G\F) <e O

Posledica 3.2.3. Za svako A € R* vaZi:
(1) m(A) =sup{m(F): F C A, F je zatvoren}.
(2) m(A) =sup{m(K): K C A, K je kompaktan}.

Svojstvo (2) je unutrasnja regularnost Lebegove mere. Dakle, Lebegova
mera je reqularna.

Dokaz. (1) Sledi na osnovu prethodne teoreme.
(2) Neka je A € R* i e > 0. Tada postoji zatvoren skup F sa svojstvima

FCAim(A\F)<$. Vazi F = | K,, gde je K,, = F N [-n,n|. Skupovi
n=1

K, su kompaktni. Tada su i svi skupovi H,, = K; U --- U K,, kompaktni.
Ako je m(F) = +o0, tada je m(A) = lim m(H,) = oo. U ovom slucaju
trivijalno vazi tvrdenje (2).

Neka je m(F') < oo. Tada je red Z m(K,) konvergentan. Stoga postoji

n=1
broj N € Ntakodaje >  m(K,) <¢/2. Skup Hy je kompaktan, Hy C A
n=N+1
im(A\ Hy) < e. Dakle, i u ovom slucaju vazi (2). O

Skup A je tipa F,, ako je A najvise prebrojiva unija zatvorenih skupova.
Skup A je tipa Gs, ako je A najviSe prebrojiv presek otvorenih skupova.
Skupovi tipa F, i G4 su ocigledno Borelovi.

Posledica 3.2.4. Ako je A € R*, onda postoje: skup B tipa F, i skup C
tipa Gs, tako da je BC AC C im(C\ B)=0.

Dokaz. Za svako n € N postoje: otvoren skup G, i zatvoren skup F,, tako
daje F, C AC G,im(G,\F,) < :. Nekaje B = UFlC’ ﬂG Tada

je B skup tipa F,, C je skup tipa G(;, iBCAC C Takode je m(C’\B) <1
za svako n € N, te je m(C'\ B) = 0. 0
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Primer 3.2.1. Neka je (6,,), niz brojeva sa svojstvom 1 = §y > §; > dy >
-+ > 01 lim §,, = 0. Formiramo skupove (£, ), induktivno, na slede¢i nacin.

n—oo
Neka je Ey = [0, 1]. Iz segmenta Ej izbacimo centralni otvoreni interval
duzine 1 —§;. Preostaju dva segmenta duzine po %1. Uniju ova dva segmenta
oznacimo sa FEj.
Pretpostavimo da smo konstruisali skup FE,,, koji je unija 2" uzajamno
dn

disjunktnih segmenta duzina po . Iz svakog od ovih segmenata izbacimo

centralni otvoreni interval, tako da svaki od novih 2"*! segmenata ima duzinu
jednaku gzﬁ. To je moguée uciniti zbog 0,11 < d&,. Skup FE,.1 je unija
dobijenih 2"*! segmenata.

Ocigledno, postupak je moguce nastaviti za svako n € N. Svi skupovi F,

su Borelovi, te je Borleov i skup

E= ﬁ E,.
n=1

Zbog m(E) < m(E,) = 6, za svako n € N, sledi da je m(E) = 0.

Ostavljamo ¢itaocu da proveri sledece ¢injenice:

(1) Skup E je kompaktan;

(2) Skup E je savrsen, odnosno svaka tacka skupa FE je istovremeno i
tacka nagomilavanja skupa F, i van skupa F ne postoje tacke nagomilavanja
skupa E;

(3) Skup F je nigde gust, odnosno int(cl E) = 0;

(4) Skup E je neprebrojiv.

Ako je o, = (%)n za svakon € N, onda je E poznati Kantorov? ”trijadski*
skup na [0, 1].

Dakle, skup E je Lebeg merljiv, m(E) = 0 i Lebegova mera je kompletna.
Sledi da je svaki podskup od E takode Lebeg marljiv. Dakle, Lebeg merljivih
skupova ima najmanje koliko i podskupova od E, a to je 2°.

Vratimo se lancu implikacija
R C B(R) c R* C P(R).

Ocigledno je R # B(R). Kardinalnost familije Borelovih skupova na R jed-
naka je c¢. Sa druge strane, na osnovu prethodnog primera, card(R*) = 2°.
Prema tome, B(R) # R*.

2Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), nemacki matematicar
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Medutim, R* # P(R). Stavise, nije moguce Lebegovu meru prodiriti
na P(R), tako da "prosirena“ mera ostane translatorno invarijantna. Ovo
tvrdenje se sustinski bazira na Aksiomi izbora. U tu svrhu dokazujemo
pomocni rezultat.

Teorema 3.2.4. Postoji skup A C [—1,1] i niz brojeva (r;);, tako da su
skupovi A; = A+ r; (i € N) uzajamno disjunktni i da je

[—1,1] C GAi C [-3,3].

i=1

Dokaz. Na skupu [—1, 1] definiSemo relaciju ~ na sledeé¢i nacin: za z,y €
[—1,1] neka je x ~ y ako i samo ako x —y € Q. Lako je proveriti da
je ~ jedna relacija ekvivalencije na skupu [—1, 1]. Relacija ~ razbija skup
[—1, 1] na disjunktne klase. Neka je skup A takav, da sadrzi tacno jednog
predstavnika svake klase ekvivalencije relacije ~. Konstrukcija skupa A je
moguca na osnovu aksiome izbora.

Neka je (r;); skup svih racionalnih brojeva iz segmenta [—2,2]. Za svako
i € N neka je A; = A+ r;. Kako je A C [—1,1], sledi da je A; C [-3,3].

Pretpostavimo da postoje i, j € N, tako da je A;,NA; = (A+r;)N(A+r;) #
(). Tada postoje brojevi a;,ay € A sa svojstvom a; + r; = as + rj, te je
a; —ag =71; —1; € Q. Skup A sadrzi po jednog predstavnika iz svake klase
ckvivalencije relacije ~, pa mora biti a; = as. Stoga je r; =r;ii = j. Na
kraju, ako je i # j, onda je 4; N A; = 0.

Ocgledno je |J A; C [-3,3]. Ako je z € [—1, 1], tada postoji tacno jedna

=1
klasa ekvivalencije relacije ~ koja sadrzi x. Prema tome, postoji ta¢no jedan

elemenat a € A sa svojstvom x ~ a. Dakle, postoji r, € Q tako da je
r=a+r, € Ag. Sledi [—1,1] C | A;. O
i=1

Teorema 3.2.5. Ne postoji mera p: P(R) — R* za koju vaze svojstva:

(1) p je translacino invarijatna, odnosno za svako A € P(R) i svako ¢ € R
je n(A+ c¢) = p(A).

(2) Ako je a,b € R ia<b, onda je u([a,b]) =b— a.
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Dokaz. Neka su A1 A; = A+ r; (j € N) skupovi odredeni prethodnim
tvrdenjem. Tada je pu(A;) = u(A) za svako j € N. Takode je

2=p(-1,1) < p (U Ag) =2 nlAy) < u([=3,3)) = 6.

Dakle, red > u(A;) konvergira broju koji je izmedu 2 i 6, odakle sledi
i=1

lim p(A;) = 0. Medutim, p(A4;) = p(A) za svako j € N, odakle sledi

j—00

da mora biti u(A) = 0. To takode nije moguce, jer je suma navedenog
reda najmanje 2. Dakle, ne postoji mera p na familiji P(R) sa navedenim
svojstvima. 0

Imajuéi u vidu veliku vaznost navedenih rezultata, formuliSemo slede¢u
posledicu.

Posledica 3.2.5. Postoji Lebeg-merljiv podskup od R, koji nije Borelowv.
Postoji podskup od R koji nije Lebeg-merljiv.

3.3 Lebegova mera na R”

U slucaju konstrukcije Lebegove mere na R™ koristimo uproséen pristup,
obzirom da nam sada Lebeg-Stiltjesova mera nije od vaznosti. Radi pregled-
nosti, sa m; oznacavamo Lebegovu meru na R.

Neka je A familija svih n-intervala I = I; x --- x I,,, pri ¢emu je I; bilo
koji od intervala oblika (a,b), [a,b), (a,b],[a,b] u R, a,b € Ria < b. Tada je,
po definiciji,

mn(l) :==my(Lh) - ... -mi(1,).

Neka je £ C R"™. Definisemo funkciju m; na P(R"):

m;;(E):inf{UEn:Ac U En. EjeA,j:1,2,...}.

n=1 n=1

Funkcija m; je Lebegova spoljna mera na R™.
Dokazujemo da m; zaista jeste spoljna mera u smislu ranije definicije
ovog pojma. Dakle, vazi sledeéi rezultat.
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Teorema 3.3.1. Funkcija m?, je spoljna mera na P(R™), pri cemu je
m’ (H Ij) =my(L) ... -mi(l,)
j=1

n
za svaki n-interval [] I; u R™.
J=1

Dokaz. U potpunosti na isti nac¢in kao u Teoremi 3.1.1. O

Povezimo novo gradivo sa ve¢ poznatim ¢injenicama. U ovom trenutku
je ¢italac upoznat sa osobinama Zordanove mere u prostoru R”, koja je tema
izucavanja u okviru drugih kurseva. Uocavamo razliku u definiciji Zordanove
spoljne mere i Lebegove spoljne mere skupova u R”. U slu¢aju Zordanove
spoljne mere skup pokrivamo konacnom unijom n-intervala, dok kod Lebe-
gove spoljne mere polazni skup pokrivamo prebrojivom unijom n-intervala.
Naizgled mala razlika u definiciji dovodi do velike razlike u konkretnim prime-
nama. Izmedu ostalog, Zordanova mera je kona¢no aditivna, dok je Lebegova
mera prebrojivo aditivna.

U daljem istrazivanju Lebegove mere primenimo konstrukciju Karateodo-
rija:

Skup E C R” je Lebeg merljiv (i pripada familiji R = R* = R*(R")),
ako i samo ako za svako A C R" vazi

my(A) =mi (ANE)+m; (AN E°).

n

Teorema 3.3.2. R* je o-algebra koja sadrzi sve Borelove skupove na R", i
restricija my, = m;|gr~ je kompletna mera na R*.

Dokaz. Sledi neposredno iz Teoreme Karateodorija. O

Mera m, opisana prethodnom teoremom, naziva se Lebegova mera na
R™. Ukoliko nije od vaznosti naglasiti dimenziju prostora R", koristi se jed-
nostavna oznaka m = m,. Familija skupova R* naziva se familija Lebeg
merljivth skupova na R™.

Nije tesko dokazati sledec¢e rezultate, po ugledu na jednodimenzionalan
slucaj.

Teorema 3.3.3. Ako je E € R* u prostoru R", tada:
(1) m,(E) = inf{m,(U) : E C U,U je otvoren};
(2) m,(E) =sup{m,(F): F C E, F je zatvoren},
(3) myp(E) = sup{m,(K) : K C E, K je kompaktan}.



62 GLAVA 3. LEBEGOVA MERA

Osobine (1) i (3) prethodne teoreme jesu osobine unitrasnje i spoljasnje
regularnosti Lebegove mere.

Teorema 3.3.4. Skup E C R"™ je Lebeg merljiv, ako i samo ako za svako
€ > 0 postoji otvoren skup U D E i postoji zatvoren skup F' C E, tako da je
mp(U\ F) <e.

Posledica 3.3.1. Skup E C R" je Lebeg merljiv, ako i samo ako postoje:
skup A tipa F, i skup B tipa Gs, tako da je AC E C B im,(B\ A) =0.

3.4 Transformacije prostora R"

Posmatrajmo proizvoljno preslikavanje 7' : R? — R". Ako je £ € R*(RP),
postavlja se pitanje pod kojim uslovima je T'(E) € R*(R"). U prostoru R"
Euklidova norma je oznacena sa || - ||.

Teorema 3.4.1. Neka je T : R? — R" neprekidno preslikavanje, sa slede¢im
svojstvom: ako je E € R*(RP) i my(E) = 0, onda je T(E) € R*(R") ¢
mn(T(F)) = 0.

Tada za svako E € R*(RP) vazi T(E) € R*(R").

Dokaz. Pretpostavimo da za preslikavanje T' vazi navedeno svojstvo. Neka je
E € R*(RP). Tada postoji skup A tipa F,, i postoji skup F' € R*(RP), tako
daje B = AUF imy(F) = 0. Postoji niz zatvorenih skupova (4;),, tako da

je A= |J A;. Posmatramo zatvorene kugle K, = {x e R? : ||z|| < j},j e N.
j=1
Svi skupovi K; su kompaktni, odakle sledi da su i skupovi K;NA; kompaktni.

o0

Na osnovu 4; = |J (AN K;) zasvakoi € N, sledidaje A = J |J (4;NKj).

j=1 i=1j=1
Tada je

T(E) = (G fj T(A; N Kj)) UT(F).

i=1j=1

Imajuéi u vidu da je neprekidna slika kompakta takode kompakt, sledi su

svi skupovi T'(A; N K;) kompaktni u R". Tada je |J U T'(A; N K;) skup
i=1j=1

tipa F,. Kako je T'(F) je mere nula u R™, prema pretpostavci teoreme sledi

T(F) € R*(R™). Kona¢no, T(F) € R*(R™). O
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Definicija 3.4.1. Neka je M C RP i T : M — R"™ preslikavanje. Ako postoji
konstanta (s, tako da za svako x,y € M vazi

1T (z) = T(y)|| < Cllz —yll,
tada T zadovoljava Lipsicov® uslov sa konstantom C' na skupu M.

Jednostavno je proveriti da ako preslikavanje T' zadovoljava LipSicov uslov
na nekom skupu M, tada je T ravnomerno neprekidno na M.

Teorema 3.4.2. Neka je U otvoren podskup od R™, i neka je T : U — R"
preslikavange koje zadovoljava Lipsicov uslov na svakom kompaktnom pod-
skupu od U. Tada:

(1) Ako je E C U, E € R*(R") i m,(E) = 0, tada je T(E) € R*(R") i
m,(T(E)) = 0.

(2) Akoje EC U i E € R*(R"), tada T(E) € R*(R").

Dokaz. Na osnovu prethodne Teoreme 3.4.1, dovoljno je dokazati tvrdenje
(1). Dakle, pretpostavimo da je E C U i m,(E) = 0. Neka je € > 0. Postoji
otvoren skup V, tako da je E C V i m,(V) < e. Bez gubljenja opstosti
moze se pretpostaviti da je V' C U. Skup V je prebrojiva unija disjunktnih
poluzatvorenih kocki J;, odnosno V' = |J J;, pri ¢emu je J; n-interval kome

=1
su sve stranice jednakih duzina. Duzinu stranice kocke J; oznac¢imo sa d;.

Neka je By = ENJ,. Tadaje E = |J E), T(E) = | T(E),
=1 =1

Preslikavanje T' zadovoljava LipSicov uslov sa konstantom €} na kompaktu
cl E;. Ako je ¢; sredina kocke J;, i ako je x € E; C cl J;, onda vazi

1
IT(z) = T(e)ll < Cillz — el < 5Civ/nd.

3Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), nemacki matematicar
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Dakle, T'(E;) se nalazi u kocki clJ] sa centrom u T'(¢;) i stranicom duzine

Cid;. Sledi da vazi
mn(T(Er)) < mn(Jl/) = (Cid)" = C'm ().
Sledi da je

S Zmn( Z Jl < Cl mn(Jl)
=1 =1

Poslednja nejednakost vazi za svako € > 0, te sledi da je T(FE) merljiv i

mn(T(E)) = 0. O

Ako je T : R® — R" linearan operator, tada je 7" ogranicen. Drugim

re¢ima, postoji norma operatora T, za koju vazi ||T|| = sup ||Tx|. Tada
=<1

za svako x € R™ vazi ||Tz|| < ||T] - ||z||. Sledi da sva linearna preslikavanja
zadovoljavaju LipSicov uslov na R".

Teorema 3.4.3. Neka je p mera na B(R™), tako da je pu(I) = my,(I) za svaki
n-interval 1. Tada je p Lebegova mera na R™.

Dokaz. Neka je U otvoren skup u R™. Tada postoji disjunktan niz (I,,,)nm,

n-intervala u R", tako da je U = U I,,, (svi intervali [,,, su zatvoreni sa leve

strane i otvoreni sa desne strane) Tada je, ocigledno, pu(U) = m,(U). Sledi
da se p poklapa sa m,, na familiji otvorenih skupova u R".
Neka je sada E € B(R") i £ C U za neki otvoren skup U. Tada je

w(E) < p(U) =m,(U),
odakle sledi
w(E) < inf{m,(U):U D E,U € 7(R")} = m,(E).

Pretpostavimo da je E € B(R™) ograni¢en skup. Tada je u(E) < oo i
mnp(E) < co. Vazi

pU) = w(E) + pU\ E) < my(E) +mu(U\ E) = mn(U).

Ako bi vazilo u(E) < m,(E), onda bi (zbog kona¢nosti svih mera u poslednjoj
nejednakosti) sledilo u(U) < m,(U), $to nije mogucée. Dakle, u(E) = m,(E).
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Ako je E neogranicen skup, tada je F prebrojiva unija ogranic¢enih i
uzajamno disjunktnih skupova E,, = E N B, gde je P, = {x € R" :
m—1<|z| <m}, m € N. Kako je u(E,,) = mp(E,,) za svako m € N; sledi
da je u(E) = m,(E). O

Dokazujemo vazan rezultat o translatornoj invarijantnosti Lebegove mere

u R”.

Teorema 3.4.4. Lebegova mera je translatorno invarijantna. Drugim re¢ima,
ako je E € R*(R™) i x € R", tada je m,(E + x) = m,(E).

Dokaz. Ako je I jedan n-interval u R”, tada je E + = takode n-interval, za
koji ocigledno vazi m,(E + z) = m,(FE).

Akoje U € 7(R™), onda je U = |J I;, pri ¢emu su I; uzajamno disjunktni
=1

n-intervali u R™ (svi intervali I; su zatvoreni sa leve strane i otvoreni sa desne
strane). Tada je U+z = |J(I;+x), odakle direktno sledi m,,(U+z) = m,,(U).

j
Primetimo da ako je U otvoren skup, onda je i U + x otvoren skup u R".
Neka je E merljiv skup u R". Tada vazi

mp(E+2z) = inf{m,(V):V D (E+=z),V er(R")}
= inf{m,(U+2z):U D E,U € 7(R")}
= inf{m,(U):U D E,U € 7(R")}
= m,(F).

Time je tvrdenje dokazano. ]

Lebegova mera je sustinski jedina mera za koju vazi tranlsaciona invari-
jantnost. Preciznije, vazi sledeé¢i rezultat.

Teorema 3.4.5. Neka je p netrivijalna mera na B(R™) sa svojstvima:

(1) p je translaciono invarijantna na B(R™);

(2) Ako je E € B(R™) ogranicen skup, onda je p(FE) < 0o.

Tada postoji konstanta ¢ tako da za svako E € B(R™) vazi u(E) = ¢ -
mn(E). Pri tome je c = u(C), i C je jediniéni kub u R".

Dokaz. Neka je Jy = [0,1)" jediniéni kub u R™, i neka je u(Jo) = ¢. Ako
je u(Jo) = 0, onda iskoristimo translacionu invarijantnost mere p i sledi
u(R™) = 0, sto je suprotno pretpostavci. Dakle, 0 < ¢ < oc.
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Ocigledno je 1 translaciono invarijanta mera na B(R™), i uz to je m,(Jo) =
%M(Jo)-

Ako je Ji bilo koji n-interval stranice 2%, k € N, tada je Jy disjunktna
unija konacno mnogo intervala Ji. Na osnovu translacione invarijatnosti
mera /1 my, sledi da je 1u(Jip) = mn(Ji).

Na kraju, ako je J proizvoljan n-interval, onda je J prebrojiva disjunktna
unija intervala J, te sledi da je 14(.J) = my,(J).

Dakle, %,u se poklapa sa m, na svim n-intervalima. Na osnovu ranijeg
rezultata, sledi da je %,u = m,, na svim Borelovim skupovima. O]

Formulsemo bez dokaza rezultat iz teorije matrica.

Teorema 3.4.6. Neka je f preslikavanje definisano na skupu svih invertibil-
nith matrica dimenzije n, koje ima svojstva:

(1) f(AB) = f(A)f(B), za svake dve invertibilne matrice A 1 B dimen-
zine n.

(2) f(N) =\, za svako A > 0.

Tada je f(A) = |det(A)| za svaku invertibilnu matricu A dimenzije n.
Prethodna teorema korisit u dokazu osobina Lebegove mere u R™.

Teorema 3.4.7. Ako je T : R — R" nesingularno linearno preslikavange,
tada je m,(T(E)) = |det(T)|m(E) za svako E € R*(R™).

Dokaz. Na osnovu ranijeg rezultata znamo da je T(F) € R*(R") za svako
E € R*(R"). Definisemo funkciju g na sledeéi nacin: p(E) = m,(T(F))
za svako E € R*(R™). Lako je proveriti da je p translaciono invarijantna
mera. Na konacno dimenzionalnom prostoru svako linearno preslikavanje
je ograniceno, odakle sledi da je mera p ogranicena na ograni¢enim pod-
skupovima od R". Prema prethodnoj teoremi,

p(E) = c(T) - ma(E),
pri cemu je ¢(T) = u(Jy) 1 Jp je jediniéni kub u R™.
Ako su Ti,T nesingularne linearne transformacije, tada za svako E €
R*(R™) vazi
C(Tl)C(T2>mn(E) = C(T1>mn(T2(E)) = mn(Tng(E)) = C(Tng)mn(E)

Dakle, ¢(T1Ts) = c(T1)c(T5).
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Neka je A > 0173 = M. Ako je Jy jedini¢ni kub u R”, tada je T3(Jy) =
Ay, odakle sledi da je ¢(T3) = \".
Na osnovu prethodne teoreme, sledi da je ¢(T") = | det(T")| za svako T'. [

Cilj nam je da dokazemo invarijatnost Lebegove mere za izometrijske
transformacije u R™.

Standardna ortonormirana baza u prostoru R" je {ey,...,e,}, pri cemu
jee; = (0,...,0,1,0,...,0) i broj 1 se javlja ta¢no na i-toj koordinati vek-
tora ez, 1= 1 n Skalarm proizvod u R” je (-,-). Drugim rec¢ima, ako je

x = Z rie;p iy = Z yie;, tada je (x,y) = Z x;y;. Skup svih linearnih pres-

hkavanja prostora R” je oznacen sa L(]R”) Identlcko preslikavanje oznaceno
jesa I.

Ako je A € L(R"), onda postoji jedinstveno preslikavanje AT € R", tako
da za svako x,y € R" vazi

(Az,y) = (z,ATy).

Preslikavanje A" je Hilbert-adjungovano preslikavanje od A. Linearna pres-
likavanja na R™ na dobro poznati nacin identifikujemo sa matricama ovih
preslikavanja u odnosu na standardnu ortonormiranu bazu. Dakle, A je li-
nearan operator, a istovremeno i matrica ovog linearnog operatora u uredenoj
ortonormiranoj bazi {es,...,e,}. Ako je A € L(R"), onda je matrica pres-
likavanja A" transponovana matrica matrice A (jednostavna direktna provera).

Preslikavanje Q € L(R") je ortogonalno, ako je QQT = I = Q" Q. Prime-
timo da je dovoljna samo jedna od ove dve jednakosti, iz sledec¢eg razloga.
Ako je linearno preslikavanje A na prostoru R"™ levo invertibilno, onda je
ovo preslikavanje i desno invertibilno; samim tim, inverzno preslikavanje A1
preslikavanja A je jedinstveno. Dakle, ortogonalna linearna preslikavanja su
upravo ona preslikavanja A za koja je A~! = AT. Skup svih ortogonalnih
linearnih preslikavanja u R™ oznazen je sa Ort(R").

Preslikavanje T : R™ — R" je translacija, ako postoji vektor a € R"™ tako
da je za svako x € R"™ ispunjeno T'(x) = x + a. Trivijalno je utvrditi da svaka
translacija jeste linearno preslikavanje. Ako je T translacija za vektor a, kao
Sto je ispred opisano, onda je oznaka T' = T,. Skup svih translacija prostora
R™ oznacen je sa Tran(R™).

Norma u R" je indukovana skalarnim prozivodom:

|lz|| = V/(z,x), = €R™



68 GLAVA 3. LEBEGOVA MERA

Sledi da je i metrika u R™ indukovana skalarnim proizvodom:

d(l’,y):HQZ—y”: <$—y,$—y>, xvyeRn'

Preslikavanje S : R® — R” je izometrija, ako je za svako z,y € R"

ispunjeno:
d(S(x),S(y)) = d(z,y),
odnosno
15(z) = Sl = llz = yll-

U samoj definiciji se ne zahteva osobina linearnosti preslikavanja .S. Medutim,
kasnije ¢emo dokazati da ako je S izometrija, onda S mora biti linearno pres-
likavanje. Skup svih izometrija na R™ oznacavamo sa Iso(R").

Ocigledno, svaka translacija je izometrija, tj. Tran(R") C Iso(R").

Izometrija S € Iso(R") fiksira nulu, ako je S(0) = 0. Skup svih izometrija
koje fiksiraju nulu oznacen je sa Iso’(R™).

Teorema 3.4.8. Neka je S : R* — R" proizvoljno preslikavanje. Sledeca
tordenja su ekvivalentna:

(1) S € Iso"(R");

(2) (S(z),S(y)) = (x,y) za svako z,y € R".
Dokaz. (1) = (2): Pretpostavimo da je S € Iso’(R"). Neka je x,y € R".
Tada je ||S(xz) — S(y)|| = ||z — y||. Ako je y = 0, onda sledi ||S(z)| =
||z||. Prevedimo prethodne dve jednakosti normi na jednakost odgovarajuéih
skalarnih proizvoda. Sledi da je ispunjeno:

(S(z) = S),S(x) = SWy) = (x —y,z —y),

odakle proizilazi
(S(2),5(y)) = {z,9),
¢ime je dokazano (2).
(2) = (1): Pretpostavimo sada da je ispunjeno (2). Jednostavno je
proveriti da za svako x,y € R" vazi

1S(x) = S)II* = (S(z) = S(y), S(=) = S()) = (& —y,x —y) = = — yl.

Time smo dokazali da je S izometrija. Ako je x = y = 0, onda na osnovu
pretpostavke (2) sledi ||S(0)]|?> = [|0]|> = 0, te je S(0) = 01 S € Iso’(R™).
Time je dokazano tvrdenje (1). O
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Teorema 3.4.9. Ako je S € Iso’(R™) i S fiksira standardnu ortogonalnu
bazu u R™, tada je S identicko preslikavanje.

Dokaz. Neka je S(0) = 01 S(e;) = e; za svako ¢ = 1,...,n. Na osnovu
prethodne teoreme sledi da je za svako z,y € R" ispunjeno

(S(x),S(y)) = (z,y).

Neka jey =e€;, 1 =1,...,n. Tada je

(S(z),e) = (x,e;).

Dakle, Furijeovi! koeficijenti vektora S(x) u odnosu na standardnu bazu
{e1,...,e,} jednaki su Furijeovim koeficijentima vektora x u odnosu na istu
bazu. Stoga je

n n

S(z) = Z<S([L’), ei)e; = Z(x,ei)ei =z.

i=1 i=1
Prema tome, S(x) = = za svako © € R", te je S = I. O

Primetimo da u dokazu prethodne teoreme ne pretpostavljamo linearnost
preslikavanja S.

Primer 3.4.1. Neka je p prava u ravni R? data jednacinom z + y = 1.
Neka je S simetrija ravni R? u odnosu na pravu p. Tada je S izometrijska
transformacija ravni R? koja fiksira vektore standardne ortogonalne baze
e; = (1,0) i e = (0,1), ali S ne fiksira 0. Ocigledno, S nije identicko
preslikavanje. Dakle, prethodna teorema ne vazi bez pretpostavke da S fiksira
0.

Neka je ¢ prava u ravni R? data jednac¢inom y = x. Neka je S; simetrija
ravni R? u odnosu na pravu ¢q. Tada je S; izometrija ravni R? koja fiksira
nulu, ali ne fiksira vektore standardne baze e; i es.

Dokazujemo vezu izmedu ortogonalnih transformacija i izometrija koje
fiksiraju nulu.

Teorema 3.4.10. Neka je Q@ : R" proizvoljno preslikvanje. Tada je Q) €
Ort(R™) ako i samo ako je Q € Iso’(R™), odnosno Ort(R") = Iso’(R™).

4Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), francuski matematicar
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Dokaz. Pretposavimo da je @ € Ort(R"), i neka je x € R™. Tada je
1Qz|1* = (Qz, Qx) = (Q' Qx, ) = (w,,) = [|=]|*.

Imajuéi u vidu da je ) linearno preslikavanje, sledi da je () izometrija. Triv-
ijalno vazi Q0 = 0.

Obrnuto, pretpostavimo da je @ € Iso”(R™). Iskoristimo Teoremu 3.4.8.
Tada za svako z,y € R" vazi (Q(z),Q(y)) = (z,y). Posmatrajmo vektore

uredene ortonormirane baze {ey,...,e,}. Vazi
(Q(ei), Qley)) = (eirej) =0y, 4,5 =1,...,n,
gde je 0;; = {(1)’ z ; ;’ Kronekerovo d. Neka je A = (g;;); ; matrica preslika-
din
vanja A u bazi {ey,...,e,}, tako da je A(e;) = qu za svako i =1,...,n.
qz:n

Sa druge strane, ako je AAT = (r;;);; matrica preslikavanja AA" u posma-
tranoj bazi, onda je

Tij = ZQikaj = (A(e;), Aej)) = ij.
k=1

Dakle, matrica preslikavanja AAT u uredenoj bazi {ei,...,e,} je identicka,
te sledi AAT = I. Time je dokazano da je A ortogonalna matrica.
Primetimo sada da je Ae; = Q(e;) za svako i = 1,...,n. Tadaje A~1oQ
izometrijska transformacija na R"™ koja fiksira nulu i fiksira standardnu bazu
{e1,...,en}. Prema prethodnoj teoremi je A~ o @ = I. Dakle, A= Qi Q
je ortogonalna transformacija. O

Posledica 3.4.1. Ako je () izometrija na R™ koja fiksira nulu, onda je Q)
linearno preslikavanje. Drugim recima, Iso’(R™) C L(R").

Na kraju, dokazujemo fundamentalan rezultat za izometrijske transfor-

macije u prostoru R”,

Teorema 3.4.11. Preslikavanje S : R™ — R™ je izometrija, ako i samo ako
postoje: translacija T, za vektor a € R™ 1 ortogonalna transformacija Q) na

R", tako da je S =T, 0 Q.
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Dokaz. Pretpostavimo da je S = T, o ), pri cemu je T, translacija za vektor
a € R", a @) je ortogonalna transformacija. Kako su translacija i ortogonalna
transformacija izometrije, sledi da je S izometrija prostora R".

Obrnuto, pretpostavimo da je T' € Iso(R"). Neka je T(0) = a € R™
Definisemo transformaciju @ : R™ — R" na sledeéi nac¢in: Q(z) = S(z) — a.
Tada je Q(0) = 0, i ocigledno je @ izometrija. Sledi da je Q € Iso"(R") =
Ort(R™). Dakle, @ je ortogonalna transformacija. Trivijalno je za svako
x € R™ispunjeno S(z) = Q(x)+a = (T,0Q)(x), odnosno vazi S = T,0Q. O

Na osnovu prethodnih rezultata, jednostavno je dokazati invarijantnost
Lebegove mere za izometrijske transformacije u R”.

Teorema 3.4.12. Ako je T : R™ — R" izometrijska transformacija, tada je
za svako E € R* ispunjeno m,(T(E)) = m,(E).

Dokaz. Za T € Iso(R") postoji T, € Tran(R") i @ € Ort(R"), tako da je
T =T, 0. Primetimo da je

1= det(]) = det(QQ ") = det(Q) det(Q") = (det(Q))?,

te je det(Q) = £1.
Ako je E € R*(R"), tada je

mn(T(E)) = mn(Q(E) + a) = mp(Q(E)) = | det(Q)| mn(E) = my(E).

Time je tvrdenje dokazano. O]
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Glava 4

Integral

U ovoj glavi uvodimo novi nacin integraljenja merljivih funkcija u odnosu
na pozitivnu meru. Ovu ideju predlozio je i razvio Lebeg pocetkom 20.
veka. Stoga se u nekoj literaturi opisani nacin integracije naziva ” Lebegova
integracija“. Mi se bavimo samo ovim na¢inom integracije, te ¢emo koris-
titi termin "integral merljive funkcije u odnosu na meru p*“, dok ¢e termin
”Lebegov integral “ biti rezervisan samo za slucaj integrala funkcije u odnosu
na Lebegovu meru m u prostoru R ili R”. Uporedi¢emo poznati Rimanov?
integral sa novouvedenim Lebegovim integralom, i pri tome se nadamo da
citalac nece izgubiti osecaj o kom tipu integrala se zaista radi.

Integral merljive funkcije u odnosu na pozitivnu meru definise se u vise
koraka.

4.1 Integral proste merljive nenegativne
funkcije

Neka je (X, R) merljiv prostor, i neka je s : X — R merljiva, prosta, nenega-
tivna funkcija. Tada je
s=D_aian
i=1

pri ¢emu su ay,...,q, > 0 sve moguce razlicite vrednosti funkcije s, A; =
{ai}) e R, 1 AiNA; =0 zai # j. Neka je u pozitivna mera na o-algebri
R.

!Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), nemacki matematicar
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Integral proste funkcije s na skupu X wu odnosu na meru p definisan je

kao
/sdu = a4 (41)

Ako je s = 01 u(X) = 00, onda je (na osnovu ranije konvencije 0 - co =
o0) [0dp = 0. Sledi da je [sdu € [0,400] za svaku merljivu, prostu i
X X

nenegativnu funkciju s.

Neka je E' € R. Tada je, o¢igledno, syg = > a;XEna,. Stoga je ispravno
i=1

/sd,u ZZ/SXEdH:ZOéiM(EﬂAi)-

E X =1

definisati

Ako je E = X, prethodna definicija se poklapa sa (4.1). Dakle, dovoljno je
izucavati integral proste funkcije na celom prostoru X. Kao specijalan slucaj
javice se integral funkcije na merljivom podskupu od X.

Teorema 4.1.1. Neka je p pozitivna mera na merljivom prostoru (X, R).

Neka su s,t nenegativne, proste i merljive funkcije na X, neka su A, B, E €
R ic>0. Tada vazi:

(1) Ako je s <t, tada je [sdp < [tdu.
X X

(2) Ako je A C B, tada je [sdu < [sdp
A B

(3) J(es)dp=c[sdu.
X b
(4) Funkcija ¢ : R — R*, definisana kao o(E) = [ sdu, jeste pozitivna
E
mera na (X, R).

(5) ){(s#—t)d,u:)[sdu—i-}(ftdu.

Dokaz. Tvrdjenja (1)-(3) je jednostavno dokazati.
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(4) Ocigledno je p(E) > 0 za svako E € R, kao i ¢(}) = 0. Neka je
(E,)n disjunktna familija elemenata iz R, i neka je £ = |J FE,. Neka je

n=1
k
s =Y a;Xa,. Iskoristimo ¢injenicu da je 4 mera na R:
i=1

p(E) = Z%‘H(Ai NE)= Z Qi fl (Ai N (U En>)

=1

= Yo (U% n En)> - (Z plA nEn>>

=1 1=

a; i(A; N E,) = Z p(E
1 —

Takode smo iskoristili i opste poznati rezultat da je kod reda sa pozitivnim

clanovima moguce pregrupisati sabirke na proizvoljan nacin.
k m
(5) Neka je t = Z@XB inekaje E;j = A;NB;. Tadaje X = J U Eij,

j= i=1j5=1

[ (s 1= (st 8putEs) = [ sau+ [ tan

kao i

Koristeci dokazano svojstvo (4), proizilazi da je [(s+t)du = [sdp+ [tdpu.
X X X
[l

4.2 Integral nenegativne merljive funkcije

Neka je f : X — R* nenegativna prosirena realna merljiva funkcija. Tada
postoji niz prostih, merljivih, nenegativnih funkcija (s, ),, tako da je lim s, =
f na X.

Integral nenegativne funkcije f na skupu X u odnosu na meru p, definisan

je na sledeéi nacin:
/fdu sup /sdu, (4.2)
0<s<f
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gde je supremum uzet po svim merljivim prostim i nenegativnim funkcijama
s, koje ispunjavaju uslov 0 < s < f na X.

Ako je f merljiva, prosta i nenegativna funkcija na X, onda se definicija
integrala (4.2), trivijalno, poklapa sa definicijom integrala (4.1). Takode
je ocigledno [ fdp > 0 za svaku merljivu nenegativnu funkeiju f. Ako je

X

f(z) = o0 za svako z € X, i ako je u(X) =0, onda je [ fdu=0.
X
Funkcija f je integrabilna na skupu X u odnosu na meru p, ako je [ fdu <

X
+00.
Ako je E € R i f merljiva nenegativna funkcija na X, tada je

/fdu :I/fxEdu-

Ako je E = X, onda se ova definicija poklapa sa (4.2). Funkcija f je inte-
grabilna na skupu £ u odnosu na meru u, ako je f fdu < 4o0.
E

Analogno prostim funkcijama, jednostavno je dokazati sledeéi rezultat.

Teorema 4.2.1. Neka je p pozitivna mera na merljivom prostoru (X, R).
Neka su f,g : X — R* nenegativne merljive funkcije na X, A,B € R i
¢ > 0. Tada vazi:

(1) Ako je 0 < f < g, tada je 0 < [ fdu < [ gdu;
X X
(2) Ako je A C B, tada je [ fdu < [ fdpu;
A B
(3) [(c)du=c] fdu
X

X

Sada dolazimo do dela koji opravdava prethodnu definiciju integrala u
odnosu na prebrojivo aditivnhu meru. Naime, metoda integraljenja opisana
u ovoj lekciji ima lepe osobine u smislu ”zamene mesta“ integrala i granic¢ne
vrednosti.

Teorema 4.2.2. (Teorema o monotonoj konvergenciji, Lebeg-Levi?) Neka je
fn : X — R* niz merljivh funkcija na X, tako da vazi

(1) 0< fi(x) < fo(x) < -+ - < 00 za svako x € X.

2Beppo Levi (1875-1961), italijansko-argentinski matematicar
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(2) lim f,(z) = f(x) za svako z € X.
Tada je funkcija f merljiva i

lim | f,du= /fd,u.

X X
Dokaz. Merljivost funkcije f sledi na osnovu dobro poznatog rezultata o
merljivosti grani¢ne vrednosti niza merljivih funkcija. Ocigledno vazi nejed-
nakost [ f,dp < [ fa41dp za svako n € N. Prema tome,
X X

lim [ f,du =« € |0,+00].

n—oo

X

Na osnovu f, < f na X, sledi da je ffn dp < ffd,u, te je i

a</fd,u

Preostaje da se dokaze suprotna nejednakost.
Neka je ¢ konstanta za koju vazi 0 < ¢ < 1, i neka je s prosta merljiva
funkcija koja zadovoljava uslov 0 < s < f. Za svako n € N definisimo

skupove
B, ={z€X: fulz) > c-s(x)}.

Svi skupovi E,, su merljivi, i £; C Fy C E3 C ---. Neka je x € X. Kako
je cs(x) < f(x) i lim fu,(x) = f(x), onda postoji n € N sa svojstvom

fa(z) > ¢s(z), odnosno = € E,. Sledi da je X = |J E,. Takode, za svako

n € N vazi i
/fndu > /fndu > c/sd,u—cgo(E ).
En
Podsetimo da je funkcija ¢, definisana sa ¢(E) = [ sdu (E € R) pozitivna

E
mera na R. Na osnovu osobine neprekidnosti mere ¢ za monotono rastuci
niz skupova (E,),, prelaskom na grani¢nu vrednost kada n — oo, proizilazi
da vazi @ > ¢ [ sdu. Ako ¢ — 1—, onda sledi a > [ sdp. Uzmimo sada

X X
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supremum po svim prostim merljivim funkcijama s koje zadovoljavaju uslov

0<s</f. Vazia> [ fdu. Time je dokazana teorema. O
X

Teorema o monotonoj konvergenciji omogucava dokaz osobine aditivnosti
integrala (u odnosu na funkciju koja se integrali).

Teorema 4.2.3. Neka su f, g : X — R* nenegativne merljive funkcije. Tada

je
/(f+g)du=X/fdu+/gdu-

X X

Dokaz. Za funkciju f postoji niz prostih merljvih funkcija (s, ), sa svojstvom
0<s1<sp<---<filims, =f. Nekaje (t,), odgovarajuéi niz za

n—oo

funkciju g. Tada je w,, = s, + t, niz prostih nenegativnih merljivih funkcija,
koji monotono raste i konvergira ka funkciji f 4+ ¢g. Na osnovu Teoreme o
monotonoj konvergenciji sledi

/fd,u—l—/gdu: lim /snd,u—i- lim [ t,du
X X X

X
= lim /sndu+/tndu :hrn/undu:/(f~l—g)du.
X X

X X

Time je teorema dokazana. O]

Prethodni rezultat vazi i u slu¢aju beskonacéne sume nenegativnih merljivih
funkcija.

Teorema 4.2.4. Neka su funkcije f,, : X — [0, +00] merljive za svakon € N,
i neka je f(x) = > fu(x) za svako x € X. Tada je funkcija f merljiva i
n=1

X/fdﬂzgx/fnw

Dokaz. Neka je S,,(x) = fi(x)+- -+ fn(x) za svako x € X in € N. Tada su
sve funkcije S, merljive. Takode je lim S, (x) = f(z) za svako z € X, kao i
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Sp(x) < Spei1(x) za svako x € X i svako n € N. Prema prethodnoj teoremi,
kao i prema Teoremi o monotonoj konvergenciji, sledi

/fkd,u = ,}LIEOZ/f’fd“_ hm/(ka> dp = 11m/5 dp

k=1 % k=1 %
= / ( hm Sp) dp = / fdu.
Na ovaj na¢in dokazana je teorema. O]

Teorema 4.2.5. Neka je f: X — [0,+00] merljiva funkcija, i neka je za
svako £ € R
= / fdp.
E
Tada je ¢ pozitivna mera na X.

Ako je g menegativna merljiva funkcija na X, tada je

/gdso = /fgdu- (4.3)

X

Dokaz. Ocigledno je p(E) > 0 za svako F € R, kao i p() = 0. Neka je
(E,)n niz disjunktnih skupova iz R i neka je F = |J E,. Lako je utvrditi

n=1
da je
fxe=>_ fxe.-
n=1

Prema Teoremi 4.2.4, vazi

p(E) = /fduz/fxEduz/ (2]“)%) dﬂzi/fXEndu
= i::/fduzi::w(ﬁl

Time je dokazano da je ¢ mera na R.
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Akoje E€ Rig=xg, tada je

/xEdw: p(E) = /fodu'

X X

Dakle, formula (4.3) je tacna ako je g neka karakteristicna funkcija nekog
merljivog skupa. Sledi da je formula ta¢na i ako je g nenegativna prosta
merljiva funkcija. Na kraju, ako je g proizvoljna nenegativna merljiva funkcija,
onda formula (4.3) sledi na osnovu Teoreme o monotonoj konvergenciji. [

Na kraju, dokazujemo jos jedan koristan rezultat, koji je poznat kao
Fatuova® lema.

Teorema 4.2.6. (Fatu) Neka su funkcije f, : X — [0,+00] merljive za
svako n € N. Tada je

/ (lim inf fn) dp < lim inf/fn dp.
X b

Dokaz. Merljivost funkcije liminf f,, sledi na osnovu ranijeg rezultata. Neka

n—o0

je za svako n € N i svako x € X:

gn(z) = inf fi(z).

>n

Tada su sve funkcije g,, merljive i vazi g, < f,. Zato je

/gndug/fndu, n=12,.... (4.4)
X

X

Takode je 0 < g1 < go < --- 1 lim g,(x) = liminf f,(z). Neka u poslednjoj
nejednakosti (4.4) n — oo. Na osnovu Teoreme o monotonoj konvergenciji
sledi da vazi:

/(hminffn) du :/ lim g,dp = lim /gndu < liminf/fn dp.
X X

X X

Time je teorema dokazana. O]

3Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929), francuski matematicar



4.3. INTEGRAL PROSIRENE REALNE MERLJIVE FUNKCLJE 81

Na kraju ove sekcije definiSemo pojam ” p-skoro svuda®, ili samo ”skoro
svuda“ ako se mera p podrazumeva. Koristi se skracena oznaka p-ss.

Neka je P = P(z) neko svojstvo, koje zavisi od promenljive z € X, pri
cemu je (X,R,u) prostor pozitivnhe mere u. Svojstvo P(z) vazi na skupu
X p-skoro svuda, ako postoji skup E € R tako da je pu(E) = 0, i pri tome
svojstvo P(z) vazi za svako x € X \ E. Pri tome, ne upustamo se u procenu
da li, eventualno, svojstvo P(z) vazi za neko = € E.

U literaturi se pojam ”skoro svuda“ ¢esto definiSse malo opstije: pret-
postavlja se da je skup E u prethodnoj definiciji podskup nekog skupa mere
nula.

Na primer, u Teoremi o monotonoj konvergenciji moze se pretpostaviti
0 < fo < fas1 p-skoro svuda na X, kao i TLlerolo fn = f p-skoro svuda na

X, a da pri tome zakljucak teoreme i dalje vazi. Naime, neka je F, skup
na kome je f, < foi1 (n € N), i neka je E skup na kome je llm fn=1r

Prema uvedenim pretpostavkama w(ES) = 01 p(E°) = 0. Dakle ako je
X=X\ (E U U E ) tada je (X \ X7) = 0, a na skupu X je ispunjeno

0< fu < famri hm fn = f. Na osnovu Teoreme o monotonoj konvergenciji

onda vazi

tim ([ fudp = / fn
Imajudi u vidu da je pu(X \ Xl) = 0, sledi

lim fnd,u:/fd,u.

X X
4.3 Integral prosSirene realne merljive
funkcije

Neka je p pozitivna mera na merljivom prostoru (X, R). Neka je f : X — R*
merljiva funkcija. Tada su funkcije

t =max{f,0}, [ =max{—f, 0}

nenegativne i merljive. Jednostavno je proveriti da vazi

f=fr=f M=+ r.
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Integral funkcije f na skupu X u odnosu na meru p jeste

/fdu :I/ﬁdu—/fdu,

ako je bar jedan od integrala na desnoj strani konacan.

Ukoliko je f nenegativna merljiva funkcija, onda je f = f*1i f~ = 0.
Prema tome, definicija integrala prosirene realne merljive funkcije je u skladu
sa definicijom integrala merljive nenegativne funkcije.

Funkcija f je integrabilna na skupu X wu odnosu na meru p, ako su oba
integrala [ f*du i [ f~dp konaéna.

X X

Na osnovu ocigledne ¢injenice

[isidn= [ e+ [ £

sledi da je f integrabilna ako i samo ako je |f| integrabilna, odnosno ako i
samo ako je [ |f]du < oo.
X

Skup svih integrabilnih funkcija na X u odnosu na meru p oznacava se
sa L(X, p), ili sa Ly (X, p).
Neka je p > 1. Tada je L,(X, ) skup svih merljivih funkcija f na X, za
koje je [|f|Pdu < oo.
X

Teorema 4.3.1. Neka je p pozitivna mera na merljivom prostoru (X, R), i
neka je f merljiva prosirena realna funkcija na X. Tada vaZi:

(1) Ako je f € Li(X, ), tada e | fdu] < [ |l
X X

(2) Ako postoji g € Li(X,u) tako da je |f| < g p-ss na X, onda je
feL(Xp) i [1fldu < [ gdu.
X X

(3) Ako je c € R i f € Li(X,p), tada je cf € Li(X,p) i [cfdu =
X
c [ fdp.
X

Dokaz. (1) Znamo da je f € Li(X, u) ako i samo |f| € Li(X,u). Neka je
f=/f"—f". Tada je

X/fdu - /f*du—x/f—du S/f+du+X/f‘du:X/|f|du.

X X
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(2) Neka je f merljiva na X ineka je g € L(X, u) sa svojstvom |f| < g
p-ss na X. Neka je Y = {z € X : |f(z)] < g(x)}. Tada je u(X \Y) = 0.
Koristeci osobine integrala nenegativnih merljivih funkcija, proizilazi da vazi

)[|f\du=f\f!dug!gduzlgdu<oo.

Time je dokazana integrabilnost funkcije f na X.
(3) Neka jec e Ri f € Ly(X,pu). Tadaje f = f* — f~. Ako je ¢ = 0,
onda je ¢f =0 € Ly(X,p) i trivijalno vazi formula [ cfdu = ¢ [ fdu. Ako
X X
je ¢ > 0, onda je (cf)T = cf*i(cf)” = cf~. Stoga je, na osnovu osobina
integrala nenegativnih funkcija,

Jenin = [entan= [erydu=c [ fran-c [ an

X X X
= c/fd,u.
X
Na kraju, ako je ¢ < 0, onda je (¢cf)" = —cf~ i (¢f)” = —¢fT. Stoga je, na

osnovu —c > 0, ispunjeno

[etrn= [ eryan- / (cf) dp

- )[ (—e)fdu X/ (—e)f*dp = / Jdy - / frdu
. /f*du—/fdu :c/fdu.

]

Dokazujemo interesantna tvrdenja o realnim integrabilnim funkcijama.

Teorema 4.3.2. Ako je f € Li(X,u) prosirena realna funkcija, tada je f
1-ss konacna funkcija.
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Dokaz. Neka je f € Li(X, p) prosirena realna funkcija, i neka je £ = {z €
F :|f(z)] = +o0}. Za svako n € N neka je E, = {z € X : |f(z)| > n}.

Tada je B, D E,41, kaoi E = (] E,. Za svako n € N je ispunjeno

n=1

oo > / fldu > / fldu > nu(E,).

E‘IL

Sledi da je u(E,) < 400 za svako n € N, kao i lim p(F,) = 0. Na osnovu

neprekidnosti mere, sledi da je pu(E) = lim up(E,) = 0. Dakle, f je p-ss

konac¢na funkcija. O

Teorema 4.3.3. Ako je f € L1(X, ) prosirena realna funkcija, tada postoji
realna funkcija g € Li(X, ) tako da je f =g p-ss i [ fdu = [ gdu.
X X

Dokaz. Neka je f € Li(X,u) i neka je E = {x € X : |f(x)] = +oo}. Iz
integrabilnosti funkcije f sledi da je pu(F) = 0. Funkciju g definiSemo na

sledeéi nacin:
f(x), =€k,
€T o
9(@) {0, € E".

Nije tesko proveriti da funkcija g ispunjava trazene uslove ovog tvrdenja. [J

Teorema 4.3.4. Neka su f,g € L1(X, u) prosirene realne funkcije. Tada je
h=f+g€Li(X,p) i [(f+g)du= [ fdu+ [gdpu.
X X X

Dokaz. Neka je £ = {z € X : |f(z)] = 4o0,ili |g(x)] = +o00}. Prema
ranijoj teoremi, p(E) = 0. Tada je funkcija h = f + g definisana i merljiva
na skupu Y = X \ E. Neka je h(x) = 0 za svako x € E. Ovo je uobi¢ajena
konvencija koju koristimo kod racunanja zbira prosirenih realnih funkcija.
Na osnovu

/|h|duzy/|f+g|duSY/(|f|+Igl)duzy/|f|du+y/|gldu<oo,

X

sledi da je h € Ly(X,pu). Vazi h = h™ —h™ = ft — f~ + gt — ¢g~, odakle
sledi h* + f~ + g~ = h™ + f* + ¢g". Integraljenjem na skupu Y, proizilazi
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da vazi
/hf”du—i—/f_du—i-/g_d,u:/h_du+/f+d,u+/g+d,u.
e e e ¥ Y e

Na osnovu integrabilnsti funcija f, g, h sledi da su svi integrali u prethodnoj
formuli kona¢ni. Dakle,

/hdu = /h+du—/h_du

X Y Y
= /f*du—/f‘dw/g*dﬂ—/g‘du
Y Y Y Y
= /fdu—l—/gdu.
X Y
Time je dokazano trazeno tvrdenje. O]

4.4 Integral kompleksne merljive funkcije

Sada definiSemo integral merljive kompleksne funkcije u odnosu na pozitivnu
meru. Neka je f = u—+iv kompleksna merljiva funkcija na prostoru pozitivne
mere (X, R, ). Tada su u, v realne merljive funkcije. Na osnovu nejednakosti

Jul, [o] < [f] < ful + o],

sledi da je |f| € Li(X,p) ako i samo ako |ul,|v| € Ly(X, i), odnosno ako
i samo ako u,v € Li(X,u). Dakle, kompleksna funkcija f = u + v je
integrabilna na (X, ), ako i samo ako su realne funkcije u,v integrabilne na
(X, ).

Nadalje, skupovi L;(X, p) 1 L,(X, 1) sadrze odgovarajuce kompleksne
merljive funkcije, osim ako posebno ne naglasimo da se radi o realnim funkci-
jama.

Teorema 4.4.1. Neka su f,g € Li(X,R) kompleksne funkcije, i neka je
A€ C. Tada je \f, f+g € L1(X,R), i pri tome je

[ At = AX/fdu, [+ g)au= X/fdu + [ g

X X X
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/|f+g|du§/|f|du+/|g|dﬂ~
X X X

Dokaz. Neka f = u + iv, pri ¢emu su u, v realne (i integrabilne) funkcije.

Prvo pretpostavimo da je je A € R. Tada je \f = Au + i\v. Prema
definiciji integrala kompleksne funkcije, uzimajuéi u obzir i osobinu da realna
konstanta ”izade“ ispred integrala realne integrabilne funkcije, sledi da vazi:

/()\f)du:/(Au)du—l—i/()\v)d,u: )\/udu—l—z’)\/vdu:)\/fd,u.

X X X X X

Neka je A = 4. Tada, koriste¢i ve¢ dokazane osobine, proizilazi da vazi

/(if)dp = /(—U—H'u)d;z = /(—v)d,qui/udu

X X X X

= —/vd,u+7l/udu:i/fdu.
X

X X

Na kraju, neka je A = a+ i, «a, § € R. Koriste¢i dokazane osobine, sledi
da je ispunjeno

[aran = [@sis)us iy

X X
= oz/udu—ﬂ/vd,u—i—i a/vdu—i—ﬁ/udu
X X X X
_ /\/fdu.
X

Neka je g = t + is, pri ¢emu su t, s realne (i integrabilne) funkcije. Ko-
risted¢i aditivnost integrala u odnosu na realne integrabilne funkcije, sledi da
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je
[+ = [lwss)+ie+ ol
X X
= /(u—l—s)du—i—i/(v—l—t)d,u
X X
= /udu+/sdu+i/gdu+i/tdu
X X X X
= /fdu—l—/gdu.
X X
Dokaz poslednje nejednakosti integrala sledi na osnovu elementarne ne-
jednakosti funkcija |f + g| < |f| + |9g]- O

Dokazujemo korisne rezultate o kompleksnim integrabilnim funkcijama.

Teorema 4.4.2. Ako je [|f|du =0, tada je f =0 p-ss.
X
Dokaz. Neka je [|fldu=0,neN, F,={z € X :|f(z)| > 1} i F={z ¢
X

X :|f(z)] > 0}. Tada je F,, C F,41 zasvakon € Ni |J F, = F. Sledi da

n=1
za svako n € N vazi

0—/|f\du2/\f!du2%u(Fn)-

Mora biti u(F,) = 0 za svako n € N. Tada je i u(F) = 0, odnosno f =0
J4-SS. O

Teorema 4.4.3. Ako je f € Li(X, u), tada vazi nejednakost

X X

Ako je
/fdu —/!f\du,
X X

tada postoji a € C, tako da je af = |f| p-ss na X.
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Dokaz. Na osnovu pretpostavki, z = [ fdu € C. Postoji kompleksan broj
X

a tako da je az = |2] i || = 1. Neka je u = Re(af), v = Im(af). Tada je
lul < laf|=|f]. Sledi da vazi

|z| = X/fdu :OzX/fdu:/afdu:/udpﬂ—i/vd,ue]l%.

X X X

Stoga je [wvdu =0, te je
X

1= [udi< [ \ridn.

X

Time je trazena nejednakost dokazana.

ffdu‘ = [|fldp, tada je [udp = [|f|du, odnosno
b b b X

J(f] = w)dp = 0. Kako je |f| —u > 0, onda mora biti | f| = u p-ss na X.
F

Dakle, Re(af) = |af| p-ss na X, te je af = |af| = |f| p-ss na X. O

Ako je ispunjeno

Teorema 4.4.4. Ako je f € L1(X,R), i ako je [ fdu =0 za svako E € R,
E
tada je f =0 p-ss na X.

Dokaz. Neka je f =u+ivi F={zr € X :u(x) > 0}. Tada je

0 =Re /fdpJ :/u+du.
X

E
Stoga je ut =0 u — ss na X. Analogno se dokazuje u~ = vt =v~ =0 p-ss

na X. OJ

Teorema 4.4.5. Neka je [ € Li(X,u) i@ (E,), niz uzajamno disjunktnih
skupova iz R. Ako je za svako E € R funkcija ¢ definisana kao p(F) =

[ fdy, tada je ¢ ( U E) = Y @By,
E n=1 n=1
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Dokaz. Neka je f proSirena realna funkcija. Tada je f = f* — f~, i neka

je pi(E) = [ ftdu, ¢2(E) = [ f~du za svako E € R. Tada su ¢ 1 ¢
E E
pozitivne mere na R. Na osnovu integrabilnosti funkcije f sledi da su ¢ i

2 konacne mere na R, i vazi ¢ = @1 — 2. Prema tome,

0] () -0
= D B =) paBn) =) o(E

Time je dokazano tvrdenje teoreme.
Ako je f = u + iv kompleksna funkcija, tada ve¢ dokazani rezultat pri-
menimo na realne funkcije u i v. m

Teorema 4.4.6. (Teorema o dominantnoj konvergenciji, Lebeg) Neka je
(fn)n miz merljivih kompleksnih ili prosirenih realnih funkcija na X, sa svo-
jstvimar:

(1) lim f,(x) = f(x) p-ss na X.

(2) Postoji funkcija g € Ly(X, ), tako da za svakon € N vazi nejednakost

[fn(@)] < g(x) p-ss na X.
Tada je f, fn € L1(X, p) za svako n € N, i vazi

Jim / fu— fldp =0, lim / Fuds = / o

Dokaz. Postoji skup E koji je mere nula, tako da za svako z € E° vazi
lim f,(x) = f(x). Sledi da je funkcija f merljiva na E° a samim tim je
merljiva i na X. Takode, za svako n € N postoji skup £, koji je mere nula,
tako da za svako z € E¢ vazi |f,(x)| < g(z). Sledi da je svaka funkcija
fn integrabilna na E¢, prema tome integrabilna je i na X. Neka je F' =
EN ) E,. Tadaje u(F°) =p (ECU U EZ) = 0.

n=1 n=1

Nadalje je x € F. Tada je |f(x)| < g(z) za svako © € F. Stoga je
|fn — f| < 2g. Takode je lim (29 — |f, — f|) = 2¢. Primenimo Teoremu
Fatua na niz (29 — | f, — f|)n. Tada je

/liminf(Qg —|fn — fDdu < liminf/(Qg — | fu — fldu,

F F
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odakle sledi
/ngu < /2gdu—limsup/|fn — fldu.
F

F F
Funkcija g je integrabilna na X, pa je integrabilna i na F. Stoga je [2gdu <
F

oo. Sledi limsup [ |f, — fldp < 0. Na osnovu nenegativnosti |f,, — f| > 0,
F

n—oo

sledi da poslednja graniéna vrednost postoji, i lim [ |f, — f|du = 0.
n—’OOF

Iz W(X \ F) =0, sledi da je lim [|f, — f|du = 0. Iz nejednakosti
n*)OOX

[ o= [ sau) < [15. = ridn

X
sledi lim [ f.du = [ fdp. O

Kao primenu Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji, izucavamo
integrale sa parametrom.
Neka je p pozitivna mera na prostoru (X, R), neka je M C R i neka je
f X x M — R* funkcija. Pretpostavimo da je ova funkcija merljiva na
X za svako t € M, i neka je za svako t € M ispunjeno f(-,t) € Li(X, u).
Drugim reéima, za svako t € M je [ |f(x,t)|du(x) < co. Tada je
X

F(t) = / f (. t)dp(z)

integral sa parametrom t.

Teorema 4.4.7. Neka je f : X x M — R* prethodno opisana funkcija, i
neka je ty tacka nagomilavanja skupa M. Pretpostavimo da vazi:

(1) Postoji tlgg f(z,t) = f(x) p-ss na X.

(2) Postoji g € L1(X, p) tako da je |f(x,t)| < g(t) za svakot € T i p-ss
r e X.

Tada je

i [ (o 0du() = [ i o (o) = [ f@)du(o)

t—to
X X
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Dokaz. Neka je (t,), proizvoljan niz elemenata iz M sa svojstvom lim ¢, =

n—oo

t. Ako je fn(x) = f(z,t,), tada je |fu(x)| < g(z) p-s na X. Tvrdenje sada
sledi na osnovu Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji. O]

Dokazujemo tvrdenje o diferenciranju pod znakom integrala.

Teorema 4.4.8. Neka je p mera na prostoru (X,R), M = [a,b] C R,
f: X X M — R* funkcija koja je merljiva za svako t € M, i neka vaZi:

(1) Postoji ty € M tako da je f(x,ty) integrabilna na X.

(2) Postoji 8f(z D) o svako t € M i p-ss x € X.

(3) Postoji funkczya g € Li(X, ), tako da je

teM ipu-ssce X.
Tada je funkcija
~ [ e tydno
X
diferencijabilna u svakoj tacki t € M, i pri tome je

dt/f x,t)d /8féxt t)du(x).

Dokaz. Neka je t € [a,b]. Za svako € X, na osnovu Teoreme o srednjoj
vrednosti za funkciju ¢ — f(z,t) postoji tacka 7 izmedu t, i ¢ za koju vazi

of (z,7)
ot

Of (z,t)
ot

< g(z) za svako

[z, t) = f(x,to) + (t —to)

Odavde sledi
|f(z,t)] < [f(z, to)| + (b—a)g(x)
p-ss na X. Prema tome, f(-,t) € Li(X, u) za svako t € [a, b].
Takode postoji parcijalni izvod

af(xvt) = lim f(x7tn> B f(ZL',t)
ot ta—t ty —t

p-ss na X, za svaki niz t,, € [a, b] sa svojstvima t,, # ¢t i lim ¢, =t.
n—oo
Jos jednom, na osnovu Teoreme o srednjoj vrednosti za funkcije ¢ —
f(z,t), za svako x € X i za svako n € N postoji 7, izmedu ¢, i t,, tako da

vazl



92 GLAVA 4. INTEGRAL

of(x,
f(z,tn) = flz.to) + (tn — to)%-
Sada je ispunjeno
f@,tn) = flet)| | = )G |0f (e n)| _ (@)
- - or | =7
pu-ss na X. Prema prethodnoj teoremi sledi da je
dr) .. F(tn) — f(z, t,) — f(x,t)
dt tlr}g tn —t at/ t, —t dpu(z)
Of(x,1)
= —=d :
/ 5 @)
X
Time je dokazana teorema. O

Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji ima primenu i kod inte-
graljenja konvergentnog reda.

Teorema 4.4.9. Neka je (f,)n niz merljivh funkcija na X, tako da je

| faldp <

> [t <

Tada red i,
fl@)=>" fulx)

konvergira p-ss na X, f € L(X, p) i

/ i =" [ s

an

Dokaz. Na osnovu Y [ |fu|dp < oo sledi f,, € Li(X, i) za svako n. Prema
n=1Xx
tome, svaka funkcija f, je p-ss konacna. Neka je Y skup na kome su sve
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funkcije f,, konacne. Tada je u(X \'Y) = 0. Neka je g(z) = > |fu(z)| za
n=1
r €Y. Tada je

/gdu = Z/Ifnldu < 00,
Y n=1y

odakle sledi da je g pu-ss konacna na Y. Neka je Z merljiv podskup od Y
na kome je g kona¢na. Tada je pu(X \ Z) = 0. To znaci da za svako = € Z

oo
red f(z) = > fu(z) apsolutno konvergira, prema tome i obi¢no konvergira
n=1

ka funkeiji f. Funkcija f je konacna za svako x € Z, i oc¢igledno je |f] < g.
Prema tome, f € L1(Z, 1), odnosno f € Li(X,pu). Nekaje h, = fi+---+ fa
zan € N na skupu Z. Tada je lim h, = f na Z i |h,| < g za svako n € N.

Na osnovu Teoreme o dominantnoj konvergenciji, sledi lim [ h,du = [ fdp,
¢ime je dokazano tvrdenje teoreme. O

Razmatramo odnos integrala i ravnomerno konvergentnog niza funkcija.
Teorema 4.4.10. Neka je u(X) < oo, i neka je (f,), niz ogranicenih

merljivih funkcija na X, koji konvergira ravnomerno ka funkciji f na skupu
X. Tada je

lim/\fn—f|du:() i lim/fndu:/fd,u.
X X X

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji ng € N tako da za svako n > nq i svako

x € X vazi |fu(x) — f(z)| < 55 Dakle, zan > ng vazi [[f, — fldu <,
X

odakle sledi lim [ |f,— f|du = 0. Preostali deo tvrdenja je jednostavan. [
TL—>00X

Teorema 4.4.11. Neka je u(X) < oo, f € Li(X, ), F je zatvoren podskup
od C. Pretpostavimo da za svaki skup E € R sa svojstvom p(E) > 0 vazi

1
— [ fdueF.
u(E’)E/fMGF

Tada f(z) € F za p-ss x € X.
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Dokaz. Ako je F' = C, onda tvrdenje trivijalno vazi.

Stoga pretpostavimo da je F' # C. Skup F€ je otvoren i neprazan. Neka
je D = Dla;r] zatvoreni kruzni disk sa centrom u a poluprecnika r > 0, tako
da je D C F¢. StaviSe, skup F je prebrojiva unija ovakvih diskova. Neka je
E = f~4(D). Ako je u(E) > 0, onda je

1 1 1
mE/fdlﬁa :m E/(f—a)dﬂ SME/V—GWNST-

Medutim, iz D C F¢ i ﬁ [ fdp € F, sledi da mora biti
B

1
@/fdu—a > 7.

E

Prema tome, nije mogucée pu(E) > 0, i stoga vazi p(F) = 0. Iz ¢injenice da je
F° prebrojiva unija diskova Dla; r] za pogodno odabrane a € F¢ir > 0, sledi
da mora biti u(f~H(F°)) =0, te je f(z) € F za p-skoro svako z € X. O

Teorema 4.4.12. Neka je (E,), niz merljivih skupova u X, tako da je

> uE,) < oo

n=1
Tada za p-ss x € X postoji k(x) € N tako da je x pripada samo skupovima
Ey, ... Eyw.

Dokaz. Neka je A skup svih z € X, tako da postoji beskona¢no mnogo
skupova E,, koji sadrze x. Neka je g = > xg,. Ocigledno, z € A ako i samo

n=1

ako je g(x) = +oo. Kako je

/gdﬂ = u(Ey) < oo,
X n=1

sledi g € L1(X, ), te je g pu-ss konacna funkcija. Prema tome, u(A) =0. O
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4.5 Lebegov integral

Ako je R* familija Lebeg merljivih skupova na R i ako je p = m, onda je

[ fim = 7wfdm - +/Oof<cc>dm<ac>

b
Lebegov integral funkcije f na skupu R. Takode, [ fdm je Lebegov integral

funkcije f na segmentu [a, b].
Sa druge strane, Rimanov integral funkcije f na segmentu [a, b] je oznacen

b
sa [ f(x)dz. Ako je A € R*, umesto Li(A, m) krace se pise L;(A).

Jednostavno je pokazati prednosti Lebegovog integrala u odnosu na (svo-
jstven) Rimanov integral.

Primer 4.5.1. Posmatrajmo Dirihleovu® funkciju

?,xemum@

@ =10 zepa\o

Rimanov integral funkcije f na segmentu [0, 1] ne postoji, jer su donje Dar-
buove sume uvek jednake 0, a gornje Darbuove sume su uvek jednake 1. Sa

1
druge strane, zbog m(Q) =0, vazi [ fdm = 0.

0
Teorema 4.5.1. Neka je f : [a,b] — R. Ako je f integrabilna v Rimanovom

smislu na [a,b], onda je f integrabilna u Lebegovom smislu na [a,b], i ova
dva integrala su jednaka.

Dokaz. Neka je f integrabilna u Rimanovom smislu na [a,b]. Tada je f
ogranicena funkcija.
Neka je (Py) niz sukcesivnih podela segmenta |a, b]:

_ .k k ko _
a=zy<z{<---<wx, =Db,

pri ¢emu maksimalna duzina podela tezi nuli kada k& — oo. Takode, podela
Pyy1 je "finija“ od podele Py, u smislu da se sve podeone tacke {z¥} nalaze

4Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), nemacki matematicar
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medu podeonim tackama {x?“}. Vazi d(Py) = max |zF — 2% || — 0 kada
<i<ng

k — oo. Neka su s(P,) i S(P,), redom, donja i gornja Darbuova suma
funkcije f u odnosu na podelu P,. Drugim rec¢ima, neka je

= inf{f(x) : $§—1 <z< ivf}, Mik = sup{ f(z) : xf—l <z < 1’5}7
1= 1,...,nk.

Tada je

ng Nk
=Y mi(ef —aly), S(B) =) Ml —afy).
i=1 =1

Na osnovu integrabilnosti funkcije f u Rimanovom smislu, sledi da je

b

lim s(Py) = hm S(Py) = /f(ac)dac

k—o0
a

Svaka podela Py indukuje proste funkcije:

tk_ZmX[xl 1,%4) Tk ZMkX[zL 1,%4) kGN

Niz (Py)x je niz sukcesivnih podela, odakle sledi
<ty <---<f<---<TH <Ti.

Ocigledno, sve funkcije ¢ i T} su Lebeg-merljive. Postoje Lebeg-merljive
funkcije t i T', tako da za svako = € [a, b] vazi

lim t(x) =t(z) < f(z) <T(z) = JLIEO Ty (z).

k—o0

Takode je
b b

/tkdm = s(Py), /dem = S(Py).

Na osnovu Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji (77 je integrabilna
funkcija), kao i na osnovu integrabilnosti funkcije f na segmentu [a,b] u
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Rimanovom smislu, vazi

b b b
/tdm = lim [ tgdm = klim s(Py) = /f(x)d$

k—o00
a

b b
= lim S(Fy) = klim Tpdm = /Tdm.

k—oo
a

Iz T'(x) > t(x) za svako = € [a, b] sledi da mora biti T'(z) = t(x) m-ss na |a, b].
Kako jet(z) < f(x) < T(z) zasvako x € [a,b], sledi da je f(z) = t(z) = T(x)
m-ss na [a,b]. Lebegova mera je kompletna na [a, b, te je funkcija f Lebeg-
merljiva.

Na kraju, trivijalno sledi

]

Lebegova mera omogucava jasan kriterijum integrabilnosti u Rimanovom
smislu neke ogranicene funkcije.

Teorema 4.5.2. Neka je f ogranicena funkcija na [a,b]. Funkcija f je
integrabilna uw Rimanovom smislu na segmentu |a,b], ako i samo ako je f
neprekidna svuda na [a,b] osim eventualno na skupu Lebegove mere nula.

Dokaz. Zadrzimo oznake iz dokaza prethdne teoreme. Neka je, dakle (Py)y
niz sukcesivnih podela segmenta [a,b], tako da d(FP;) — 0 kada k — oo.
Neka je A skup dobijen od skupa [a,b] izbacivanjem svih podeonih tacaka
svih particija Py. Ocigledno, m([a,b] \ A) = 0.

Neka je xg € A. Dokaza¢emo da je f neprekidna u xy ako i samo ako je
t(zo) = T(xg).

Pretpostavimo da je f neprekidna u tacki xg i neka je ¢ > 0. Tada
postoji & > 0, tako da za svako = € [a,b] sa svojstvom |z — xo| < & vazi
|f(x) — f(zo)| < e. Neka je I interval podele Py koji sadrzi tacku z,. Tada
jel; DI, D -+ i ’}Lrgod(fk) = 0. Stoga postoji kg € N tako da za svako

k > ko vazi I, C (xg — 0,20+ 0). Ako je x € I, tada je f(xg) — € < tp(x) <
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Ti(z) < f(wo) + €. Dakle, za svako k > ko mora vaziti Ti(zg) — tp(zo) < 2e.
Prema tome, T'(xo) = t(x).

Obrnuto, pretpostavimo da je T'(xg) = t(xg). Neka je I} interval podele
Py koji sadrzi xg. 1z ¢injenice kll_{(f)lo(Tk(xo) — tr(z9)) = 0 sledi da za svako
e > 0 postoji kg € N, tako da za svako k > ko vazi Ti(zo) — tg(xo) < €.
Funkcije Ty 1ty su konstantne na intervalu I, odakle sledi Ty (x) — tx(z) < €
za svako © € Iy. To znaci da za svako x € Iy vazi |f(z) — f(zo)| < €. Sledi
da je f neprekidna u tacki z.

Pretpostavimo da je funkcija f integrablina u Rimanovom smislu na [a, b].
Tada je T(x) = t(x) = f(x) m-ss na [a,b], pa i m-ss na A. Prema prethodno
dokazanom, sledi da je f neprekidna m-ss na A, a samim tim f je neprekidna
m-ss na |a, b|.

Obrnuto, neka je f neprekidna m-ss na [a,b]. Tada je t(z) = T'(x) m-ss

na [a, b], odakle sledi
b b
/ tdm = / Tdm.

Ako je € > 0 proizvoljno, onda postoji kg € N tako da za svako k > ky vazi
b b

[ Tidm — [txdm < €, $to je isto kao 1 S(Py) — s(Py) < e. Sledi da je f
integrabilna u Rimanovom smislu na |a, b]. O

Na osnovu jednakosti Lebegovog i (svojstvenog) Rimanovog inegrala, ne
moze se izvesti zakljucak o jednakosti Lebegovog i nesvojstvenog Rimanovog
integrala. Preciznije, postoje funkcije koje su integrabilne u Lebegovom
smislu, ali nisu integrabilne u nesvojstvenom Rimanovom smislu. Takode
postoje funkcije koje su integrabilne u nesvojstvenom Rimanovom smislu, ali
nisu integrabilne u Lebegovom smislu.

Primer 4.5.2. Neka je

B :D—IQ, x € [0,400)\ Q,
f<m)_{0, x € [0,+00) N Q.

+o00 +o0o
Ne postoji [ f(z)dz, ali postoji [ fdm.
1 1
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Dokaz. Funkcija f nije integrabilna u Rimanovom smislu ni na jednom
segmentu [1,b] za b > 1, i stoga ne postoji nesvojstveni Rimanov integral

[ f(x)dx
1
Sa druge strane, m(Q) = 0, odakle sledi da je

“+oo

400 1 00 k+1 1
/fdm:/ﬁdm:Z/;d:c:
1 k=1 7%

1

+0o0o
Primer 4.5.3. Neka je f(z) = #2£ za z € (0, +00). Tada postoji [ f(z)dx
0
ali ne postoji f0+oo fdm.

+oo
Dokaz. Integral [ *Edx = 7 je poznat kao Dirihleov integral.

0
b

Sa druge strane, za Lebegov integral vazi jednostavna formula [ f(z +
b+c ¢
= [ flz ), koja se dokazuje na osnovu tranlsatorne invari-

jantnosti Lecgrggove mere. Stoga je
(k+1)m
[ -2
T sinx - T
/0 m—{—lmrdm > 2 m/o sin x dm
1 T 2 1
m/o sinxdr = — k:——l—1:+oo'

™
k=0

sin(x + k)
a:+k7r

sin x sin x

dm

Mg

k=1

hE

B
Il

0

]

Dakle, ne postoji opsiti odnos izmedu nesvojstvenog Rimanovog integrala
i Lebegovog integrala. Sa druge strane, postoji jednostavna veza izmedu
apsolutno konvergentnog Rimanovog integrala i Lebegovog integrala.
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Teorema 4.5.3. Neka je funkcija [ definisana na intervalu [a, +00) i neka
+o0

postoji nesvojstveni Rimanov integral [ |f(x)|dx < +oo. Tada je funkcija

f Lebeg-integrabilna na [a, +00) i vazi

+00 +00
/f@mm:/jmm

Dokaz. Neka je (b,), niz brojeva sa osobinama a < by < by < --- i lim b, =

n—oo

+o0o. Na svakom segmentu [a, b,] je funkcija f integrabilna u Rimanovom
smislu, dakle i u Lebegovom smislu. Specijalno, funkcije fxiq5, su merljive
za svako n. Iz lim fx(ep,) = f sledi merljivost funkcije f na [a, +00). Tada
je T

bn

“+oo bn
+m>/ f(2)|dz = lim u@m:g%/me

n—oo
a

—+o00o
- /oo (fldm = / fldm.
U [a,bn] a

Primetimo da smo u poslednjoj jednakosti iskoristili neprekidnost mere E +—
@(E) = [, |fldm. Sledi da je funkcija f integrabilna u Lebegovom smislu na
la, +00).

Neka je fo = fXfap- Tada je lim f, = f na [a,+00), i |fu] < |f]. Na
osnovu Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji je sada

b’rL

400 bn, +00
/f(:z:)d:z: = lim [ f(x)dx = lim/fdm: lim /fx[a,%o)dm

“+oo
= / fdm.
0

Potpuno analogno tvrdenje moze biti dokazano za integral tipa fab fdm,
ako je funkcija f neogranicena u okolini tacke a.

k+1
1 dm(z)

1+x2+K2"

Primer 4.5.4. Izracunati I = llcim

—0
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Dokaz. Neka je f(z, k) = mX[k,Hk}- Tada je %:12(1) f(z, k) = ﬁX[o,l] =

f(x). Ako je g(x) = ;752 za = € R, tada je g € Li(R). Takode je |f(z, k)| <
g(x) za svako k, z € R. Stoga je, na osnovu Lebegove teoreme o dominantnoj
konvergenciji

+o0 +o0 1 g
. Xz m
I= ]lgli% / f(z, k)dm(z) = / fdm = / T2 =1
—00 —00 0

]

Dakle, Lebegov integral je opstiji od svojstvenog Rimanovog integrala,
kao i od apsolutno konvergentnog nesvojsvtenog Rimanovog integrala. Sa
druge strane, nesvojstven Rimanov integral i Lebegov integral su neupore-
divi. Postoji nesvojstven Lebegov integral koji je opstiji od nesvojstvenog
Rimanovog integrala.
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Glava 5

Konvergencije nizova funkcija

5.1 L, prostori

Neka je 1 < p < +oo. Podseéamo da je L,(X,p) skup svih merljivih
(prosirenih realnih ili kompleksnih) funkcija f definisanih na X, za koje je

J1fPp < oo
X

Da bi dokazali neka svojstva prostora L, (X, i), potrebno je formulisati i
dokazati nekoliko nejednakosti. Ako je 1 < p,q < o0'i I% + % = 1, onda je
(p, q) dualni par brojeva. Specijalno, uredeni parovi (1, 4+00) i (400, 1) jesu
takode dualni parovi.

Teorema 5.1.1. (Jang!) Ako je (p,q) dualni par brojeva (p,q > 1), tada za
sve pozitivne brojeve a,b vazi nejednakost

a? b
ab < — + —.
p q

Dokaz. Neka je o(t) = t*/p+t~9/q zat > 0. Tada je ¢'(t) = (P79 —1)/t7t.
Odavde sledi da je ¢'(t) < 0zat € (0,1), kaoi ¢'(t) > 0 zat > 0. Prema

tome, funkcija ¢ ima apsolutni minimum u tac¢i ¢ = 1, odnosno p(t) >
©(1) = 1 za svako t > 0. Neka je t = a'/%~'/P. Tada je (a'/9%~V/P)?/p +
(a'/ap=1/P)=4/q > 1, odnosno ab < a? /p + b?/q. O

'William Henry Young (1863-1942), engleski matematicar
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Teorema 5.1.2. (Helder?) Neka je (p,q) dualni par brojeva (p,q > 1), 1
neka su f,g: X — [0, +oc] merljive funkcije. Tada je

1/p 1/q

fgdp < fPdu gldp
foe (7))

X X

Dokaz. Ako je [ fPdp = 0, onda je f = 0 p-skoro svuda da X, te je i
X

fg =0 p-skoro svuda na X. U ovom slucaju teorema vazi trivijalno. Dakle,

pretpostavimo da je [ fPdp > 01 [ g%dp > 0. Ako je [ fPdu = 400, onda
X X X
teorema ocigledno vazi.

Stoga neka je 0 < [ fPdp < 40010 < [ g%dpu < +oo. Neka je s € X i
X X
Fs)= T 6s) =
Pdﬂ

: 9(s) )
Q ; ) p Q quu) /a
/deuzu /quu:L

X X

Tada je

Trazena nejednakost Heldera ekvivalentna je nejednakosti
/ FGdu <1.
X

Iskoristimo Teoremu 5.1.1, pri ¢emu je a = F(s) i b = G(s). Proizilazi da za
svako s € X vazi

<X ﬁ(jf)’t) )1/‘1 = pf(jzilu " Q?(;‘z;u'
[ frdu [ g%dp X X

Integraljenjem poslednje nejednakosti na X sledi trazeni rezultat. O]

20tto Ludwig Hélder (1859-1937), nemacki matematicar
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Teorema 5.1.3. (Minkovski®) Neka jep > 14 f,g: X — [0, +00| merljive
funkcige. Tada je

1/p 1/p 1/p
/ (f +g)rdt < / frdt + / gPdt
X X X
Dokaz. Ako je p = 1, onda nejednakost Minkovskog trivijalno vazi. Stoga
pretpostavimo da je 1 < p,q < 400 i %%—% = 1. Ako je ){fpd,u = 400,

jednakost takode vazi.
Stoga neka je f,g € L,(X, ). Funkcija ¢(t) = ¢ je konveksna za t €
(0, +00). Odatle sledi nejednakost

L |
(552) <,

Prema tome, na osnovu f,g € L,(X,u), sledi f+¢g € L,(X,u). Ako je
J(f + g)Pdu = 0, onda je nejednakost dokazana. Pretpostavimo zato da je

X
0 < [(f+g)Pdu < +o0o. Tada vazi
X

(f+9)P=f(f+gP " +g(f+9 "

Na osnovu nejedankosti Heldera sledi

1/p 1/q
/ F(f+ 9l ldp < / frdu / (f +g)"Vidp
X 5% b4
Analogno, vazi
1/p 1/q
/ g(f +9)" tdp < / g"dp / (f +9) ¥ Ddp

Sabiranjem poslednje dve nejednakosti, i koris¢enjem p 4+ ¢ = pq, dobijamo

1

(f +9)fdu < (f +g)Pdu ’ fPu) N - Py
[ireoras | fo) (s

X X X

1/p

3Hermann Minkowski (1864-1909), litvanijsko-nemacki matematicar
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Na kraju sledi trazena nejednakost. O

Posledica 5.1.1. Ako jep > 1, f,g € L,(X,u) i o, € C (R), tada je

af + B9 € Ly(X, p).
Prema tome, L,(X, ) je vektorski prostor (nad R ili C).

Dokaz. Neophodno je iskoristiti jos jednom konveksnost funkcije ¢ — P, kao
i nejednakost trougla:

|f+gl” < (1 + 1gD)P < 2°([f 1P + [g]").
Rezultat sledi integraljenjem prethodne jednakosti. O
Neka je f,g € L,(X, ). Tada funkcija d,, definisana kao
1/p

4,(f.g) = / f — gPPdy

zadovoljava osobinu trougla (sledi iz nejednakosti Minkovskog). Pored toga,
ova funkcija ima gotovo sve osobine metrike, osim jedne:
Ako je dy(f,9) =0, onda je f = g u-ss na X; nije obavezno f = g na X.
Da bi se prevazisao ovaj nedostatak, formalno se moze postupiti na slede¢i
nacin. Uvedimo relaciju ~ u L,(X,p): f ~ g ako i samo ako je f = g
p-ss na X. Tada je ~ relacija ekvivalencije u L,(X,u). Posmatrajmo
skup £, = L,(X,p)/ ~. Ako je [f]~,[g]~ € L,, onda je d,([f]~,[g]~) =

1/p
({ lf — g]pdu) . Tada je d, metrika na L,.

Medutim, ovakve oznake nisu prikladne. Stoga, umesto pravog metrickog
prostora £, posmatramo prostor funkcija L,(X, u), koji smatramo metrickim
prostorom, i jednostavno poistove¢ujemo funkcije koje su jednake p-ss na X.

Ako je 0 nula-funkcija na X, tada je, ocigledno, 0 € L,(X, p). Tada je za
f € L,(X, p) velicina

1/p
11l = dylf.0) = / on
X

norma na vektorskom prostoru L,. Dakle, (L,,|| - ||,) je normirani prostor.
Jos jednom, ako je ||f|l, = 0, onda je f = 0 p-ss na X. Stoga i u ovom
slucaju poistove¢ujemo funkcije koje su p-ss jednake.
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Merljiva funkcija f je ograni¢ena p-ss na X, ako postoji M > 0, tako da
je |f| £ M p-ss na X. Najmanji broj M sa prethodom osobinom jeste pu-ss
granica funkcije f, ili co-norma funkcije f. Drugim rec¢ima,

[flloo = f{M >0: [f] < M p—ss}.

Skup svih p-ss ogranicenih funkcija na X oznacen je sa Lo (X, u). Skup
(Loo, || * ||so) je mormirani prostor, naravno uz poistoveéivanje p-ss jednakih
funkcija.

Primer 5.1.1. Neka je pug mera prebrojavanja na skupu N. Ako je 1 <
p < oo, onda je Ly(N,uq) = ¢, skup svih kompleksnih (ili realnih) nizova

oo 00 1/p
= (2p)n, sa svojstvom Y |z,|P < co. Tada je ||z||, = (Z \xn\p) :

n=1
Skup Loo (N, p14) = lo je skup svih ogranic¢enih nizova x = (x,),. U ovom

slucaju je ||z]|oo = sup |z,|.
n

n=1

U skladu sa novim oznakama, nejednakosti Heldera i Minkovskog imaju
oblik:

1fglls < W fllpllglle, € Ly, g € Ly,

1f +glle <11 fllp+llgllps fr9 € Ly.

Pritomejel <p < ooil/p=1/q=1. Nejednakost Heldera vazi i u sluc¢aju
kada je p =11 ¢ = +00. Nejednakost Minkovskog vazi i ako je p = +o0.

Teorema 5.1.4. Normirani prostor L,(X, ) je Banahov (1 < p < 00).

Dokaz. (1) Neka je 1 < p < oo. Dovoljno je dokazati da iz apsolutne
konvergencije proizvoljnog reda u L,(X, i) sledi obi¢na konvergencija tog

istog reda. Neka je (f,,), niz u L,(X, ), ineka je > || full, = A < co. Treba
n=1

dokazati da je Y f,, konvergentan red u L, (X, u). Neka je

n=1

gn() = _|fu(@)], z€X n=12 ...
k=1

Na osnovu nejednakosti trougla sledi ||g, ||, < >° [|fxll, < A4, odnosno [ gkdp <
k=1

X
AP, Niz (gn)n je rastuéi po n, i stogapostoji g(x) = lim g,(z). Tada je g
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prosirena realna i merljiva funkcija. Na osnovu Teoreme o monotonoj kon-

vergenciji, sledi [ g?dp < AP. Prema tome, g € L,(X, p), te je funkcija g
X

p-ss konacna. Zato je f(z) = > fe(z) p-ss konacna i merljiva funkcija. Iz
k=1
£1 < g sledi £ € Ly(X, ), te je

p
< 2Pg(x)P, n=1,2,....

> fe(@) = f()

Na osnovu Teoreme o dominantnoj konvergenciji sledi

n p n p
tiw (15 fute) = 5@ du= [ Jim 37 fule) = fGo)| du =0
v k=1 b4 k=1
Dakle, > f, konvergira ka f u smislu norme || - |,. Time je dokazano
n=1
tvrdenje.

(2) Neka je p = oo i neka je (f,), Kosijev niz u L. (X, ). Neka je
Ay ={x € X : |fe()] > || felloo} 1 neka je B = {x € X | fu(x) — frn(x)] >
| fo = fimlloo}, za k,n,m € N Neka je £ = JUU(Ar U Bm). Tada je

k nm
u(E) = 01 (fn)n ravnomerno konvergira ka nekoj funkciji f na skupu E°.

Sledi da je f ogranic¢ena funkcija na E°. Neka je f(x) =0 za x € E. Tada je
f € Lo(X, )il fn— flloo — 0 kada n — oc. O

Medu svim prostorima L, (X, i), najinteresantniji je prostor Lo(X, p).
Naime, neka je f,g € Lo(x,pn). Tada su f, g p-ss konacne funkcije, te je fg
p-ss definisana i konacna. Na osnovu nejednakosti Heldera (za p = ¢ = 2)
vazi

%
[isatan< | [12du) { [lapaw | <o
X X X

Sledi da je funkcija fg integrabilna na X. Definisimo funkciju (-, -) : Lo(X, ) X
Loy(X, ) — C na sledeéi nacin:

[N

mm:/mm
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Funkcija (-, -) ispunjava sve osobine skalarnog proizvoda, osim jedne: ako je
(f,f) =0, onda je f =0 u-ss na X. Tada je f = 0 u prostoru Lo(X, u)/ ~
(podsetimo da je g ~ h ako i samo ako je g = h p-ss na X'). Prema tome, (-, )
je skalarni proizvod u Lo(X, p)/ ~. U cilju uproséavanja oznaka, smatramo
da je (-,-) skalarni proizvod u Ly(X, ). Tada je

1flla = (f, F)2.

Dakle, norma || - ||z u prostoru Lo(X, 1) je odredena skalarnim proizvodom.
Kako je Lo(X, 1) Banahov prostor, upravo smo utvrdili da je Lo(X, 1) Hilber-
tov prostor.

Specijalno ¢ je Hilbertov prostor, pri cemu je za & = (x,), € lo 1y =

(Yn)n € {o ispunjeno
(@,y) = 2nT,
n=1

Napominjemo (jos jednom) da se u fizici, po pravilu, konuguje prvi ¢inilac,
odnosno (f,g) = [ fgduu Lo, i (z,y) =Y Tnyn 1 L.

Sada dokazujemo interesantan rezultat koji povezuje proste i integrabilne
funkcije.

Teorema 5.1.5. Neka je S klasa svih kompleksnih, merljivih i prostih funkcija
s definisanih na prostoru (X, pn), sa svojstvom p({x € X : s(x) # 0}) < oo.
Ako je 1 < p < oo, tada je skup S gust u prostoru L,(X,p) u odnosu na
norma || - ||,.

Dokaz. Neka je s € S ineka je Xy = {x € X : s(z) # 0}. Iz merljivosti
funkcije s sledi merljivost skupa X;. Na osnovu s € S proizilazi u(X;) < oo,
te je [|s|Pdp = [ |s|Pu < co. Dakle, S C L,(X, p).

X X

Neka je f € L,(X,u) i f > 0. Prema Teoremi o aproksimaciji pozitivnih
funkcija sledi da postoji niz (s,), prostih nenegativnih i merljivih funkcija
(sn) sa svojstvima: 0 < s3 < 89 < --- < filims, = fnaX. Iz f €

n—oo

L,(X,p) sledi s, € L,(X,p) za svako n € N. Svaka funkcija s, uzima
kona¢no mnogo konstantnih vrednosti, odakle sledi p(Xs,) < oco. Prema
tome, s, € S za svako n € N. Imajuéi u vidu da je |f — s,|P < 2P fP moze
se primeniti Teorema o dominantnoj konvergenciji, te je nh_{IC}O [$n = fll, = 0.

Stoga je f € cl S, pri ¢emu je zatvorenje uzeto u smislu norme || - ||,
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Neka je f = v+ w = ut —u” +i(vT —v7) € L,(X,u) proizvoljna
kompleksna funkcija. Na osnovu |u| < |f|1 f € L,(X, p) sledi da je u,v €

L,(X,u). Kako je ut = ‘"‘% iu = I"';u, sledi da je ut,u™,vTv™ €
L,(X, p). Primenom prethodno dokazanog rezultata na nenegativne funkcije
ut,u”,v",v” dokazujemo tvrdenje teoreme. Il

5.2 Konvergencija po meri

Do sada smo razmatrali razlicite vidove konvergencije nizova funkcija. Pored
poznate obi¢ne (tackaste) konvergencije, kao i ravnomerne konvergencije, u
ovom kursu je koriS¢ena konvergencija u-ss, kao i konvergencija u prostoru
L,, odnosno konvergencija u smislu metrike d, (1 < p < o0). Sada ¢emo
razmotriti konvergenciju niza funkcija po meri y, koja se jos naziva konver-
gencija po verovatnodi.

Definicija 5.2.1. Neka je (f,), niz p-ss kona¢nih merljivih funkcija na
(X,R), i neka je f takode u-ss kona¢na merljiva funkcija. Niz f,, konvergira
po meri u ka funkciji f, ako je

Tim p({z € X+ [fu(z) = f(2)] 2 ¢}) =0

za svako € > 0. Oznaka je f, = f.

Takode koristimo oznaku E,(e){z € X : |f.(z) — f(z)] > €} zan € N i
e > 0.

Uslov da su sve funkcije f,, i f p-ss konacéne moze se izbe¢i smanjivanjem
skupa X. Naime, tada se posmatra podskup Y na kome sve razlike f,, — f
imaju smisla.

Sledece tvrdenje se odnosi na jednoznacnost granic¢ne vrednosti niza, koji
konvergira po meri.

Teorema 5.2.1. Ako niz (f,)n p-ss konacnih i merljivih funkcija, konvergira
na skupu E € R po meri p ka merljivim © p-ss konacnim funkcijama f i g,
tada je f = g p-ss na E.

Dokaz. Neka je e > 0in € N. Tada je

{r e B |f(z) —g(z)] = e} C
Cl{re E:|f(x) = fulx)] Z e} Uz € E:[g(z) — ful2)] = €}
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Odavde sledi

p{z e Ex[f(x) —g(@)| = ) <p({z e E:|f(z) = falz)] = €})
+u(U{r € B g(x) — fu(2)] = €})

i lim p(E,(€)) =0 za svako € > 0. Na osnovu inkluzije

e B o) o)< Ufae B 1) - ool 2 1
sledi da je f = g pu-ss na F. n

U sledecoj teoremi dat je odnos izmedu konvergencije p-ss i konvergencije
po meri.

Teorema 5.2.2. (Lebeg) Ako je skup E € R takav da je p(E) < 00, i niz
(fn)n p-ss konaénih funkcija koji pi-ss konvergira ka funkciji f, koja je takode
p-ss konacna, tada (f,)n konvergira po meri p ka funkciji f na skupu E.

Dokaz. Pretpostavimo da su f, i f p-ss kona¢ne funkcije. Funkcije f, su
merljive, odakle sledi merljivost funkcije f. Neka je ¢ > 0 in € N. Posma-
trajmo skup

En(e) ={z € B |fu(x) — f(z)| = €}.
Neka je A, = {z € E : |fu(z)| = oo}, A ={z € E : |f(z)] = oo} i
B={x € E: f,(x) ne tezi f(z)}. Tada su svi skupovi 4,, A i B mere nula,

tejeiskup @ = AUBU |J A, mere nula. Neka je z € E\ Q. Tada su f,(z)
n=1

i f(x) realni brojevi za svako n € N, kao i lim f,(z) = f(x). Za dato € > 0

postoji ng € N, tako da za svako n > ng vazi |f,(z) — f(z)] < e. Drugim

reCima, x ¢ F,(€) za svako n > ng. Neka je

Ru(e) = | J Ex(e), Roo(e) =) Rule).

Ocigledno je R,(€) D R,i1(€) za svako n € N. Iz ¢injenice © ¢ E,(¢) za
svkao n > ng sledi da = ¢ R, (€), te je © ¢ R, (€). Dakle, dokazali smo
E\Q C E\ Ry(€), odakle sledi R(€) C @ i pu(Roo(€)) = 0. Na osnovu
monotonosti mere p sledi da je

n—oo

1(Roo(€)) = p (ﬂ Rn) = lim p(R,).
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Iz E,(e) C Ry(e) i lim pu(R,(e)) =0, sledi lim u(E,(e)) = 0. O

n—oo n—oo

Prethodna teorema ne vazi ako je u(E) = oo.

Primer 5.2.1. Neka je X = R, R = R*, u = m neka je Lebegova mera,
i £ =[0,+00). Za svako n € N neka je f, = Xpnt+1- Tada je, ocigledno,
lim f,(z) =0 za svako z € E. Sa druge strane, ako je 0 < € < 1, onda je

m({x € E:|fu(x) — 0| >€}) =m([n,n+1]) = 1.
Dakle, (f,), ne konvergira ka 0 po meri m na skupu F.
Iz konvergenciji po meri ne sledi konvergencija skoro svuda.

Primer 5.2.2. Neka je X = R, R = R*, 4 = m je Lebegova mera, i neka

je E=10,1). Za svako k € N podelimo interval [0, 1) na intervale duzine ,
odnosno posmatramo intervale [%, %), 1 =20,...,k—1, a onda poredamo

intervale u niz (1,,),, pocev od najmanjeg k, i za fiksirano k redamo intervale

s leva na desno. Dakle, svako prirodnom broju n odgovara tacno jedan par

brojeva k,i, tako da je 0 <i <k —111I, = [1,“}). Neka je f,, = x1,.
Neka je € > 0. Tada za svako n € N vazi

it € B51ue) 0z ) =m (|15 ) =1

Ocigledno je n — oo ako i samo ako k — co. Prema tome, niz (f,), tezi ka
0 po meri m na skupu E = [0, 1).

Sa druge strane, ako je x € F, tada za svako k € N postoji tacno jedan
broji, 0 <1< k—1,takodajex € [%, %) To znaci da postoji beskonacno
brojeva n € N sa svojstvom da je x € I, odnosno f,(z) = 1. Prema tome,
nije tacno da (f,,), konvergira ka 0 m-ss na E.

Sledec¢a teorema na neki nac¢in opisuje obrnuto tvrdenje u odnosu na teo-
remu Lebega.

Teorema 5.2.3. (Ris*) Neka je (f,)n niz merljivih i p-ss konacnih funkcija,
kogi po meri i konvergira funkciji f na X, i neka je f merljiva i pi-ss konacna
funkcija. Tada postoji podniz (fy, )k koji p-ss konvergira ka f na X.

Frigyes Riesz (1880-1956), madarski matematicar
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Dokaz. Neka jee > 0ia > 0. Iz lim pu({x € X : |f.(x) — f(x)| > €}) =0

sledi da postoji n € N, tako da je u({x € X : |fo(x) — f(2)| > €}) < a. Za
svako k € N neka je ¢, = % 1oy = 2% Tada za svako k € N postoji ny € N,
tako da je

w({zexiltuw-s@iz 1)) < 5

Pri tome, jednostavno se moze obezbediti ny < ny < ng < ---. Na taj nacin
je definisan podniz (f,, )r niza (f,),. Neka je

R U {rep i - ror= ¢}

za svako m € N. Ocigledno, za svako m € N vazi R, D R,,11, kao i

wr <> n({rexiimm-swiz 1) <> &

k=m k=m

Neka je Roo = () Rpn. Prema osobini neprekidnosti mere, sledi da vazi
=1

p(Roo) = lim p(R,) = 0. Pretpostavimo da x ¢ R.,. Tada postoji ng € N
tako da z ¢ R,,. Sledi da za svako k > ng vazi |f,, (z) — f(z)| < 1. Time
je dokazano klim foo(x) = f(x) za svako x € RS, kao i u(Ry) = 0. Dakle,
podniz (f,, )r konvergira ka f u-ss na X. [

Na kraju dokazujemo rezultat koji povezuje ravnomernu konvergenciju i
konvergenciju p-ss.

Teorema 5.2.4. (Jegorov®) Neka je E € R i u(E) < co. Neka je (fn)n niz
merljuih p-ss konacnih funkcija, koji na skupu E p-ss konvergira ka merljivoj
1-ss konacnoj funkciji f. Tada za svako € > 0 postoji skup E. C E, tako da
niz (fn)n Tavnomerno konvergira ka f na skupu E., i p(E \ E¢) < €.

Dokaz. Neka je € > 0. Ispunjeni su uslovi Teoreme Lebega 5.2.2, odakle
sledi lim p(R,(€)) = 0, pri cemu je R,(e) = |J Ex(e) i Ex(e) = {z € E :
n—oo k=n

SDmitri Fyodorovich Egorov (1869-1931), ruski matematicar
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| fi(x) — f(x)] > €}. Za svako k € N neka je €, = 7 i ajy = 55. Tada, kao u
Teoremi Risa 5.2.3, postoji niz rastu¢ih prirodnih brojeva (ny ), sa svojstvom

()<

Postoji brojng € Ntakodaje Y & <e. Nekaje F. = |J Ry, (+). Tadaje
k=ng k=ngo

w(F) < 3 w(Ry,) < Y 5 <e Nekaje E. = E\ F.. Ako je z € E,, tada
k=ng k=no

x ¢ F, odakle sledi da = ¢ R,, () za svako k > ng. Prema tome, za svako

k > ng postoji n > ny, sa svojstvom z ¢ E, (1), odnosno |f,,(z) — f(z)] < 1.

Izbor broja ng ne zavisi od x € E,.. Stoga je upravo dokazana ravnomerna

konvergencija niza (f,,), ka funkciji f na skupu E.. [

Ako je u(E) = 400, onda teorema Jegorova ne mora biti tacna.

Primer 5.2.3. Neka je X = N i pg4 je mera prebrojavanja na P(N). Neka je

fn karakteristi¢na funkcija skupa {1,2,...,n}. Zasvakox € Nje lim f,(x) =
n—od

1. Neka je 0 < € < 1. Ako je uq(N\ E,) < ¢, tada mora biti E. = N. Konver-

gencija lim f,(x) = 1 ne moze biti ravnomerna po z € N, jer je f,(z) =1

tek za n > x, i ovakav broj n se ne moze izabrati nezavisno od x.



Glava 6

Kompleksne mere

6.1 Apsolutna varijacija kompleksne mere

Do sada smo izucavali samo pozitivne mere. Ako je f € L;i(X, ) kompleksna

funkcija, i ¢(E) = [ fdp za svako E € R, tada je ¢ prebrojivo aditivna
E
funkcija na R. Ova ¢injenica sugeriSe opstiju definiciju mere.

Definicija 6.1.1. Neka je R jedna g-algebra na nepraznom skupu X. Funk-
cija X : R — C je kompleksna merana R, ako je A()) = 0 i ako je A prebrojivo
aditivna na R. Drugim rec¢ima, ako je (A4,), proizvoljan niz uzajamno dis-
junktnih skupova iz R, tada je

A (G An> - f:A(An). (6.1)

U prethodnoj definiciji, unija | J A, ne zavisi od rasporeda skupova A,,
n=1

tako da i suma Y A(A,) ne zavisi od redosleda sabiraka. Dakle, posmatrani
n=1

red (6.1) mora biti apsolutno konvergentan u C.

Jednostavno je proveriti da je svaka kompleksna mera neprekidna u odnosu
na monotone familije skupova (dakle, u istom smislu kao i pozitivne mere).
Medutim, ne moze se govoriti o monotonosti ili subaditivnosti kompleksne
mere.

Ako je A € R, i ako je A, € R za svako n € N, tada je niz skupova
(A,), particija skupa A pod sledeéim uslovima: A; N A; =0 za i # j, kao i

115
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A= A,
n=1
Svakoj kompleksnoj meri A pridruzuje se njena totalna varijacija ||, na

sledeéi nacin:

|A|(A) = sup {Z |IA(A ; je particija skupa A}

Vazi |A(A)| < |A|[(A) za svako A € R. Naime, ako je (A,), proizvoljna
particija skupa A, onda je

A = <Z|A n)| < IAI(A).
n=1
Ocigledno, ako je A > 0, onda je |\| = A.
Dokazujemo sledece interesantno tvrdenje o minimalnom svojstvu totalne
varijacije kompleksne mere.

Teorema 6.1.1. Ako je A\ kompleksna mera na R, tada je |\| pozitivna mera
na R. Pri tome, ako je pu proizvoljna pozitivna mera na R sa svojstvom
IAN(A)] < u(A) za svako A € R, onda vazi |A\[(A) < u(A) za svako A € R.

Dokaz. Ocigleno je |A|()) = 0. Potrebno je dokazati prebrojivu aditivnost
funkcije |A\|. Neka je A, € R disjunktna familija skupova, i neka je A =

U An. Za svako n € N neka je ¢, € R sa svojstvom ¢, < |A|(A4,). Tada za
n=1

svako n € N postoji particija (E,;); skupa A,, tako da je ispunjeno
tn < D [A(Ew)| < [A[(An).
j=1

Familija (E,;),; je particija skupa A, odakle sledi

Zt <ZZ|A )| < AI(A).

n=1 j=1

Uzimajuéi supremum po svim dopustivim nizovima (t,),, sledi da vazi

S |<|A\(UA)
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Neka je sada (Fj); proizvoljna particija skupa A. Tada je (A4, N F}),,;

particija skupa A, (A, N F}); je particija skupa A, i (4, N Fj), je particija
skupa Fj. Stoga je

DNEN = DD AANE) <) IMANE)
PP I CEHIED BRI CHE

Uzimajuéi sada supremum po svim particijama (F}); skupa A, sledi da vazi

IAI(A) < D IAI(An).

Upravo smo dokazali da je |A| pozitivna mera na (X, R).
Neka je sada p proizvoljna pozitivna mera na R sa svojstvom |[A(E)| <
p(E) za svako E € R. Neka je (G,,), proizvoljna particija skupa F. Tada je

STING) < 3 n(Ga) = u(E).

Uzimajudi supremum po svim particijama (G,,), skupa F, sledi da je |A[(E) <
u(E). O

Ako je p pozitivha mera na o-algebri R, onda je, eventualno, moguce
(A) = 400 za neko A € R. Sa druge strane, ako je A kompleksna mera
na R, uvek je AM(A) € C za svako A € R. Specijalno, ako je A kompleksna
mera i A > 0, onda je uvek A\ konacna mera. Dakle, pozitivna mera u opstem
sluc¢aju nije specijalan slucaj kompleksne mere.

Ako je A kompleksna mera koja uzima samo realne vrednosti, onda je A
realna mera, ili mera sa znakom.

Dokazujemo interesnantno tvrdenje o ogranicenosti kompleksne mere.
Pre glavnog tvrdenja, formuliSemo pomo¢ni rezultat tehnicke prirode.

Tvrdenje 6.1.1. Neka jen € N i z1,...,2, € C. Postoji podskup S skupa
{1,2,...,n}, tako da je

2%

jes

1 n
> — -
—W;‘Zﬂ
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Teorema 6.1.2. Neka je A\ kompleksna mera na (X,R). Tada za svako
A€ R vazi
ACA)] < [AI(A) < [A[(X) < oo

Dokaz. Dovoljno je dokazati poslednju nejednakost. Pretpostavimo da je
IA[(X) = +o0. Neka je t = 7(1 4+ |A(X)]). Na osnovu |[A|(X) > t, sledi da

postoji particija (E;); skupa X, tako da je Z IA(E;)| > t. Takode sledi da
j_

postoji n € N tako da je Z IA(E;)| > t. Na osnovu prethodnog Tvrdenja
i=1
6.1.1, sledi da postoji S C {1,2,...,n}, tako da je

> AE)

jes

ZM y>—_1+u< |-

Neka je A= |J E;. Tada je

JjeS

= ZA(Eﬂ > =

jes

Neka je B = X \ A. Tada je
IAB)| = [MX) = A(A)] = [AMA)] = [AMX)] > % - AMX)| =1

Dakle, uz pretpostavku |A|(X) = +oo, sledi da postoje merljivi i uza-
jamno disjunktni skupovi A, B, tako daje X = AUB, |A\(A)| > 1i|\(B)| > 1.
Takode je |A|(A) = 400, ili |\|(B) = 400. Neka je A1 = Ai B; = B. Pret-
postavimo da je |[A|(B;) = 4+o00. Tada postoje disjunktni merljivi skupovi
Ay, By, sa svojstvima |[A\(Ag)| > 11 |A|(Bs2) = +00. Nastavimo ovaj postupak
za svaki prirodan broj n. Tada je (A,), niz uzajamno disjunktnih merljvih

skupova sa svojstvom |A(A,)| > 1. Kako je |J A; C X, sledi da red
j=1

(0) - S

mora biti konvergentan, Sto nije moguce jer je opsti ¢lan po modulu uvek
veci od 1.
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Dakle, polazna pretpostavka |A|(X) = +o0 nije moguéa. O

Ako su Ay, Ay kompleksne mere na R, i ako su ¢y, co kompleksni brojevi,
tada je jednostavno proveriti da je ci A\ + co Ay takode kompleksna mera.
Takode, nije tesko proveriti da je skup svih kompleksnih mera na (X,R)
kompleksan normiran prostor, pri ¢emu je ||A| := |A|(X).

Ako je A kompleksna mera, onda na osnovu elementarnog razlaganja A =
Ar + iAp, sledi da su Ag i A\; realne mere.

Ako je A realna mera, onda su

1 _ 1
= SAHA), AT =S =)

pozitivne mere. Lako je proveriti da su AT 1 A~ ograni¢ene mere. A\™ i A~ su
pozitivna i negativna varijacija mere A. Tada vazi

A=A =27, A=At 4+

Prva formula se naziva Zordanova' dekompozicija realne mere \. Zordanova
dekompozicija realne mere je minimalna u smislu sledeé¢eg tvrdenja.

Teorema 6.1.3. Neka je A realna mera na R, © neka je X = \y — Ao, pri
cemu su Ay i Ay pozitivne mere na R. Tada je A\ > AT i Xy > A7

Tvrdenje dokazujemo naknadno.
Na kraju, neka je f kompleksna merljiva funkcija na X, i neka je A\ kom-
pleksna mera na o-algebri R. Na osnovu

A= (Ag = Ag) +i(A7 = A7),

sledi da je, po definiciji:

/fd)\ ::/fdA;—/fdAﬂ' /fd)\}—/fd)\, ,

X X X X X

pod uslovom da su svi integrali u prethodnoj formuli kona¢ni. Na taj nacin se
integrabilnost funkcije u odnosu na kompleksnu meru svodi na integrabilnost
te funkcije u odnosu na cetiri pozitivne ogranicene mere. Lako je proveriti
da vaze osnovna svojstva integrala.

'Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), francuski matematicar
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6.2 Apsolutna neprekidnost i
uzajamna singularnost

Neka su A, A1, Ao, p mere na o-algebri R skupa X, pri ¢cemu je p > 0.
Mera A je apsolutno neprekidna u odnosu na meru g, u oznaci A < ,
ako za svako E € R vazi implikacija

WE)=0 = A(E) = 0.

Primer 6.2.1. Neka je p pozitivna mera i f € Ly (X, p). Ako je
NE) = [ fan,  EeR,
E

tada je A < .

Dokaza¢emo kasnije da je ovaj primer najvazniji u pogledu razmatranja
apsolutne neprekidnosti jedne mere u odnosu na drugu.

Mera A je skoncentrisana na skupu A € R, ako za svako E € R vazi
AME) = MAN E). Ekvivalentno, A je skoncentrisana na skupu A, ako iz
EecRiENA=0sledi \(E) =0.

Mere Ay i Ay su uzajamno singularne, ako su skoncentrisane na medusobno
disjunkntnim skupovima (u oznaci A\;_LAy).

Jednostavno je dokazati slede¢i rezultat.

Teorema 6.2.1. Pretpostavimo da su X\, A1, Aa, it mere na o-algebri R, pri
cemu je p > 0. Tada vazi:

(1) Ako je A skoncentrisana na skupu A € R, tada je |\ takode skoncen-
trisana na A;

(2) Ako je A\iL)Xg, onda je |\|L|As|;

(3) Ako je MiLX i Ay LA, tada je (A + Ao) LA;

(4) Ako je VIR H 1A K My onda je ()\1 + )\2) <

(5) Ako je A < p, onda je |\ < p;

(6) Ako je \q < i Ao, onda je Ay LAs;

(7) Ako je A < p i ALy, onda je A = 0.

Dokazujemo vaznu karakterizaciju apsolutne neprekidnosti mera, ¢ime
opravdavamo koriséenje pojma ”"neprekidnost “.
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Teorema 6.2.2. Neka je A kompleksna mera, a p neka je pozitivna mera na
(X,R). Tada su sledeéa turdenja ekvivalenta:

(1) A< p.

(2) Za svako € > 0 postoji § > 0, tako da za svako E € R vazi implikacija:

u(E) <o = |MNF)| <e.

Dokaz. (2) = (1): Pretpostavimo da vazi tvrdenje (2), i neka je £ € R sa
svojstvom p(E) = 0. Tada je za svako § > 0 ispunjeno p(FE) <, te onda
prema (2) vazi da je |A(E)| < € za svako € > 0. Dakle, mora biti A(E) = 0,
tejei A < p.

(1) = (2): Pretpostavimo da ne vazi tvrdenje (2). Tada postoji € > 0,
tako da za svako n € N postoji E, € R sa svojstvima: u(E,) < = i

2n
IN(E,)| > €. Za ovakve skupove E,, vazi |A|(E,) > €. Neka je

Fn:DEj, F:ﬁFn.

j:n n=1

Tada za svakon € Nvazi F,, D F,;,. Takode je, prema osobini subaditivnosti
pozitivne mere p, ispunjeno:

p(E) <3 (E Z% =

Na osnovu neprekidnosti mere pu sledi da je

p(F) = lim p(F,) =0,
dok na osnovu neprekidnosti mere || sledi
IA[(F) = lim |[A|(E,) >€e>0.

Dakle, nije |\| < p, i stoga ne moze biti A < p. Prema tome, tvrdenje (1)
ne vazi. [

Prethodna teorema ne vazi ako A nije ograni¢ena mera.
Primer 6.2.2. Neka je m Lebegova mera na Lebeg merljivim skupovima
R* = R*([0,4+0)), i neka je A funkcija definisana na R* sa

AME) = /x -dm(z), EeR"

E
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Funkcija A je neograni¢ena pozitivna mera na R:

A([0,400)) = lim A([0,n)) = %2 — 400 (n — o0).

n—oo

Takode je A < m.
Sa druge strane, ako je o > 0, ¢ > 010 > 0, onda je

<{ 5])
m | |xg,x0+ =| | <9,
2
0 1 52
)=z ) >
>\(|:[E0,ZL’()—|—2:|) 2(%0(54— 4) -~ €,

ako je xy dovoljno veliki broj. Dakle, ne vazi tvrdenje (2) prethodne Teoreme
6.2.2.

Dokazujemo slican rezultat za uzajamnu singularnost mera.

Teorema 6.2.3. Neka su A i p pozitivne mere na (X, R). Tada su sledeca
tordengja ekvivalentna:

(1) ALp.

(2) Za svako € > 0 postoje A, B € R, tako da je AUB =X, AN B =1,
AMA) <eiu(B)<e.

Dokaz. (1) = (2): Ova implikacija je jednostavna.
(2) = (1): Pretpostavimo da vazi tvrdenje (2), i neka je n € N. Tada
postoje skupovi E,, € R, tako da je \(E,) < % iu(ES) < 2% Neka je

A, = GEk, A= ﬁAn.
k=n n=1

Tada je A, D A,y1 za svako n € N. Takode je

za svako n € N. Prema osobini neprekidnosti mere A, sledi da je A\(A) =
lim A(A,) = 0. Na osnovu

n—oo

A= [OJlAfw A, C AL, A= fj B C B,
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i na osnovu osobine neprekidnosti mere p, sledi da je

u(A%) = lim p(A7) < lim p(E7) = 0.

n—oo

Dakle, X je skoncentrisana na skupu A€, dok je u skoncentrisana na skupu
A, te je ALp. m

6.3 Teoreme Radona-Nikodime i Lebega

Teorema Radon?-Nikodime?® zauzima centralno mesto u teoriji mere. Ova
teorema implicira da je Primer 6.2.1 u stvari jedini vazan primer apsolutne
neprekidnosti mera.

Teorema 6.3.1. Neka je p pozitivna i o-konacéna mera na (X, R). Tada
postoji funkcija w € Ly (X, p), tako da je 0 < w(z) < 1 za svako x € X.

Dokaz. Mera p je pozitivna i o-konac¢na, te sledi da postoji niz merljivih

skupova (A, )n, tako da je p(A,) < oo za svakon € N, kaoi |J 4, = X.

n=1
Neka je
0, re X\ A,
wraay € An
Neka je w(z) = > wy(x), z € X. Tada je w trazena funkcija. O
n=1

Ideja prethodne teoreme je da mera p i mera F — [wdp imaju iste
E
skupove mere nula.

Sada dokazujemo teoreme Radon-Nikodime i Lebega. Tako se ovi rezultati
u literaturi sre¢u kao dve odvojene teoreme, koristimo dokaz fon Nojmana?,
koji objedinjuje oba rezultata.

Teorema 6.3.2. Neka je A kompleksna mera na (X, R), i neka je p pozitivna
o-konacna mera na (X, R).

2Johann Karl August Radon (1887-1956), austrijski matematicar

30tto Marcin Nikodym (1887-1974), poljski matematicar

4John von Neumann (Margittai Neumann Janos - Johan Lajos) (1903-1957), madarsko-
americki matematicar
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(1) Postoje jedinstvene mere A\, i As na R, tako da je
A=A+ A, A <<y, A Lpe

(2) Postoji jedinstven elemenat f € Ly(X, ), tako da za svako E € R
vazl

AE) = / fdu.

E

Napomena 6.3.1. Uredeni par mera (A, As) iz dela (1) naziva se Lebegova
dekompozicija mere X u odnosu na meru . Jedinstvenost mera A, i Ag
se jednostavno dokazuje, tako da je u ovom slucaju akcenat na egzistenciji
pomenute dekompozicije.

Tvrdenje (2) predstavlja Teoremu Radona-Nikodime. Napomenimo da
je u ovom slucaju f jedinstveni elemenat prostora L;(X,u), ali ako se f
posmatra kao funkcija, onda je f definisana p-skoro svuda na X.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje dva para mera (A, As) i (A, \.), koji
zadovoljavaju tvrdenje (1). Tada je

Ao — A=A — A,
Iz \g — A, < ppi AL — Mg Ly, sledi daje Ay = N, 1 As = AL
Pretpostavimo da je A pozitivna i ogranicena mera na R. Neka je w €

Ly(X, ) funkcija sa svojstvom 0 < w(x) < 1 za svako € X. Posmatrajmo
meru ¢ na R, definisanu kao

o(E) = \E)+ /wd,u.

Tada je ¢ > 01 p(X) = MX) + [wdp < oo. Dakle, ¢ je pozitivna i
X

n
ogranicena mera na X. Ako je s = ) a;x4, prosta nenegativna merljiva
Jj=1
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funkcija (A; N A; = 0 za i # j), onda je

/sdgp = Za]go Za] /wd,u

X A,

— Za] / <zn:anAj) wdy

Jj=1

= /sd)\—l—/swdu

Neka je f proizvoljna pozitivna merljiva funkcija na X. Tada postoji
rastuéi niz (s,), prostih pozitivnih merljivih funkcija na X, tako da je
lim s, = f. Uzimajuéi u obzir da vazi dokazana formula

/snahp: /snd)\—i—/snwd,u, n € N,

X X X

primenimo Teoremu o monotonoj konvergenciji. Sledi da vazi

X/ fdp = X/ fd\ + X/ Fwdp.

Neka je sada f € Lo(X, ) proizvoljna funkcija. Funkciji f pridruzimo
F(f) = [ fd\. Prime¢ujemo da na osnovu A < ¢, kao i na osnovu nejed-

X
nakosti Heldera vazi:
1/2

Pl =| [ 1a\ < [inans [inae< | [1rrde| ooy

Uzimajuéi u obzir ¢(X) < oo, sledi da je F' ogranicen linearan funkcional
na Hilbertovom prostoru Ls(X, ). Prema Risovoj teoremi o reprezentaciji
linearnih funkcionala, sledi da postoji jedinstveni elemenat g Hilbertovog
prostora Lo(X, ¢), tako da je

:/fd)\z/fgdgo, [ € Ly(X, ). (6.2)
X X
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Elemenat ¢ je jedinstven u Ly(X, ), ali je funkcija g definisana @p-skoro
svuda. Dakle, zakljucak se ne menja ako se promeni vrednost funkcije g na
nekom skupu ¢p-mere nula.

Neka je E € R sa svojstvom ¢(E) > 0. Na osnovu ogranicenosti mere ¢
sledi da je xg € La(X, ). Stoga mozemo razmatrati F'(xg). Vaz

0<AE) = /XEd)\ = F(xg) = /gdso,

X E

te je g > 0 p-ss. Na osnovu 0 < A < ¢, sledi da je

-2

Na osnovu Teoreme o srednjoj vrednosti integrala, sledi da je g(x) € [0,1]
za @-skoro svako x € X. Prema ranije navedenom, mozemo smatrati da je
0 <g(x) <1 zasvako x € X.

Na osnovu (6.2), proizilazi da vazi formula

Ja-gsin= [ fowd (6.3

X

za svako f € Lo(X, ).
Uoc¢imo skupove

A={re X :0<g(z) <1}, B={xe€ X :g(zx) =1}

Ocigledno je AUB=X1iANB=1.
Definisemo mere A, i A\ na sledeéi naéin:

MN(E) = MANE),  M(E)=\BNE).

Na osnovu ogranicenosti mere ¢ sledi da je xp € Lao(X, ), odakle sledi
da se u formuli (6.3) moze uzeti f = xp. Tada vazi

0= /(1 —g)d\ = /ngwdu = /wdu-

B X B

Kako je w > 0, sledi da je u(B) = 0. Prema tome, A\sLpu.
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Funkcija g je ogranicena, te sledi f = (1+g+---+ ¢")xe € L2(X, )
za svako n € N i svako E € R. Dakle, ovako uzeta funkcija f moze biti
razmatrana u (6.3), i sledi:

/ (1 —g"™H)d\ + / (1 —g"™)dA

ANE BNE
= /(1—g”+1)d>\:/g(1+g+gz+~~~—|—g”)wdu.
E E

Sada je [ (1 —g¢"™")d\ = 0. Zbog 0 < g < 1 na skupu A, sledi da niz
BNE

((1 - g”“)) monotono raste ka 1 na skupu £ N A. Dakle, na osnovu

n
Teoreme o monotonoj konvergenciji, sledi

/ (1 —g"t™hd\ — M\ (E), n — oo.

ANE

Niz g(1+ g+ g*+ -+ + g")w je takode monotono rastuéi i konvergentan ka
nenegativnoj merljivoj (eventualno prosirenoj realnoj) funkciji A . Sledi da
za svako F € R vazi

Ao(E) = / hd.

E
Ako je E = X, onda je

/hd,u ~ (X)) = MANX) < oo,

X

odakle sledi da je h € Li(X, ). Na kraju, o¢igledno je A\, < p, i teorema je
dokazana u slucaju da je A\ pozitivna i kona¢na mera.

Opsti slucaj komleksne mere A sledi jednostavno na osnovu dekompozicije
A= AL — Az +i(A\] — A7), i primenom prethodnog rezultata na svaku od
cetiri pozitivne i ogranicene mere. [

Dokazujemo teoremu u slucaju kada su obe mere pozitivne i o-konacne.

Teorema 6.3.3. Neka su A\ i p pozitivne i o-konacne mere na o-algebri R
skupa X.
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(1) Postoje pozitivne mere A, i As na R, tako da vaZi
A=A+ A, A <<y, As Ly
(2) Postoji nenegativna prosirena merljiva funkcija h, tako da je

() = / hdp,  EeR.

E

Dokaz. Postoje skupovi X,, € R (n € N) tako daje X = J X, i A(X,) < o0

n
za svako n € N. Bez gubljena opstosti moze se pretpostaviti da su skupovi
X, uzajamno disjunktni. Prema prethodnoj Teoremi 6.3.2, sledi da za svako
n € N postoje mere A i \7, sa svojstvom

a takode postoje funkcije h,, € L1(X,, 1]x, ) tako da je
N(E) = [ hadul,.
E
Lako je proveriti da se moze uzeti:

M(E) =) _M(ENX,), E€R,
n=1

M(E)=) MN(ENX,), E€R,
n=1

h(z) = hy(x) zaxz € X,,, neN.
[

Definicija 6.3.1. Ako je A < pu i d\ = fdu, tada je funkcija f Radon-
Nikodimouv izvod mere A u odnosu na meru j, u oznaci f = %.

Svi uslovi u Teoremi Radona-Nikodime su vazni, a to pokazuje sledeéi
primer.
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Primer 6.3.1. Neka je X = [0, 1], R* je familija Lebeg merljivih skupova na
[0, 1], m je Lebegova mera na R*, u4 je mera prebrojavanja na R*. Mera m
je o-konacna, ali mera 4 nije o-konacna. Ako je uq(F) =0, onda je E = 0,
te je i m(E) = 0. Dakle, m < pg4. Pretpostavimo da postoji h € L1 (X, pa),
tako da za svako E € R* vazi m(E) = [ hdug. Ocigledno je da h ne moze

B
biti jednako nula-funkciji. Neka je zo € [0, 1] tako da je h(zg) # 0, i neka
je E = {x}. Tada je 0 = m(E) = [ hdug = h(z¢) # 0. Sledi da ne vazi

E

Teorema Radona-Nikodime, iako je m < ps.

6.4 Dekompozicija mere i prostora

Teorema Radon-Nikodime ima vazne posledice. Sledeca teorema je poznata
kao polarna dekompozicija kompleksne mere.

Teorema 6.4.1. Neka je neka je A kompleksna mera na (X, R). Tada postoji
merljiva funkcija h, tako da je |h| =1 i d\ = hd|)|.

Dokaz. Na osnovu A < |A| i Teoreme Radona-Nikodime, sledi da postoji
funkcija h € L1(X,|A]) tako da je dX\ = hd|\|.

Posmatrajmo skup A; = {z € X : |h(z)| < t} zat > 0. Neka je (E,)n
proizvoljna particija skupa A;. Tada je

D AEN =) /fdlM < D HAIEL) = tAI(A).

n=1
n

Ako je t € (0,1), onda ocigledno mora biti |[A|(A;) = 0. Sledi da je |h| > 1
|A]-ss.
Pretpostavimo da je |A|(E) > 0. Tada je

1 _ )
() E/ M= i) =

Prema teoremi o srednjoj vrednosti sledi da je |h(x)| < 1 |A|-ss.
Dakle, |h| =1 |A|-ss. Bez gubljenja opstosti moze se funkcija h predefin-
isati na skupu |A\|-mere jednake nuli, tako da je |h| =1 na X. ]
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Teorema 6.4.2. Neka je p pozitivna mera na (X, R), g € L1(X,u) i d\ =

gdp. Tada je d|N\| = |g|dp.

Dokaz. Postoji funkcija h, tako da je [h| = 11 d\ = hd|A|. Dakle, hd|A| =

gdp, te je i d|A| = hgdu. Na osnovu > 01 |A] > 0 sledi hg > 0 p-ss, te je

hg = |g| p-ss. O
Poslednja teorema ove lekcije je Hanovo® razlaganje prostora indukovano

realnom merom.

Teorema 6.4.3. (Han) Neka je A\ realna mera na (X,R). Tada postoje
skupovi A,B € R, ANB =0, AUB = X, tako da za svako E € R pozitivna
varijacija AT i negativna varijacija X\~ mere X zadovoljavaju uslove:

AMN(E)=XMANE), AN (E)=-XBNE).
Dokaz. Postoji h tako da je |h| = 11 dX\ = |h|d|\. Mera X je realna, te je

|h| |A|]-ss realna. Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostavti da je h realna
funkcija. Tada je h(x) = +1 za svako x € X. Neka je

A={zxeX:h(z)=1}, B={re X :h(x)=-1}.
. Vazi At = 1(|A] + A), i takode

1 h, na A
- 1+h _ ) )
2( ) {O, na B.

Stoga je za svako E € R ispunjeno

1
N(E) = | /(1 +h)d|A| = / hd|A| = \(AN E).
E ANE

Na osnovu AM(E) = A(ANE)+ ABNE)i A=At —\",sledi da je A" (F) =
—AMBNE). O

Kao posledicu, navodimo ranije najavljeno minimalno svojstvo pozitivne
1 negativne varijacije realne mere.
Posledica 6.4.1. Neka je A realna mera 1 A = Ay — Ao, pri cemu Su Ay, Ay
pozitivne mere. Tada je AT < A\ i A7 < Ag.
Dokaz. Kako je A < Ay, sledi da za svako E € R vazi

AT(E)=XANE) < M(ANE) < \(E).

Analogno se dokazuje i drugi deo teoreme. O]

SHans Hahn (1879-1934), austrijski matematicar



Glava 7

Izvod

7.1 Vitalijev pokrivac

Jedan od najvaznijih rezultata u matematici (ako uopste ima smisla postaviti
pitanje "Koji rezultat u matematici je najvazniji?“), jeste teorema Njutn-
Lajbnica, odnosno rezultat koji tvrdi da su izvod i integral uzajamno inverzne
transformacija na skupovima dopustivih funkcija. Ovoj teoremi se moze
pristupiti na vise nac¢ina. Jedan od njih je koriséenje Vitalijevog! pokrivaca.
Definicija 7.1.1. Neka je E C R, i neka je A familija nekih zatvorenih

segmenata u R. Familija A je Vitalijev pokrivac skupa E, ako vaze sledeta
svojstva:

) EcC U
JEA
(2) Za svako = € FE i svako € > 0 postoji J € A tako da je x € J i

m(J) < e.

U vezi sa Vitalijevim pokrivazem, dokazujemo sledeci rezultat, koji prakticno
svaki Vitalijev pokriva¢ svodi sustinski na prebrojiv pokriva¢. Podsetimo da
je sa m* oznacena spoljna Lebegova mera na P(R).

Teorema 7.1.1. (Vitali) Neka je E C R i neka je A Vitalijev pokrivac skupa
E. Tada postoji najvise prebrojivo mnogo uzajamno disjunktnih segmenata
(Jr)ken 12 A, tako da je

m* (E\ijjk> = 0.

!Giuseppe Vitali (1875-1932), italijanski matematicar

131
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Dokaz. Skup E ne mora biti Lebeg merljiv. Medutim, uvek postoji spoljna
Lebegova mera skupa £, koja moze biti konac¢na ili beskonacna.

Pretpostavimo prvo da je m*(F) < oco. Postoji otvoren skup U tako da
je ECUim(U) < co. Neka je Ag = {J € A:J C U}. Jednostavno je
utvrditi da je Ay takode Vitalijev pokrivac skupa A, sa o¢iglednom osobinom
.A() Cc A.

Neka je J; € Ag proizvoljan segment. Ako je A C Jp, ili je m*(E\J;) =0,
onda je dokaz zavrsen: trazeni niz (J)x se svodi na jedan element J;. Stoga
pretpostavimo da je m*(E \ J;) > 0. Skup J; je zatvoren, te je Uy = U \ J;
otvoren. Kako je E'\ J; C Uy, sledi da je Uy # (). Proizilazi da je

0<cp= sup m(J) < +o0.
JeAy,JCUL

Sledi da postoji Jy € Ay tako da je
1
0< 501 <m(J2) <, J10J2:®.

Ako je E C JyU Jy, ili je m*(E'\ (J1 U Jy)) = 0, dokaz je zavrsen: trazeni niz
(Jy )k se svodi na skup {Jy, Jo}. Stoga pretpostavimo da je m*(E\ (J;UJy)) >
0. Skup Uy = U \ (J1 U J3) je otvoren i neprazan. Postoji J3 € Ay tako da je

0< l02 <m(J3) <cg= sup m(J) < +oo.

2 JEA,JCU>
Opisani postupak mozemo nastaviti sve dok je m*(E\ (J;U- - -UJ,)) > 0. Ako
bi prethodna spolja Lebegova mera bila jednaka nuli, dokaz bi bio zavrsen:
trazeni najvise prebrojiv niz (Ji)x se svodi na konacan skup {Ji,...,J,}.
Ako se postupak nikada ne prekida u kona¢nom broju koraka, onda dolazimo
do beskonaé¢nog niza (Ji)y sa sledeéim svojstvima: JpNJ, =0 za k # n, kao
i

1
0<—cx <m(Jgs1) <cg= sup m(J) < o0,
2 JEA,ICUy

gdeje Uy =U\ (J1 U---UJy).
Dokaz je zavrSen ako pokazemo m* (E \ ( U Jk)) =0.
k=1

Primetimo da vazi
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za svako n € N. Neka je ng € N. Za svako z € E'\ (U, Jx) C Gy, postoji
J(z) € Ay tako da je x € J(x) C U,,.

Tvrdimo da nije moguée J(z) C Uy za svako k > ng. Ako bi ipak bilo
J(x) C Uy za svako k > ng, onda bi sledilo m(J(z)) < ¢x < 2m(Jgy1) za
svako k > ng. Medutim, na osnovu |JJ, C U im (U, Jx) = d_m(Jy) <

% k

m(U) < 4oo. Sledi da je red > m(J;) konvergentan i klim m(Jy) = 0.
k — 00

Poizilazilo bi m(J(z)) = 0, $to nije moguce.
Na osnovu prethodnog obrazlozenja, sledi da postoji p(x) € N i p(x) > ng
tako da je J(X) C Uyy, Ungt1, - - -, Up@)-1, ali nije J(x) C Up(a).

p(z)-1
Kako je J(2) C Upz)—1 = U\(J1U- - -UJpy—1), sledi J(z)N ( U Jk) =
k=1

p(z)

0. Na osnovu J(x) € Uy sledi J(z)N ( U Jk> # 0. Dakle, J(x) N Jy@) # 0
k=1
im(J(2)) < Cpay-1 < 2m(Jp())-

Neka je d = m(J(z)) i d, = m(Jpm)), neka je a centar intervala Jp,
iy € J(x) je proizvoljna tacka. Tada je |y —a| < d + 3d, < 3d,. Sledi
da se J(x) nalazi unutar intervala D, ¢iji je centar a, dok je duzina ovog
intervala jednaka 5d,.

Sada za svaki interval J, konstruiSsemo interval D; sa istim centrom i 5

puta vecom duzinom. Za svako ny € N ispunjeno je x € E'\ <U Jk) C Up,.
k
Kako je p(z) > ng, onda je x € J(x) C D). Stoga je
EC (U Jk;) C U Dy,
l k=ng

za svako ng € N. Sledi

m’ <E\ (U Jk>> < Z m*(Dy) =5 Z m(Jy) — 0, ng— oo.

l k=ng k=ng
Proizilazi da je m* (E\ (U Jk)> = 0.
k
U clju kompletiranja dokaza, pretpostavimo sada da je m*(F) = +o0.

Neka je By = EN (k,k+ 1) za k € Z. Tada je E = |J Ej, pri cemu je
kEZ
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za svako k € Z ispunjeno m*(Ey) < +oo. Neka je (Jg,), Vitalijev pokrivac
skupa Jy, za svako k € Z. Tada je (Jgn )k, Vitalijev pokrivac¢ skupa E. Time
je dokaz zavrsen. O

Posledica 7.1.1. Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi prethodne teoreme,
i neka je m*(E) < oo. Za svako € > 0 postoji konacéno mnogo uzajamno
disjunktnih zatvorenih segmenata Ju,...,J, Vitalijevog pokrivaca A skupa

E, tako da je
m * <E\ (U Jk>> <€
k=1

Dokaz. Prema Teoremi Vitalija, postoji niz zatvorenih i uzajamno disjunkt-

nih segmenata (Jy)g, tako da je m* (E\ (U Jk>) = 0. Sledi da je red
K

> - m(Jg) konvergenta, te postoji n € N tako da je > m(Jy) < e. Vazi
k k=n-+1

(@)oo 8, (04)
o)) (1 () S

Time je posledica dokazana. Il

te je

7.2 Monotone funkcije

Osnovni cilj ove lekcije jeste dokaz da monotona funkcija ima izvod m-skoro
svuda. Osim toga, vazi ”jedan smer nejednakosti“ u Njutn-Lajbnicovoj for-
muli.

Neka je f : [a,b] — R funkcija i neka je x € (a,b). Izvod funkcije f u
tacki x je, ukoliko postoji, slede¢a grani¢na vrednost:

o) tim L0 =)

yor Y — X
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Izvod funkcije u nekoj tacki ne mora postojati. Zato ima smisla nametnuti
slabije zahteve, kao $to su levi ili desni izvod u tacki, kao i gornji i donji (levi
ili desni) izvod funkcije u tacki.

Definicija 7.2.1. (Dinijevi® izvodi) Neka je f : [a,b] — R i neka je z,y €
[a,b], v # y, kao i
fly) = f(x)

y—x
Dinijevi izvodi funkcije f u tacki x jesu sledeé¢e vrednosti u skupu R*:
(1) D_f(z) = liminf ¢(x,y) (donji levi izvod);
y—a—

o(r,y) =

2 D™ f(x) = limsup ¢(z,y) (gornji levi izvod);

y—T—

(

(3) Dyf(z) =lim igf o(x,y) (donji desni izvod);
Yy—x

(4) DT f(x) = limsup ¢(z,y) (gornji desni izvod).

y—x+
Proizilazi da je f : [a,b] — R diferencijabilna u tacki z € [a,b], ako i
samo ako su sva cetiri Dinijeva izvoda konacna i jednaka.
Dokazujemo slede¢u teoremu Lebega o izvodu monotone funkcije.

Teorema 7.2.1. (Lebeg) Neka je [a,b] ogranicen i zatvoren segment, i neka
je f: |a,b] — R neopadajuca funkcija. Tada funkcija f ima konacan izvod u
m-skoro svim tackama segmenta [a,b];

Dokaz. Dokazacemo da je Lebegova mera sup tacaka E, u kojima se razlikuju
dva Dinijeva izvoda, jednaka nuli (odnosno m(E) = 0). Primetimo da je za
svako = € (a,b), zbog monotonosti funkcije f, kao i zbog osobina donje i
gornje grani¢ne vrednosti, ispunjeno:

D_f(z) < D™ f(z) < Dy f(z) < D" f(a).
Neka je, na primer,
E={z € (a,b): Dy f(z) < D f(x)}.

Kako je sa m* oznacena spoljna Lebegova mera na R, dokaza¢emo da je
m*(E) = 0. Posmatrajmo niz skupova

Ew={x € (a,b): D, f(z) <u<v<D'f(x)}, u,veQqQ.

2Ulisse Dini (1845-1918), italijanski matematicar
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Tada je

E = U Eyp.

u,vEQ

Ocigledno, za svako u,v € Q vazi m*(E,,) < +oo. Takode, za svako ¢ >
0 postoji otvoren skup U konacéne mere, tako da je E,, C U i m(U) <
m*(E ) + €.

Konstruisa¢emo Vitalijev pokrivac za svaki skup E,,.

Kako je

D, f(z) =sup < inf <,

t>0 \ h€(0,)

flx+h)— f(l’))
h

proizilazi da je

o R~ f()

<w
he(0,t) h

za svako t > 0. Dakle, za svako t > 0 postoji h € (0,t) tako da je

fx+h) - =)
h

<.

Obzirom da je t > 0 proizvoljno, sledi da h moze uzeti proizvoljno mali
pozitivan broj. Svakoj tacki z € E,, odgovara familija zatvorenih intervala
[z,x 4+ h|, h > 0, tako da su ispunjeni sledeéi uslovi:

(i) [z,z + h] C UN]a,bl;

(i) fx+h) — f(z) — f(x) < ohs

(iii) A > 0 moze biti proizvoljno mali broj.

Sledi da upravo opisana familija A = ([z,z + h]),, formira Vitalijev
pokriva¢ skupa FE,,. Na osnovu Teoreme Vitalija, sledi da za svako ¢ > 0
postoji kona¢no mnogo uzajamno disjunktnih intervala Iy, ..., Iy, € A (I =
[k, z + hi]), tako da je

m* (Euv\ ©[k> .

Na osnovu f(zg + hi) — f(xr) < vhy za svako k = 1,... kg, sledi

ko ko

D (flar+he) = flan) <vd_ i <v-m(U),

k=1 k=1
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kao i
ko

> (Flae+ hi) = f(ar)) <v- (m*(Bu + €).

k=1

k
Uvedimo oznaku I? = (ay, zx + he) za svako k = 1,... ko, V = U I?,
k=1

kao i Ay, = Fy, NV. Tada za svako y € A,, vazi

u < D" f(y) = inf ( sup fly+s) _f(y)> .

t>0 s€(0,t) S

Na ve¢ opisani nacin konstruisemo Vitalijev pokrivac¢ A; skupa A,,, koji ima
sledec¢a svojstva:

(i) Za svako y € Ay, postoji segment [y, y+s], s > 0, tako da je [y, y+s| C
V N (a,b);

(ii) us < fly +1) — f(y);

(iii) s je proizvoljno mali pozitivan broj.

Prema posledici Teoreme Vitalija, sledi da postoji konacno mnogo uza-
jamno disjunktnih elemenata Jy = [yx, yx + Sk] € A1, k= 1,...,k;, tako da

je
k1
m* (Auv \ U Jk) <€
k=1
Takode je
kl kl
UZ Sk < Z(f(yk + 56) — f(ye))-
k=1 k=1

Segmenti Jj su sadrzani u segmentima [;, segmenti J; su uzajamno dis-
juntni, segmenti I; su uzajamno disjunktni, funkcija f je neopadajuca. Stoga
je

S (Flye+sk) = Flr)) <D (Flon + ) — fla).

Na osnovu ¢injenice

(1)) ()
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ko ko
o (3 e (0)
k=1 k=1

proizilazi da vazi

kao 1

m*(Ey) < €+ m*(Aw)-

Vazi i sledece:

m* (Auv \ ij Jk) =m"(Ay) —m” (Auv N (G Jk>> <e.

Stoga je

kl lfl
m*(Ayy < €+ m* (Awﬂ <U Jk.>> <e+m" <U Jk) .
k=1 k=1

Na kraju, sledi da vazi

u(m*(Ew) —2€6) < u(m’(Au) —€) < szk < Z(f(yk + sx) — f(yr))
< Zo(f($k + hk) - f(f/Ek)) < U(m*(Euv) + 6)'

Kako je tvrdenje dokazano za svako € > 0, onda je
um*(Eyy) <vm*(Eyy
odnosno
(v —u)m*(Ey,) = 0.

Sledi da mora biti m*(E,,) = 0, te je E,, € R*. Dakle, u svim prethodnim
izrazimo moze se pisati m umesto m*.

Lako je proveriti da se i za ostale izvode moé dokazati isto tvrdenje. Sledi
da f’(x) postoji za m-skoro svako z € [a, b]. O

Koristan je tehnicki rezultat o Borel-merljivosti monotonih funkcija.
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Teorema 7.2.2. Ako je [ : [a,b] — R monotona funkcija, onda je f Borelova
funkcija. Samim tim, f je Lebeg-merljiva funkcija.

Dokaz. Funkcija f ima najviSe prebrojivo mnogo tacaka prekida. Sledi da
je skup E tacaka prekida funkcije f Borelov, i m(E) = 0. Prema tome, f je
Borelova funkcija. m

Sledeca teorema je takode poznata kao Teorema Lebega.

Teorema 7.2.3. (Lebeg) Neka je [a,b] ogranicen i zatvoren segment, i neka
je f:]a,b] — R neopadajuca funkcija. Tada je f' integrabilna funkcijai vazi

/f@ﬂm@%éﬂw—fW)

Dokaz. Neka je (h,), niz pozitivnih brojeva, tako da je lim h,, = 0. Neka

n—oo

je f(x) = f(b) za svako = > b, i neka je

gn(z) = flot h;z) - f(x), x € [a,b],n € N.

Tada je lim g,(z) = f'(x) za m-skoro svako = € [a,b]. (gn), je niz pozitivnih
i merljivih funkcija. Na osnovu Fatuove leme sledi da je
b

/b f(x)dm(z) < liminf / gn(z)dm().

n—oo
a

Sa druge strane, na osnovu translatorne invarijantnosti Lebegove mere (bez
smene promenljivih!), vazi

/%mmm»=7% /f@WM@—/ﬂmm@)
' 1 b
- /fmmm»—/fmmm>
b a
=f@—%/fmmm<mw¢@

Time je teorema dokazana. O]
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7.3 Funkcije ogranicene varijacije

Funkcije ogranicene varijacije mogu biti izu¢avane nezavisno od potreba mere
i integracije. Ovu sekciju navodimo imajuéi u vidu potrebu za potpunijim
izlaganjem materije.

Definicija 7.3.1. Neka je f realna (ili kompleksna) funkcija definisana na
[a,b]. Ako postoji konstanta C' > 0 tako da za svaku podelu P segmenta
la, b]:

Aa=Tg<T1<Xy<--<xT,=b

vazi

Z |f(zr) — flap-1)| < C,

onda je funkcija f ogranicene varijacije na |a, b|.
Skup svih funkcija ogranicene varijacije na [a, b] oznacava se sa BV [a, b].

Definicija 7.3.2. Ako je f € BV]a,b], tada je veli¢ina
b n

V() =sup ) | f(ae) = flor-a)
k=1

totalna varijacija funkcije f na [a,b], pri ¢emu je supremum uzet po svim
podelama P segmenta [a, b].

Lako je uvideti da ako je f realna i monotona funkcija na segmentu [a,

onda je f ogranicene varijacije na [a,b], pri cemu je VO (f) < |f(b) — f(a

Takode, ako je f € BV[a,b|, onda je f ogranic¢ena funkcija na [a, b].
Dokaza¢emo osnovna tvrdenja o funkcijama ogranicene varijacije.

Teorema 7.3.1. Neka je f,g € BV[a,b] i « € C. Tada je oof, f + g €
BV/[a,0], Vg(af) = la| Vo(f) i Vo(f +9) < Vo(f) + Va(g).
Dokaz. Formula V®(af) = |a| V2(f) je ocigledno tacna, odakle sledi af €

BV]a,b]. Nekaje h=f+gia=ux¢ <z <---<ux, =D proizvoljna podela
segmenta [a, b]. Tada je

b]?
)l

Z |h(zx) — hzp-1)| < Z |f(@x) — flar—1)| + Z 19(xx) — g(g-1)]
k=1 k=1 k=1
V() + V()

a

IN
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odakle sledi V2(f 4 g) < V2(f) + V2(9). O

Teorema 7.3.2. Neka je f,g € BV]a,b]. Tada je fg € BV]a,b]. Ako
postoji konstanta ¢ > 0 tako da je |f(x)| > ¢ za svako x € |a,b], tada je
1/f € BV]a,b.

Dokaz. Neka, je f,g € BV[a,b. Tada postoje konstante M i N tako da je
|f(x)| < M i|g(x)| < N za svako x € [a,b]. Tada je
Z Fee)g(ee) — Flrer)glon )| =
_ Z P o) — F(a)gms) + Fan)a(es) — Fre)g(res)
< 2 F@gle) — Frgles)
" Z Feg(rer) — Fnng(re)

<MY g(an) = glar)l + N Y |f(xr) = flan)]

< M\Z/(g)JrN\b/(f).

Time je dokazano fg € BV [a,b]. Drugi deo tvrdenja ostavljen je ¢itaocu za

samostalan rad. OJ

Teorema 7.3.3. Neka je a,b,c € R, a < b < ¢, i neka je [ realna funkcija
definisana na segmentu [a,b]. Tada je f € BVla,b], ako i samo ako je
f € (BVl]a,c]) N (BV]e,b]). Pritome je

Dokaz. —> : Neka je f € BV[a,b]. Posmatrajmo podele P; i P, segmenata
[a,c] i [c,b] redom, odnosno

A=Y <Py < < Yn=c=20<21<--<2z,=>b.
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Ocigledno, P = P, U P, je podela segmenta [a, b]. Stoga je

1) = )] + 3£ — Famn)] < V(P

Sledi da je

m<@

V() + V() < V(P

< : Neka je f € (BV]a,c]) N (BV]c,b]), ineka je P:a =1z < 27 <
-+ < x, podela segmenta [a, b].
Ako je c jedna tacka podele P, recimo ¢ = zj, tada je

S =@l = 3 =@l 3 [F@n—F )] < VAV,

k=1 k=1 k=j+1 ¢
odakle sledi \ ,
V() < V() + V().

Ako c nije tacka podele P, tada postoji j tako da je x; < ¢ < x;1;1. Stoga
je

D 1f () = xm|<Z|ka fl@ron)] +1£(c) = f(z)]
k=1

i) — £+ Y 1) — fam)] < V() + V),
k=j4+2

odakle takode sledi ,

V() < V() +V(F).

a

Time je dokazano tvrdenje. O

xT

Posledica 7.3.1. Ako je f € BV]a,b], tada je x — V(z) = V(f) rastuca

funkcija na |a, b.

Dokaz. Neka je a < 21 < 29 < bi f € BV][a,b. Na osnovu prethodne
teoreme je

Vi) = V() < V) + V() = V() = V(wa)
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Teorema 7.3.4. (Zordan) Neka je f realna funkcija definisana na segmentu
la,b]. Tada je f € BV][a,b], ako i samo ako je f =g — h, pri ¢emu su g i h
rastuce funkcija na [a,b].

Dokaz. <= : Ako su g i h dve rastuce funkcije na [a,b]. Tada je g,h €
BVia,bif=g—he BVa,b.

—: Nekaje f € BV][a,b|ig(z) = Vi(f). Tada je g rastuéa funkcija na
[a,b]. Neka je h(x) = VI(f) — f(x). Tada je f(z) = g(z) — h(z). Dovoljno
je dokazati da je h takode rastuca funkcija na [a, b].

Neka je a < x1 < z9 < b. Tada je f(x2) — f(x1) < |f(x2) — f(z1)] <
Vi2(f). Stoga je

h(w) = hlar) = V() = f(2) = V() + flan) = V() = (F(w2) = () = 0.
Time je dokazano da je f rastuéa funkcija na [a, b]. ]

Monotone funkcije jesu ograni¢ene varijacije, ali nisu neprekidne. Takode
postoje neprekidne funkcije koje nisu ogranic¢ene varijacije.

Primer 7.3.1. Neka je

rcosqg, x#0,
€Tr) =
/(@) {O, z = 0.

Tada je f neprekidna funkcija na [0, 1], ali nije ogranic¢ene varijacije na [0, 1].

Dokaz. Neka je P, podela segmenta [0, 1]:

1
O _
Son Som_1

1
<-e< =<l
2

za svako n € N. Tada je

;um)—f(xk1>|—%+2(1+%+§+...+%) S0 (n— o).

Time je dokazano da f nije ogranicene varijacije na [a, b]. O]

Imajuéi u vidu da realne funkcije definisane na segmentu [a, b] mogu imati
najvise prebrojivo mnogo tacaka prekida, i pri tome su svi prekidi prve vrste,
zakljucujemo da vazi sledeéi rezultat.
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Posledica 7.3.2. Neka je f € BV|a,b]. Tada funkcija f moze imati prekide
samo prve vrste na [a,b], i to njih najvise prebrojivo mnogo.

Dokaz. Na osnovu f = u+iv = (u; —ug)+i(vy —vs), pri éemu su uyq, us, vy, Vo
realne neopadajuce funkcije na [a, b]. ]
Posledica 7.3.3. Ako je f € BV]a,b| tada je f Borelova (samim tim 1
Lebeg-merljiva) funkcija.

Posledica 7.3.4. Ako je a,b € R, a < b, i ako je f € BV|a,b|, tada postoji
f'(x) m-skoro svuda na [a,b]. Pri tome, f' je Lebeg-integrabilna na |a,b.

7.4 Apsolutno neprekidne funkcije

U ovoj glavi od interesa je razmotriti diferencijabilnost funkcija. Posebno,
najvaznije je dokazati uzajamnu inverziju diferenciranja i integraljenja. Od
fundamentalnog interesa jeste izucavanje apsolutno neprekidnih funkcija.

Definicija 7.4.1. Neka je f (realna ili kompleksna) funkcija definisana na
segmentu [a,b]. Funkcija f je apsolutno neprekidna na [a,b], ako za svako
e > 0 postoji 0 > 0, tako da za svaku disjunkntu familiju intervala

(ahﬂl)) Ty (ana 6’n)
iz |a, b] vazi implikacija:

(0 —ay) <6 = OII(B) ~ flay)] <

Skup svih apsolutno neprekidnih funkcija na [a, b] oznacava se sa AC|a, b

Posledica 7.4.1. Ako je f apsolutno neprekidna, onda je f ravnomerno
neprekidna na [a,b]: uzeti n = 1 u definiciji apsolutne neprekidnosti.

Primer 7.4.1. Ako f zadovoljava Lipsicov uslov na segmentu [a,b], onda
jednostavno sledi da je f apsolutno neprekidna na [a, b].

Teorema 7.4.1. Ako je f € ACla,b], tada je f € BV[a,b].
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Dokaz. Neka broju € > 0 odgovara broj 6 > 0 u definiciji apsolutne neprekid-
nosti funkcije f. Interval [a, b] podelimo tackama z, ..., x,, tako da je

a=20<T1<Ty<- - <xp_1<xy=0>0,

i pri tome |z; — z;_1| < 0 za svako j = 1,...,n. Dokazacemo da je f €
BVxj_1,x;] za svako j =1,...,n. Neka je

xj_1:t0<t1<---<tk_1<tk:xj.

Tada je

m <U(tj_1,tj)) = (tj—tj) = |y — x| <6,

J J

odakle, prema apsolutnoj neprekidnosti funkcije f sledi

Z ’f(tj) - f(tj71)| < €.

Dakle, f € BV]z;_1,z;]. Na osnovu dobro poznatih svojstava funkcija
ograniCene varijacije, sledi da je f € BV]a,b|. ]

Posledica 7.4.2. Ako je a,b € R i f € ACla,b], tada postoji f'(x) m-skoro
svuda na a,b] i f' € Li([a,b],m).

Dokazujemo interesantan rezultat.

Teorema 7.4.2. (Teorema o anulaciji integrala) Neka je f : [a,b] — R Lebeg
merljiva funkcija. Ako za svako x € [a,b] vaZi [ fdm =0, onda je f = 0
m-skoro svuda na |a, b].
Dokaz. Neka je E = {z € [a,b] : f(z) # 0}, By = {x € [a,b] : f(x) > 0},
Ey, ={x €la,b] : f(z) < 0}. Tada je E = E; U Es.

Pretpostavimo da je m(F;) > 0. Neka je € > 0 proizvoljan broj. Postoji

zatvoren skup F' C E) tako da je m(E; \ F) = m(E,) — m(F) < e. Sledi da
je m(F) > 0. Skup U = (a,b) \ F je otvoren. Stoga postoji niz uzajamno
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disjunktnih intervala (o, 5;);, tako da je U = | (¢, ;). Tada je (a,b) =

j=1
fj (Oéj,ﬁj) U F'. Vazi
j=1
b o P
fdm = fdm+ [ fdm
=y ]

b

Na osnovu pretpostavki teoreme je [ fdm =0,

Bj Bj Qaj
/fdm:/fdm—/fdmzo,

te sledi da je [ fdm = 0. Kako je f > 0 na E; i F C Ej, mora biti f =0
F

m-skoro svuda na F, te je m(F') = 0. Ovo nije moguce zbog m(F') > 0.
Sledi m(E;) = 0. Analogno je m(Es) = 0, te je m(E) = 0. Time je
dokazamo f = 0 m-skoro svuda na [a, b]. O

Teorema 7.4.3. Neka je g € Ly[a,b] i neka je

xT

f(:t):/gdm+C’, x € |a, b,

a

pri cemu je C' konstanta. Tada je:
(1) f € ACla, b;
(2) f'(x) = g(x) za m-skoro svako x € [a,b].

b b
(3) V£ = [ lglam.
Dokaz. (1) Pretpostavimo da su (aq, (1), .., (an, Bn) uzajamno disjunktni
intervali u [a, b]. Tada je

Bj Bj

£5) ~ Flas)| = | [ gam| < [ lgldm,

g Q;
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odakle sledi

Zlfﬁj flay)] < / gl dm.

U(e;.65)

J

Mera A, definisana kao d\ = |g|dm je apsolutno neprekidna u odnosu na m.
Ako je € > 0, tada postoji 6 > 0, tako da za svako F € R* vazi implikacija

m(E) <0 = MNF) <e
Neka je E = |J(«j, ;). Tada vazi implikacija
J

n

S5 - a) <5 = S0 - fal = [ loldm=\E) <

= = Ule;.8))
J

Time je dokazana apsolutna neprekidnost funkcije f na [a,b].

(2) Dokazacemo najpre ovo tvrdenje u specijalnom slucaju: pretpostavimo
da je g ogranicena integrabilna funkcija na [a,b]. Dakle, postoji M > 0
tako da je |g| < M na [a,b]. Kako je f apsolutno neprekidna na |[a,b|,
time i funkcija ogranicene varijacije, sledi da f’(z) postoji za m-skoro svako
x € [a,b]. Pretpostavimo da je f,(z) = n (f(z+2) — f(z)) za svako n € N
i svako = € [a,b]. Tada je 7}1_{20 fulz) = f(x) za m-skoro svako x € [a,].

Sledi da vazi
1
f <x + —) —
n

Konstantna funkcija « — M je integrabilna na [a, b], te na osnovu Lebegove
teoreme o dominantnoj konvergenciji sledi da za svako zy € [a, b] vazi

ff/dm = ﬁil%f")dm = JH&”? (f (t+ %) - f(t)) dmi(t).

Na osnovu translatorne invarijantnosti Lebegove mere vazi

()] =n

o+
@Sn/MMSM

360+f

Jo(e 2o Jrw

a
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Stoga je

xQ 730“!‘% a“l‘%
/f’dm = lim n / fdm — / fdm
a 0 a

Iskoristimo sada ¢injenicu da je f neprekidna na [a,b]. Neka je € > 0. Tada
postoji 0 > 0, tako da za = € [a,b] i |x —a| < 0 vazi |f(z) — f(a)] < e. Neka
je no € N tako da je n—lo < 9. Tada za svako n > ng vazi

a+% a+%

w [ gam =g <n [ 1f - f@ldm<e

Sledi da je
a+%
lim n / fdm = f(a)
Analogno,
Io+%
lim n / fdm = f(zo).
Zo
Dakle,
o o
[ rim=sta) - f@) = [ gim.

Prema tome,
T

[ = yim =0

a

za svako xg € [a,b]. Prema Teoremi o anulaciji integrala sledi da je f' = ¢
m-skoro svuda na [a, b].

Prethodni dokaz je sustinski zavisio od ¢injenice da je g ograni¢ena funkcija
na [a,b]. Sada pretpostavimo da je g proizvoljna integrabilna funkcija na
[a,b]. Tada je g = gt — g~. Dovoljno je dokazati formulu za g%, ili, jednos-
tavnije, pretpostaviti da je g > 0 proizvoljna integrabilna funkcija.

DefiniSemo niz ogranic¢enih funkcija za svako n € N:
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gn(2) = {g(:v), g(r) <n,

n, g(x) > n.
Tada je 0 < g,(x) < g(z) za svako x € [a,b] 1 svako n € N. Takode je
lim g, = g. Funkcija

oo tnfe) = [(9l6) = gu(®)dm(t), € a1,
je neopadajuca funkcija. Stoga postoji h,(x) za m-skoro svako = € [a,b].

Kako su funkcije g, ogranicene, prema prethodno dokazanom specijalnom
slucaju, vazi

2= [ anttiam® = (@

za m-skoro svako x € [a, b]. Stoga je

(o) = - [ athdm(®) = g = 1) = .0

za m-skoro svako x € [a, b]. Kako je h,, neopadajuéa funkcija, sledi b/, > 0 za

m-skoro svako z € [a,b]. Stoga je f'(x) > g(x) za m-skoro svako = € [a,].

Sledi
b

b
/f’dmz /gdm.

a

Na osnovu Lebegove teoreme za neopadajuc¢u funkciju f, sledi da je

b

/ fldm < f(b) - f(a) = / gdm.

a

Na osnovu svega dokazanog, sledi
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Tada je fb(f’ —g)dm = 0. Kako je f" > g m-skoro svuda na [a, b], sledi da je
=g m-skoro svuda na [a, b].

(3) Definisemo funkciju z +— v(z) = v f, x € [a,b]. Funkcija v je rastuéa
na [a,b]. Ako je a <z <y <b, onda je ’

Y

[F(y) = F(o)| <oly) —v(z) =V [.

T

Sledi da je
L vl) = o)
y—x

‘f(y)—f(w)
y—

Funkcija v je monotona, pa postoji v'(z) za m-skoro svako x € [a,b]. Na
osnovu dela (2) sledi

l9(x)| = ()] < [v'(2)] = ()

za m-skoro svako = € [a,b]. Na osnovu Lebegove teoreme za monotone
funkcije, sledi

v

p b
/|g|dm < /v/dm <wv(b) —v(a) =V f.

a

Neka je sada a = g < 21 < --- < x,, = b proizvoljna particija segmenta
[a,b]. Tada je

Ti+1

F(ae) — Fl)] < / gldm, i=1,....n.

Ty

Sledi da je
\ b
Vf< /Ig|dm-

Time je dokazano tvrdenje. O

Formulisemo sledecée tehnicko tvrdenje.
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Teorema 7.4.4. Neka je [ : [a,b] — C i neka je f = (Re f)* — (Re f)™ +
i(Im f)* — (Im f)7). Funkcija [ je apsolutno neprekidna na [a,b] ako i
samo ako su sve nenegativne funkcije (Re f)*, (Re f)~, (Im f)*, (Im )~ ap-
solutno neprekidne na [a,b].

Jedna od najvaznijih osobina apsolutno neprekidnih funkcija sledi.

Teorema 7.4.5. Neka je a,b € R, a < b, i neka je f : [a,b] — C apsolutno
neprekidna funkcija. Ako je f'(z) = 0 m-skoro svuda na [a,b], tada je f
konstantna funkcija na [a,b].

Dokaz. Neka je a < ¢ < bineka je E = {x € (a,c) : f'(xz) = 0}. Tada je
m(F) < ¢ — a. Formiramo Vitalijev pokriva¢ skupa F, na sledeéi nacin.
Za svako x € E je ispunjeno

o) — g L) 1)

i, b =0.

Zato za svako € > 0 postoji 6 > 0 tako da za 0 < h < ¢ vazi

‘f(ﬂh)—f(x)
h

< e. (7.1)

Ako prethodna nejednakost vazi za neko hg € (0,6), onda ova nejednakost
vazi i za svako h € (0, hg). Sledi da svakoj tacki x € (a,c) mozemo pridruziti
segment [z, x + hl, pri ¢emu vazi: h > 0, [x,x + h] C (a,c) i h je proizvoljno
mali broj, tako da vazi nejednacina (7.1). Familija segmenata ([z,z + h]).4
je Vitalijev pokrivac skupa F.

O

Napomena 7.4.1. Ako se samo pretpostavi f’ = 0 m-skoro svuda, onda nije

obavezno f konstantna funkcija. Videti primer Kantor-Lebegove singularne
funkcije.

7.5 Osnovne teoreme diferencijalnog i
integralnog racuna

U ovoj lekciji dokazujemo osnovne teoreme koje povezuju izvod i integral.
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Teorema 7.5.1. (Njutn-Lajbnicova formula) Neka je data funkcija f : [a,b] —
C, pri ¢emu je [a,b] ogranicen segment. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(1) f € AC|a,b];
(2) f' € Lifat] i f(b) ~ f(a) = [ fdm.

Dokaz. (1) = (2): Bez gubljenja opstosti pretpostavimo da je f realna
funkcija. Tada je f = fi; — fo, pri cemu su f; i fy rastuc¢e funkcije. Tada
je f' = f{ — f4 m-skoro svuda na [a,b]. Stoga je |f| < fi + f5. Na osnovu
Lebegove teoreme za rastucu funkciju f; + fo, vazi

b

/|f’|dm < /(f{ + fo)dm < f1(b) = fi(a) + f2(b) — fa(a) < +oo.

a

Sledi f € Ly[a,b].

Funkcija

mHF(x):f(x)—/f'dm, r € [a,b],

a

je razlika dve apsolutno neprekidne funkcije, te je i sama apsolutno neprekidna
funkcija. Takode je I’ = 0 za m-skoro svako = € [a, b]. Stoga je F' konstantna
funkcija. Dakle, postoji konstanta C, tako da je

f(x):/f’dm—l—C', x € |a,b].

Ocigledno je f(a) = C, odale sledi

b
/fmn=ﬂ®—fM)

(2) = (1): Ova implikacija je dokazana u prethodnoj lekciji. O

Situacija je malo komplikovanija na neograni¢enim intervalima.

Teorema 7.5.2. Neka je data funkcija f : R — C. Sledeca tvrdenja su
ekvivalentna:
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(1) Postoji g € Li(R,m) tako da je f(x) = [ gdm za svako x € R;

(2) Vaze sledeca tri uslova:
(2.1) f € AC[—a,da] za svako a > 0;

(2.2) if < +00;
(2.3) xl_l)I_noof(a:) = 0.

Dokazujemo Teoremu o parcijalnoj integraciji za Lebegov integral.

Teorema 7.5.3. (Parcijalna integracija) Neka je [a,b] ogranicen segment,
g € Ly[a,b], f € AC[a,b]. Tada vazi formula

/ f@)g(@)dm(z) = [f(2)G(x)], — / f'()G(x)dm(x),

pri éemu je G(z) = [ gdm.

Dokaz. Funkicja fG je apsolutno neprekidna na [a,b]. Stoga je, prema
Njutn-Lajbnicovoj formuli, ispunjeno

/ (fG)dm = F(B)G(D) — f(a)G(a) = [FG)].

Sledi da vazi

/bf’de+/bfgdm= [fGI5,

sto je i trebalo dokazati. O
Dokazujemo pomoc¢ni rezultat.
Teorema 7.5.4. Neka je g : [a,b] — R apsolutno neprekidna i strogo rastuéa

funkcija, i neka je f :[g(a),g(b)] — R apsolutno neprekidna funkcija. Tada
je fog:la,bl — R takode apsolutno neprekidna funkcija.
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Dokaz. Funkcija g je apsolutno neprekidna. Stoga za svako delta > 0 postoji
n > 0, tako da vazi implikacija

m

Y o(vi—u) <n =Y lg(v;) = gu))| <9

j=1 j=1

za svaku kona¢nu familiju (u1,v1),. .., (Um, vy) uzajamno disjunkntih inter-
vala u [a, b].

Neka je € > 0, g(u;) = t;, gv;) = s;, j = 1,...,n. Funkcija g je
strogo rastuca, te je (t1,s1), ..., (tn, Sp) wzajamno disjunktan niz intervala u
[g(a),g(b)]. Za dato € > 0 neka je § > 0 odovarajuéi broj iz € — ¢ definicije
apsolutne neprekdinsti funkcije f.

Ako je m = n, u; = u; i v; = vj za svako j = 1,...,n, onda sledi
apsolutna neprekidnost funkcije f o g.

Z‘fsj tj)] <e

Time je dokazana apsolutna neprekidnost funkcije f o g.

O

Teorema 7.5.5. (Smena promenljive) Neka je |a,b] ogranicen segment, f €
Lyla,b], G € AC|a, ], i neka je G strogo rastuca funkcija, tako da je G(a) =
a i G(B)="b. Tada je

/f )dm(x /f dmif(t).

7.6 Diferencijabilne funkcije kao skup prve
kategorije

Podsetimo da je topoloski prostor X prve kategorije, ako je X najvise pre-
brojiva unija nigde gustih skupova. Svaki topoloski prostor koji nije prve
kategorije, jeste druge kategorije. Ako je (X, d) kompletan metricki prostor,
tada je X skup druge kategorije.

Neka je Cl[a,b] prostor realnih ili kompleksnih neprekidnih funkcija na
segmentu [a, b], i neka je || - ||o norma na ovom prostoru. Tada je (Cla, ], || -
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||o) Banahov prostor. Prema Teoremi Bera o kategorijama, C|a, b] je druge
kategorije.

Oznacimo sa Dla, b] skup svih funkcija f € C|[a, b], tako da postoji f'(x) za
neko x € [a,b]. Drugim rec¢ima, Dla, ] je skup neprekidnih funkcija na [a, b],
koje imaju izvod u bar jednoj tacki iz [a, b]. Tada je ND[a,b] = Cla, b]\ D]a, b]
skup neprekidnih funkcija koje nemaju izvod ni u jednoj tacki segmenta [a, b].

Dokazac¢emo da je Dla,b] skup prve kategorije u Cla,b]. Kao posledica
ovog vaznog rezultata, sledi da postoje neprekidne funkcije na [a, b] koje nisu
diferencijabilne ni u jednoj tacki iz [a, b]. Stavise, mnogo vise ima neprekid-
nih nediferencijabilnih funkcija, nego $to ima neprekidnih diferencijabilnih
funkcija. Dakle, posmatrano u skupu neprekidnih funkcija, diferencijabil-
nost konkretne funkcije (u bar jednoj tacki) je izuzetak, a nediferencijabil-
nost funkcije ni u jednoj tacki je pravilo. Medutim, konstrukcija neprekidne
funkcije koja nema izvod ni u jednoj tacki je relativno komplikovana, kao sto
¢e se videti u sledecoj sekciji.

Poc¢injemo rezultatom tehnickog karaktera.

Definicija 7.6.1. Funkcija p : [a,b] — R (C) je deo po deo linearna, ako je
p neprekidna na [a, b] i ako postoji podela P:a =129 <21 < -+ <z, = b
segmenta [a, b], tako da je funkcija p linearna na svakom segmentu [x;, z;11],
1=0,...,n—1.

Skup svih deo po delo linearnih funkcija na [a, b] oznacava se sa PL[a, b].

Teorema 7.6.1. Skup PL|a,b] je gust u skupu Cla,b] u smislu norme || - ||o-

Dokaz. Neka je f € Cla,b] i neka je € > 0. Funkcija f je ravnomerno
neprekidna na [a,b]. Stoga postoji 6 > 0 tako da za svako z,y € [a,b]

sa svojstvom |z — y| < & vazi |f(x) — f(y)| < §. Posmatrajmo particiju

P:a=ay<a <---<a, =0bsegmenta [a,b], tako da je a;11 —a; < J za
svako ¢ =0,...,n — 1. Definisimo funkciju p : [a, ] :— R na sledeéi nacin:
f(ay), r=ua;, 1=0,...,n,
p(x) =1 .
linearno, « € [a;, a;41], 1=10,...,n— 1.

Tada je ocigledno p € PL[a,b]. Neka je z € [a,b] proizvoljan. Tada postoji
i €{0,...,n— 1} tako da je x € [a;, a;,1]. Vazi

[f(z) = p(2)| < |f(x) = flai)] + p(a;) — p(z)] < §+ p(ai) — plain| <e.

Dakle, ||f — pllo <€, te je PL|a,b] gust u skupu Cla, b].
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Primetimo da je dokaz potuno isti u slu¢aju kompleksnog prostora Cfa, b].
Tada je funkcija p linearna na segmentu [a;, a;41], kako p preslikava [a;, a;41]
linearno na duz [f(a;), f(a;+1)] u skupu C. O

Dokazujemo najvazniju teoremu ove sekcije.

Teorema 7.6.2. Skup Dla,b] je skup prve kategorije u Cla,b] u odnosu na
normu || - ||oc. Skup NDla,b] je skup druge kategorije u Cla,b.

Dokaz. Dovoljno je dokazati teoremu za [a,b] = [0,1]. Neka su n,m € N i
neka je

Avm = {f €Cla,b]: (Fz € [a,b])(Vt € [a,b])
(O<|t—x|<% = ‘—f(t)—f(x)

t—=x

<)}

Ako je f € Dla,b], onda postoje n,m € N tako da je f € A,,. Dakle,
Dla,b] C A : U Anm-
n,meN
Dokazacemo da je A, zatvoren skup za svako n,m € N. Neka je (fi)r

Kosijev niz u A, ,,. Tada postoji f € C|a,b] tako da je klim I fx — fllo = 0.

Na osnovu fi € A, m, sledi da za svako k € N postoji oy, € [a,b] tako da za
svako t € [a, b] vazi implikacija

Je(t) — fr(xr) “n

1
O0< |z —t] < — =
m t—

Niz (xy)y je ogranicen, te postoji konvergentan podniz ovog niza. Bez gubljenja

opstosti, novi konvergentan podniz oznac¢imo sa (zy)x, pri ¢emu smo, eventu-

alno, izostavili neke x; i odgovarajuce f;. Neka je klim x) = 2o € [a,b]. Ako
—00

jet € la,b]i0<|t—uzo| < %, tada je, zbog neprekidnosti svih funkcija fj, i

f, ispunjeno

Ji(t) — fu(@)

t—l‘k

<n

= lim
k—o0

‘f(t) — f(xo)

t—xo

Dokazali smo da je f € A, n, te je A, ,, zatvoren skup.

Dokazimo da je A, ,,, nigde gust, odnosno da je unutrasnost ovog zatvorenog
skupa jednaka praznom skupu. Pretpostavimo da je f € int A, ,, za neko
n,m € N. Tada postoji neko € > 0 tako da je

K(f,e)={h € Cla,b] : [|f — h|loc <€} C Apm.
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Prema prethodnoj teoremi, postoji p € PL[a,b] tako da je || f — pllo < 5.

Funkcija p je diferencijabilna svuda, osim eventualno u konacno mnogo
tacaka. Primetimo da su izvodi funkcije p na svakom podeonom intervalu
konstante. Stoga postoji konstanta M € N, tako da je |p'(z)] < M za svako
x € |a, b] za koje postoji p'(x). Neka je k € N sa svojstvom k > w

Posmatrajmo particiju @ : 0 = ag < ay = % < ag = % < ---a; = 1. Neka
je ¢ € PL[0, 1] sa odgovaraju¢om particijom @, tako da je ¢q(a;) = 0 ako je i
paran broj, i g(a;) = 1 ako je ¢ neparan broj. Sledi da je |¢(z)| < 1 za svako
z € [0,1], kao i ¢'(z) = £k za svako = € [0, 1] za koje ¢'(z) postoji.

Neka je

9(z) = ple) + 5a(2), @ € [a,b].

Tada je g € Cla,b] i g je deo po delo linearna.

Na osnovu || f —plles < 519 =Pl < 5, sledi da je || f — g[[oc < €. Dakle,
mora biti g € K(f,€) C Apm, odnosno g € A, .

Medutim, dokaza¢emo g ¢ A, .. Neka je z € [0,1] sa svojstom da p/(z)
i ¢'(z) postoje. Tada je

|9/ (2)] =

p(z) + %k’ :
Na osnovu [p'(z)| < M ik > w, sledi da vazi
g/(@)] = Sk = p/(@)] > n.
Postoji I € N il > m, tako da je funkcija g linearna na segmentu

[z — 1,2+ 1]. Kako je |¢/(z)] > n, sledi da za svako t € [a,b] sa svojstvom
0<|z—t| <7< vaii

>n.

’g(t) —g(x)

t—2x

Dokazali smo g ¢ A,, ., te je Ay, nigde gust skup.

Sledi da je skup A = |, ,, Anm prve kategorije u Cla,b]. Kako je
Dla,b] C A, sledi da je D[a,b] takode prve kategorije. Sledi da NDla, 8]
mora biti skup druge kategorije. O]

Posledica 7.6.1. Postoje neprekidne funkcije na [a,b], koje nisu diferenci-
jabilne ni u jednoj tacki tog segmenta.



158 GLAVA 7. IZVOD

Napomena 7.6.1. Teorema tvrdi mnogo viSe, nego sto je zakljucak prethodne
posledice.

Neprekidnih nigde diferencijabilnih funkcija ima mnogo vise, nego sto ima
funkcija koje su neprekidne i diferencijabilne u bar jednoj tacki segmenta
(poredenje je uzeto u smislu skupova prve ili druge kategorije).

Stoga je diferencijabilnost neprekidne funkcije u jednoj tacki izuzetak, a
nediferencijabilnost neprekidne funkcije ni u jednoj tacki je pravilo.

7.7 Vazni primeri u teoriji funkcija

Ova sekcija sadrzi primere u teoriji funkcija. Neki primeri mogu biti shvac¢eni
kao kontra-primeri u razumevanju uzajamnog odnosa neprekidnosti i difer-
encijabilnosti. Drugi primeri pokazuju da se pojedine pretpostavke u vaznim
teoremama ne mogu izostaviti.

Neprekidne nigde diferencijabilne funkcije

Navodimo primere neprekidnih funkcija, koje nigde (ili uglavnom nigde)
nemaju izvod.

Primer 7.7.1. (VajerStrasova® funkcija) Neka je 0 < a < 1, b je prirodan i
neparan broj, tako da je ab > 1+ %W. Neka je

W(z) = Z a" cos(b"mx), x€R.

n=0

Tada je W neprekidna funkcija na R, i pri tome f nije diferncijabilna ni u
jednoj tacki x € R.

Dokaz. Neka je
gn(z) = a" cos(b"mz), xe€RneN.

Tada su sve funkcije g, neprekidne. Kako je |g,(z) < a" za svako x € R
i svako n € N, pri ¢emu je 0 < a < 1, prema Vajerstrasovom kriterijumu,
funkcija W je neprekidna na R.

Problem u ovoj konsturkciji je dokazati da W nije diferencijabilna ni u
jednoj tacki x € R. O]

3Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), nemacki matematicar
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Navodimo bitno jednostavniji primer van der Vardena* iz 1930 godine
[26].

Primer 7.7.2. (van der Vardenova funkcija) Za svako = € R neka je |z| ras-
tojanje tacke x od skupa Z. Dakle, 0 <|z[< % za svako x € R. Posmatrajmo
funkciju

Vi)=Y “fgf[, z €R.

n=0

Funkcija V' je neprekidna na R i nigde diferencijabilna na R.

Dokaz. Funkcije z — ]1100?[ su neprekidne i ogranicene sa 10% za svako n €
N. Prema Vajerstrasovom kriterijumu, red kojim je definisana funkcija f,
ravnomerno konvergira na R, te je V neprekidna funkcija na R.

Neka je sada 0 < z < 11 neka je x = 0,aqas ... decimalni zapis broja x,
pri ¢emu se cifra 9 ne ponavlja beskonac¢no puta na kraju ovog zapisa. Ako
je ovaj decimalni zapis konacan, onda na kraju dopisemo beskonac¢no mnogo
cifara 0.

Tadaje 10"z = ayas . . . Gy, Gpy1Gpis . ... Posmatrajmoy = 0, a,1apio- ...

Vazi
<
-y, y>

Definigimo niz (hg ), na sledeéi nacin:

hk _ _10%’ ap € {479}7
o ar ¢ {4,9}.

Y

N= D=

Ocigledno je klim hr = 0. Vazi

V(z+hy) = V() o= 0%z £ 1075102, (< >
” =10 nzzoi o =10 (nzzo +n§+1> .

Posmatrajmo prvu sumu, gde je 0 < n < k. Brojilac ove sume je uvek
k
oblika £10"7% te je 10 3" uvek ceo broj. Kod druge sume, u slu¢aju n > k,

n=0
je uvek brojilac jednak nuli.

4Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996), holandski matematicar
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Sledi da je
V(z+ hy) = V(z)
x

ceo broj, i to nazmenic¢no paran ili neparan, za svako k € N. Kako je

klim hr = 0, sledi da funkcija V' nije diferencijabilna u tacki x.

Jednostavno je prosiriti dokaz ako je x € R proizvoljan broj. O]

Primer 7.7.3. (Rimanova funkcija) Neka je R(z) = Y -rsin(k%z), z € R.
n=1

Funkcija R je neprekidna na R i diferencijabilna samo u tackama xq = ng;—ﬂ,

p,q € Z. Pri tome je R'(xg) = _%_

Dakle, funkcija R je nediferencijabilna na skupu koji je svuda gust u
R. Ovde je interesantno pomenuti da je Vajerstras jedini poznat izvor o
povezanosti ove funkcije i Rimana. Naime, Vajerstras je prisustvovao Ri-
manovim predavanjima, i tako dokumentovao ovaj deo Rimanovog matema-
tickog doprinosa.

Monotona funkcija za koju ne vazi formula Njutn-Lajbnica

Pokazali smo da za neopadaju¢u funkciju f na ogranicenom segmenttu
b

la, b] vazi formula [ f'(z)dm(z) < f(b)— f(a). Dobro je poznato da je mono-

tona funkcija na saegmentu uvek integrabilna u Rimanovom smislu. Dakle,
prethodna formula vazi i za Rimanov integral. Prirodno je postaviti pitanje:
da li postoji neopadajuca funkcija f, tako da prethodna nejednakost jeste
stroga? Odgovor je DA, i pokazujemo to slede¢im primerom. Konstruisemo
Kantor-Lebegovu funkciju.

Primer 7.7.4. (Kantor-Lebeova singularna funkcija) Neka je C' Kantorov
skup na [0, 1].

Neka je K(0) =01 K(1) =1.

U prvom koraku izbacen je centralni interval I} = (

1 1
szax €.

, v el

1
4
3 2
Z, ZL’G]z.
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; Chacen su S 73 (1 2 3_ (17 8 3 _
U tre¢em koraku izbaceni su intervali I7 = (2—7, 2—7) , I3 = (— —) 5 =

(52,32), I} = (%2,3). Neka je

xv eI}
r e I3,
r € I3,
x € I

K(z) =

00|~J Co|UT 0Ol OOl

Ocigledno, postupak mozemo nastaviti na opisani nacin na svim izbacenim
intervalima.

Skup C' je nigde gust. Dakle, ako je o € C, onda u svakom intervalu
(xo — €,mp) postoji neki izbaceni interval, odnosno postoje tacke iz skupa
[0,1] \ C. Stoga je prirodno uzeti sledece:

K(xg) =sup{K(z):x <zg,z € [0,1]\ C}, x9€C.

Upravo ¢injenica da je C' nigde gust u [0, 1] ima za posledicu da je K
neprekidna funkcija. Ocigledno je K neopadajuca funkcija. K je konstantna
na svim izbacenim intervalima, i stoga je K'(z) = 0 za svako x € [0,1] \ C.
Kako je m(C') = 0, sledi da je K" = 0 m-skoro svuda na [0, 1].

Iz svega navedenog proizilazi:

0= /K’(x)dm(x) < K(1) — K(0) = 1.

0

Dakle, formula Njutn-Lajbnica ne vazi. Odmah sledi da funkcija K nije
apsolutno neprekidna na [0, 1].
Kantorova funkcija dopusta jednostavnu generalizaciju. Neka je z €
o0
[0,1). Tada je x = Y agr jedinstven binarni zapis broja x, pri ¢emu je

n=1
ar € {0,1}, i nije moguée da postoji ng € N sa svojstvom a, = 1 za svako

n > ng. Neka je

o0

Kh(:c) = Z akhk.

n=1

Sada je K3 = K Kantor-Lebegova funkcija.

U skladu sa prethodnim primerom dolazimo do definicije.
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Definicija 7.7.1. Funkcija f : [a,b] — R je singularna, ako vaze sledeéi
uslovi:

(1) f je neprekidna i nepoadajuca na [a,b], pri ¢emu je f(a) < f(b);

(2) f'(x) = 0 m-skoro svuda na [a, b].

Dakle, Kantor-Lebegova funkcija je singularna.

Strogo rastuca funkcija ¢iji je izvod skoro svuda jednak nuli

Interesantni istorijski podaci

Na osnovu prethodne sekcije, znamo da je postoje neprekidne i nigde
diferencijabilne funkcije na segmentu. Medutim, konstrukcija takve funkcije
nije jednostavna. Stoga su vodeéi matematicari u 18. i 19. veku smatrali
da iz neprekidnosti funkcije na nekom segmentu sledi diferencijabilnost te
funkcije svuda na segmentu, osim eventualno u kona¢no mnogo izolovanih
tacaka, koje su nazvane singularitetima funkcije.

Jedan od prvih matematicara koji je postavio piranje da li je zaista to
tacno, jeste Amper® 1806. godine [2].

Imajuéi u vidu sadasnje poznavanje ¢injenica, primere neprekidnih i nigde
diferencijabilnih funkcija poznavali su: Bolcano® (primer odgovarajuée funkcije
je pronasao 1830. godine; rezultat je publikovan 1922. godine poshumno),
Kelerije” (primer funkcije je pronaSao oko 1860. godine; rezultat je pub-
likovan 1890. godine posthumno), Riman (priblizan primer odgovarajuce
funkcije je pronasao oko 1861. godine, i saopStavao na svojim predavanjima;
rezultat nije publikovan), Vajerstras(rezultat saopsten 1872. godine, objavl-
jen 1886. godine), Darbu® (rezultat dobijen 1873. godine; publikovano 1875.
godine), Peano’ (rezultat publikovan 1890. godine). Sve ideje su sli¢ne:
konstruise se beskona¢na suma brzo oscilujué¢ih funkcija.

Imajuéi u vidu da su rezultati Bolcana i Kelerija objavljeni posthumno,
ovi rezultati nisu imali uticaja na matematiku tog vremena. Sa druge strane,
funkcija koju je konstruisao Riman, nije diferencijabilna samo na skupu koji
je svuda gust u R.

5 André-Marie Ampere (1775-1836), franuski matematicar i fizicar

SBernhard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848), ¢eski matematicar,
nemacke nacionalne pripadnosti

"Charles Cellérier, §vajcerski matematicar

8 Jean-Gaston Darboux (1842-1917), francuski matematicar

9Giuseppe Peano (1858-1932), italijanski matematicar
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Stoga se kao primer prve neprekidne funkcije koja nije nigde diferencija-
bilna, uzima funkcija Vajerstrasa. Pri tome, funkcija koje je dobio Darbu,
nezavisna je od rezultata Vajerstrasa.

Prica se ovde ne zavrsava. VajerStras je javno saopstio rezultat o posto-
janju neprekidne nigde diferencijabilne funkcije u Pruskoj akademiji nauka
1872. godine, ali taj rezultat je objavljen prvi put u radu Du Bua-Rejmonal!?

1875. godine [8].

0Paul David Gustav du Bois-Reymond (1831-1889), nemacki matematicar
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Glava 8

Mera 1 integracija na proizvodu
prostora

8.1 Proizvod merljvih prostora

Neka su (X, R1) i (Y, R2) merljvi prostori. Ako je A € Ry i B € Ry, onda
je C = A x B merljivi pravougaonik u X x Y. Ako su C4,...,C, uzajamno
disjunknti merljivi pravougaonici u X x Y, tada je D = C1U- - -UC,, merljiva
elementarna figurau X x Y.

Definicija 8.1.1. R; X R» je najmanja o-algebra u X x Y, koja sadrzi sve
merljive pravougaonike.

Akoje EC X xY,z € X iyeY, onda definiSemo sledece skupove:
E,={yeY :(x,y) € E}, EY={zx € X :(z,y) € E}.

Skup E, je x-sekcija skupa F, i vazi E/, CY. Skup EY je y-sekcija skupa F,
kaoi EY C X.

Teorema 8.1.1. Ako je F € Ry X Ro, tada za svako v € X i svakoy € Y
vaZt B, € Ry 1 RY € R;.

Dokaz. Oznacimo sa €2 skup svih F € Ry X R, sa svojstvom da je E, € Ry
za svako r € X. Jednostavno je proveriti da svaki merljivi pravougaonik
pripada familiji €2. Naime, ako je C' = A x B, pri ¢emu je A € Ry i B € R,

tada je
o - B, ze€A,
0, z¢A.

165
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Dokazimo da je €2 jedna o-algebra na X x Y. Ocigledno je X xY € Q.
Ako je E € Q, na osnovu (E,)¢ = (E°),, sledi da je E¢ € Q. Na kraju, ako
je Ey, Es,--- € () tada je

(U En) = U(En)xa
n=1 e n=l
odakle sledi | J E,, € Q.

Na osnovu ¢injenice da je Ry X Ro najmanja o-algebra koja sadrzi sve
merljive pravougaonike, sledi da je 2 = Ry x Ro.

Analogno se dokazuje drugi deo tvrdenja. O]

Teorema 8.1.2. R; X Ry je nagjmanja monotona familija koja sadrzi sve
merljive elementarne figure u X X Y.

Dokaz. Oznac¢imo sa £ familiju svih merljivih elementarnih figura u X x Y,
i oznacimo sa M najmanju monotonu familiju u X x Y koja sadrzi £. Na
osnovu ¢injenice da je Ri X R, jedna o-algebra, sledi da je R1 X R, monotona
familija. Na osnovu £ C Ry X Ry sledi M C Ry X Ra.

Da bi dokazali obrnutu inkluziju R x Ry C M, pretpostavimo A;, A; €
Rl 1 Bl, BQ c RQ. Tada vazi

(Al X B1> N (AQ X Bg) = (Al N Ag) X (Bl N BQ),

(Al X B1> \ (A2 X Bg) = ((A1 \ AQ) X Bl) U ((Al N AQ) X (Bl \ BQ))
Sledi da je presek dva merljiva pravougaonika opet merljivi pravougaonik, dok
je razlika dva merljiva pravougaonika disjunkta unija dva merljiva pravougaonika
— odnosno jedna merljiva elementarna figura. Dakle, ako je C, D € &, onda
jeCNDe& C\De&, CUD=(C\D)UD €.

Za svaki spup P C X x Y definiSemo familiju skupova Q(P) na slededi
nacin:

QP)={Q:QC X XY,P\QeM,Q\Pe M, PUQ e M}.

Ocigledno, @ € Q(P) ako i samo ako P € Q(Q). Kako je M monotona
familija, sledi da je i 2(P) monotona familija.

Pretpostavimo sada da je P € £. Na osnovu osobina familije £, sledi da
za svako @ € € vazi Q € Q(P). Sledi £ C Q(P). Kako je M najmanja
monotona familija koja sadrzi &, sledi da je M C Q(P) za svako P € £.

Neka je sada Q € M. Upravo smo pokazali da ako je P € &, onda je
Q € Q(P).

[



Glava 9

Reprezentacije funkcionala

9.1 Reprezentacija pozitivnih funkcionala na

Ce(X)

U ovoj sekciji razmatramo Risov rezultat u vezi reprezentacije pozitivnih
funkcionala na prostoru C,(X), pri ¢emu je X lokalno kompaktan Hausdorfov
prostor.

Podsetimo da je nosa¢ neprekidne funkcije f : X — C definisan kao
supp(f) = cl({x € X : f(z) # 0}). Pretpostavljamo da je C.(X) prostor
kompleksnih neprekidnih funkcija na X, koje imaju kompaktne nosace u X.
Neka je A : C.(X) — C linearno preslikavanje (linearan funkcional). Ako
iz ¢injenice f > 0 na X proizilazi Af > 0, tada je A pozitivan linearan
funkcional na C.(X).

Neka je p pozitivna Borelova mera, tako da je mera svakog kompakta
konacna. Neka je f € C.(X). Iz ¢injenice da je f neprekidna na kompaktu
supp(f), sledi da je f ograni¢ena na supp(f). Recimo, neka je |f| < M na
supp(f), a samim tim i na X. Tada je f je integrabilna na X iz sledeéeg
razloga:

[ifldu= [ 1f1d < 21 ptsupp(9) < o
X supp(f)

Lako je proveriti da je formulom

Af = Jdu, fGCC(X),
/
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168 GLAVA 9. REPREZENTACIJE FUNKCIONALA

definisan pozitivan linearan funkcional na C..
Interesantno je da u veoma vaznom specijalnom slucaju vazi i obrnut
rezultat, koji formuliSemo u slede¢oj teoremi.

Teorema 9.1.1. (Ris) Neka je X lokalno kompaktan Hausdorfov prostor, i
neka je A pozitivan linearan funkcional na C.(X). Tada postoji o-algebra R
na X, tako da je B(X) C R, i postoji jedinstvena pozitivna mera j1 na R, sa
svojstvima:
(1) Za svako f € Co(X) vazi Af = [ fdu;
X

(2) u(K) < 0o za svako K € k;

(3) Za svako E € R vazi p(E) =inf{u(U): ECU,U € 7};

(4) Ako je E € 1, ilije E € R i u(E) < oo, tada je p(F) = sup{u(K) :
K C E,K € k};

(5) Mera p je kompletna na R.

9.2 Aproksimacije neprekidnim funkcijama

9.3 Reprezentacia ogranicenih funkcionala na
LP(X7 ,LL)

U ovoj sekciji obradujemo reprezentatije ogranicenih linearnih funkcionala
na prostorima pozitivnih mera L, (X, ). Ako je X Banahov prostor, onda
je njegov dualan prostor oznacen sa X*. Cilj ove lekcije jeste dokaz sledeéeg
tvrdenja: ako je 1 < p,q < 4o0i 110 + é = 1, onda je dualni Banahov prostor
prostora L, (X, ) izomorfan prostoru L, (X, p). Ovaj izomorfizm je precizno
opisan slede¢om teoremom.

Teorema 9.3.1. Neka je (X, p) prostor pozitivne mere, 1 < p,q < 00, % +
é = 1. Ako je g € Ly(X, u), tada vazi:
(1) Preslikavaje ¢, : L,(X, ) — C, definisano kao

olf) = / fodu, f € Ly(X,p).
X

jeste ogranicen linearan funkcional na prostoru L,(X, p); pri tome je ||¢4|| =
19lla;
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(2) Preslikavanje F : g +— ¢, je izomorfizam iz Banahovog prostora
L,(X, 1) na Banahov prostor (L,(X, u))*.

Dokaz. (1) Ako je f € L,(X,u), na osnovu nejednakosti Heldera sledi da
vazi

loy(f)] = / fodu| < / Faldu < 1 Flllgll
X X

Proizilazi da je ¢, ogranicen linearan funkcional na L,(X, 1) sa osobinom

@l < llgllq-
Potrebno je dokazati da navedenu formu ima svaki ogranic¢en linearan

funkcional ¢ na prostoru (L,(X,pu))*. Neka je, dakle, ¢ € (L,(X,u))*
proizvoljan.

Slucaj 1. Pretpostavimo da je p konacna mera. Ako je E € R, tada je
XE € L,(X, ). Definisemo funkciju A : R — C na sledeéi nacin:

AME) =1¢(xp), EeR.

Funkcional v je linaran, te odmah sledi konac¢na aditivnost funkcije A\. Do-
kazac¢emo prebrojivu aditivnost ove funkcije.
Neka je (E,), niz uzajamno disjunktnih skupova iz R, i neka je F =

U E.. Neka je F,, = EyU---UE,, n € N. Tada je F,, C F,,; za svako n,

n=1
kaoi |J F, = E. Takode je
n=1
1/p
s =il = | [ Txs =P | = G\ F)
X
Niz (E'\ F,), je opadajuéi, () (E\ F,) = 0, te na osnovu osobine neprekid-

n=1
nosti mere p sledi da je ispunjeno lim ||xg — x&, |, = 0. Funkcional ¢ je

neprekidan, te je lim ¢(F),) = ¥(F), odnosno

lim (A(E}) + - + A(Ey)) = lim A(E,) = ME).

n—oo n—oo

Sledi da je A\ prebrojivo aditivna, te je A kompleksna mera.
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Ako je E € R i pu(E) =0, onda je || xgll, =0, te je i A(E) = 0. Sledi
A < p. Prema Teoremi Radona-Nikodime, proizilazi da postoji g € Ly (X, u),
tako da za svako F € R vazi

wlxe) = ME) = [ gdu= [ xegdu

E X

Ako je s prosta merljiva funkcija, onda je s linearna kombinacija karakter-
isticnih funkcija. Imajuéi u vidu linearnost funkcionala i linearnost integrala,
proizilazi da vazi formula

w@:/ww
b's
za svaku merljivu prostu funkciju s.
Neka je sada f € Loo(X, p). Tadaje f = lim s, pri Cemu je ova grani¢na

vrednost ravnomerna, a (s, ), je niz merljivih prostih funkcija. Iz ravnomerne
konvergencije s, — f na X sledi lim || f—s,l|, = 0. Na osnovu neprekidnosti
n—oo

funkcionala 1 sledi lim v (s,) = ¥(f). Takode, imajuéi u vidu da je f,s, €
Loo(X, p) za svako n € N, sledi da je lim [ s,gdu = [ fgdu. Dakle, formula
n—oo X

wm:/mw (9.1)

vazi za svaku funkciju f € Lo (X, p).

Dokazimo da je g € L,(X,u). Postoji merljiva funkcija h, tako da je
|h| =11hg =|g|. Za svako n € N neka je A,, = {z € X : |g(z)| < n}, ineka
je f=xa,]9/7 th. Ako je z € A, onda je |f(z)[P = |g(x)|?. Ocigledno je f
ogranicena funkcija, i stoga formula (9.1) implicira

1/p

A[‘g‘qdu = f{|f\1’duzx/fgdu:¢(f) < |lv|l [’f’pdﬂ

1/p

_— / gl7du
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Sledi )

/ gl7dn | <11l

Na osnovu ¢ € L,(X, p) sledi da je g p-skoro svuda konacéna (ovaj komentar je
u slucéaju da uzimamo u obzir i prosirene realne funkcije). AkojeY = |J A,,
n=1

onda je u(X\Y) = 0. Naosnovu A,, C A,,+1 za svako n € N, kao i na osnovu
neprekidnosti mere p, sledi da je

/|g|qdu = lim /|g|qdu < [l
Y n

Dakle,

Q=

[iatan) <l

X

Time je dokazano ||gl; = [|1,]|-

9.4 Reprezentacija ogranicenih funkcionala na

Co(X)
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Vektorske mere
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