7. Linearni sistem DJ sa konstantnim koeficijentima

HOMOGEN LINEARAN SISTEMA DJ SA KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA:
/
(1) Y(t) = AY (1), A= [aij]m
NEHOMOGEN LINEARAN SISTEMA DJ SA KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA

Matriécni metod

Prema Teoremi 6.1.-(i) eksponencijalna matri¢na funkcija ®(t) = e4! je funda-
mentalna matrica sistema (1)).

Opste resenje homogenog linearnog sistema DJ sa konstantnim ko-
eficijentima

Y,(t) - AY@)? A= [aij]nxn
je
Y(t)=ele, teR,
gde je c proizvoljan konstantan vektor.

Resenje koje zadovoljava pocetni uslov Y (ty) = Yj:
eAtO Cc = Y(to) = )/b = = (eAtO)_li/b _ efAtO}/b

bide Y (t) = et e Y] = A=Ay = eAllh)Y,,

Resenje Kosijevog problema homogenog linearnog sistema DJ sa kon-
stantnim koeficijentima

Y' = AY, Y(ty) = Yo
je

Y(t) = eAl-lyy

Teorema 6.1. i Definicija 6.1. omogucavaju izrazavanje reSenja nehomogenog
linearnog sistema DJ sa konstantnim koeficijentima pomoc¢u matricne ekspo-
nencijalne funkcije, postupkom koji je analogan jednodimenzionalnom slucaju
odnosno postupkom analognim resavanju linearne DJ prvog reda.
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Pomnozimo obe strane jednacine sa e~ i dobijamo
(3) e M(Y'(t) — AY (1)) = e (1)

Kako koriste¢i svojstvo (iii) Teoreme 6.1, da je A - e 4" = =4 . A imamo da je

%(e‘AtY(t)) = e Y1) — Ae MY (1)
(4) = e Y1) — e MAY (1) = e MY (t) — AY (1)),
iz (3) i (4) imamo da je
d

E(Q_AtY(t)):e_AtF(t) = Y (t) = / e MF(t)dt + C

Koristeéi svojstvo (v) Teoreme 6.1, odnosno da je (e‘At)_l = ¢4, dobija se
Y(t) = M 4 et / AP (1)t

gde je C proizvoljan konstantan vektor.
Opste resenje nehomogenog linearnog sistema DJ
Y'=AY + F(t)
je
t t
Y (t) = eMC + 6At/ e M F(s)ds = eMC + / A F(s)ds, tty € R,
to to
gde je C' proizvoljan konstantan vektor.

ResSenje pocetnog problema nehomogenog linearnog sistema
Y' =AY + F(t), Y(ty) =Y.
je

t
Y (t) = ety +/ A F(5)ds .
t

0

Primer 7.1. Resiti sistem jednacina

Y= 5y — 1y
yé = 3o



RESENJE. Sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice
5 —1
A=
i
odredili smo u Primeru 5.1. Sopstvene vrednosti su Ay = 51 Ay = 3. Prema
Putzerovom algoritmu je

eAt = pl(t)M() +p2(t)M1
[0 -1
My=1 My=A—-\I=A—5]= ]

p’z[? g]p, p(O):[(l):

Dakle, p1(t) je resenje KP
Pit) =5pi(t), pi(0)=1 = p(t) =¢"

dok je po(t) resenje KP

p/Q(t) =p1(t) +3pa(t), p2(0) =0 = po(t) = edt <__ + _>
Prema tome,

10 1 eA\[0 —1 et —Led (—1 4 )
_ LAt _ 5t R _ 3
et [ 0] o (LY [0 ] [ )

Opéte resenje sistema je Y (t) = ®(t)c = e’c gde je ¢ € R? proizvoljan konstantan

0] =[]
)

()
Primetimo da smo Ojlerovom metodom za fundamentalnu matricu dobili matricu
5t 3t
e”’ e
U(t) =
( ) [ 0 2€3t ]
pri cemu vazi

(1) = e = [eét ~z¢ (;o,tHe%) ] OTHHY() = [(1) ;]



Opste resenje ([B)) mozemo zapisati u obliku

odnosno 0 .
y1(t e’ e kq
Y(t) = = = U(t
=[] =15 2] 1] = v
Koriscenje softverskog paketa Mathematica: Eksponent matrice mozemo
odrediti naredbom MatrixExp:

—1
A= { > ] ; expa = MatrixExp[At]; MatrixForm[expa]

0 3
( €5t _%6315 (_1 + 621‘,) )
0 6375

Primer 7.2. Resiti sistem jednacina
v = 2y1+ e
Yo = —y1+ 2y

RESENJE. Iz Primera 5.2. sopstvene vrednosti matrice A su A\; 2 =2 +4. Prema
Putzerovom algoritmu je

et = p1(t) My + pa(t) My

My=1, Mi=A-NI=A-(2+il= [:i _12]

244 0 1
Dakle, p1(t) je resenje KP

pit) = 2+)pi(t), p0)=1 = pi(t) ="
dok je pa(t) resenje KP

P8 = pi(t) + (2= pa(t), po(0) =0 —>  pa(t) = 2 (-iﬁft)

pit _ it
=  pot) = 6%T — e*'sint
i



Prema tome,

At (2+10)t 2t
€ = € [ 01 :| + e sint [ 1 ; ]

o2 cost +sint 0 n —¢sint  sint
a 0 cost +isint —sint —isint

e?cost e*sint
—e?tsint e cost

Opéte resenje sistema je Y (t) = e/c, gde je ¢ € R? proizvoljan konstantan vektor.

Vi) [yl(t)] B [_e:;tcost ejtsint] [zﬁ]

Ya(t) sint e*cost | | ko

yi(t) = k1€2t cost + ko e?lsint
y2(t) = —kie*sint + kye? cost

Ojlerovom metodom za fundamentalnu matricu dobili smo matricu

o 2t
e“*smt —e“cost
v = | & ]

eZcost e?sint

pri cemu vazi

T (t)elt = [ Y ]

Primer 7.3. Resiti sistem jednacina
i = =8y —
Yo = 16y
RESENJE. Sopstvene vrednosti matrice
-8 —1
A= [ 16 0 ]
prema Primeru 5.5. su A\ = Ay = —4. Prema Putzerovom algoritmu je

et = p1(t) My + pa(t) My

4 1
My =T, Ml_A—Alll—AJréﬂI_{m 4]
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p'z[_14 _04119, p(O)ZIH

Dakle, p1(t) je resenje KP
Pit) = —dpi(t), p(0)=1 = p(t)=e"
dok je po(t) resenje KP
ph(t) = pi(t) — dpa(t), po(0) =0 ==  poft) = te

Prema tome,

10 —4 -1 T
_ AL 4t —4t _ 4t
) =" =e {0 1]”6 {16 4 ]_e [ 16t 1+4t]

Opste resenje sistema je

y(t) = [yl(t)} _ [ 1—4t  —t ] [k1] _ { e (ky (1 — 4t) — kot) ]

1o (1) 16t 1+4t | | ko e~ (16k1t + (1 + 4¢)k,)

Ojlerovom metodom za fundamentalnu matricu dobili smo matricu

U(t) = [ —e (3 —t)e ]

e H At e~

pri cemu vazi

Tl (el = [ o ]

Primer 7.4. Resiti KP

200 2te! 3
Y=|120|Y+| 0 |, Y(-1)=]2
10 3 0 1

RESENJE. U Primeru 5.6. odredili smo sopstvene vrednosti matrice A : \; =
Ao = 21 A3 = 3. Prema Putzerovom algoritmu je

6At = pl(t)Mo -|—p2(t)M1 +p3(t)M2

My=T, M;=A—-)\I=A—2T=

0
1
1
0
My = (A= MI)(A— M) = (A—20)? = { 0
1



200 1
pP=1120]|p p0)=|0
013 0

Dakle, pi(t) je resenje KP
pit) =2pi(t), p1(0)=1 = pi(t)=e*
dok je po(t) resenje KP
Ph(t) = pi(t) +2pa(t), p2(0) =0 = po(t) = te”
i p3(t) je resenje KP
P(t) = pa(t) + 3ps(t), p3(0) =0 = py(t) = —te” — ¥ + &

Prema tome,

100 000 000
eM=e |01 0|+t 1004+ (—te?=e¥+e¥]000
001 1 01 1 01

e 0 0

eAt: e?tt e?t 0

B2 g Bt

Opste resenje odgovarajuc¢eg homogenog sistema Y'(t) = AY (t) je
cie2t
cr(€3 — e2t) + cye®t

Ojlerovom metodom za fundamentalnu matricu dobili smo matricu

0 0 e
Ut)y=1| 0 e* te*

pri cemu vazi



Resenje KP vektorske DJ Y'(t) = AY (t) + F(t), Y(ty) = Yo je:

t
Y (t) = ety + / A E(5)ds .
to

At

Da bi primenili formulu najpre zadajemo fundamentalnu matricu ®(t) = e,

vektorsku funkciju F'(t), pocetnu vrednost ¢y i pocetni vektor Yj:
e?t 0 0
ExpAlt ] = et e 0 |;
6275 (et o 1) 0 €3t
Flt]={{2te'},{0},{0}}; t0 = —1; YO = {{2}, {1}, {0} };
a zatim odredjujemo resenje pocetnog problema homogene vektorske DJ eA(t—10)Y}:

KRH[t_] = ExpA[t — t0].Y0; MatrixForm|[KRH[t]]/ /Simplify

362(t+1)
€A(t_t0)Yb _ 62(t+1)(3t+5)
62(t+1) (4€t+1 _ 3)

Resenje pocetnog problema nehomogene vektorske DJ je:

KRNH[t ] = KRH[t] + [} ExpAl[t — s].F[s] ds; MatrixForm[KRNH[¢]] //Simplify

¢ el (3€t+2 — 2t — 2)
Yip(t) = ey 4+ / IR (s)ds = | el (2(t +2) — 2e! + e (3t + 5))

to %et (2t o 6et+2 _ €2t+2 + 8e2t+3 + 3)



