3. Fazni portret dvodimenzionalnog nelinearnog DS

NELINEARAN SISTEMA DJ:

dx dy

(1) %:f(ﬂf,y% %:g(a:,y)

gde je f,g € CYR?), t € R.
Za nelinearan sistem, najceS¢e je nemoguce odrediti analiticki oblik reSenja,

tako da je kvalitativna analiza nelinearnih sistema DJ od posebnog znacaja. Cilj
je odrediti fazni portret sistema na osnovu svojstava funkcija f(x,y) i g(x,y).

B A
Slika 1: Fazni portret nelinarnog sistema DJ.

Fazna trajektorija dinamickog sistema moze biti:

* polozaj ravnoteze - tacke A, B i C' na Slici 1.

* glatka kriva bez samopreseka

* zatvorena glatka kriva ( kriva D na Slici 1.) kojoj odgovaraju periodi¢na
reSenja, tj. reSenja za koja vazi X(t+7T) = X (¢) za svako ¢ i neko T' > 0

Da bi odredili fazni portret DS neophodno je:

v odrediti polozaje ravnoteze;

v/ ispitati ponasanje trajektorija u okolini polozaje ravnoteze i stabilnost tih
PR (npr. PR A, B i C na Slici 1. su nestabilni);

v ispitati egzistenciju izolovanih zatvorenih trajektorija (grani¢nog cikla);

Vispitati stabilnost grani¢nog cikla (zatvorena kriva D je stabilna - trajektorije
i sa unutrasnje i sa spoljasnje strane se spiralno priblizavaju krivoj D);

v'skicirati fazni portret odredjivanjem vektora vektorskog polja i trajektorija
sa naznacenim pravcima.



Topoloska ekvivalentnost i konjugovanost nelinearnih DS

Definicija 1 Neka su ¢’ : X — X i)' : Y — Y tokovi DS

(2) (1) 2= f(x), f:X—=>R"
() ¥ =g(y), g:Y—=R"

Za DS kazemo da su TOPOLOSKI EKVIVALENTNI ako postoji homeomorfizam
h : X — Y (neprekidno, bijektivno preslikavange, ¢iji je inverz neprekidan) i
neprekidno preslikavanje 7 : R x X — R, za koje je t — 7(t,x) strogo rastuca
bijekcija, tako da za svako t € R i svako x € X vazi

(3) h(e' () = ™) (h()).

Ako homeomorfizam h preslikava fazne trajektorije jednog sistema u fazne tra-
jektorije drugog sistema, pri cemu se ¢uva orjentacija trajektorija (ako je tok ¢
usmeren od x1 do x5 1z X, tada je tok ' usmeren od h(xy) do h(xs) iz Y), za DS
kaZemo da su topolosk: ekvivalentns.

Za DS kazemo da su TOPOLOSKI C¥—EKVIVALENTNI, k > 1 ako postoji
CF-difeomorfizam h : X — Y (k—puta neprekidno-diferencijabilno, bijektivno pres-
likavange, ¢iji je inverz k—puta neprekidno-diferencijabilan) za koji vazi .

Ako je specijalno T(t,z) = t za svako t € R i svako x € X, DS S
TOPOLOSKI KONJUGOVANI. Dakle, DS st TOPOLOSKI KONJUGOVANI ako
postoji homeomorfizam h : X — Y tako da vazi

(4) h(e'(x)) = ¥ (h(x)), @eX.

Ako homeomorfizam h preslikava fazne trajektorije jednog DS u fazne trajektorije
drugog DS, pri cemu se cuva orjentacija trajektorija, ali i vremenska parametrizacija
duz trajektorija, za DS kaZemo da su topoloski konjugovani.

Za DS kazemo da su TOPOLOSKI C¥—KONJUGOVANI, k > 1 ako postoji C*-
difeomorfizam h : X — Y (k—puta neprekidno-diferencijabilno, bijektivno pres-
likavange, ¢iji je inverz k—puta neprekidno-diferencijabilan) za koji vazi .

X, Y C R"™

hO(pt:wtOh = @t:h_loi/)toh

Sot

o — SOt(xo)
h | )
wt
vo — ¥(yo)
DIJAGRAM TOPOLOSKE KONJUGOVANOSTI DS
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Lema 1 PolozZaj ravnoteze DS preslikava se u poloZaj ravnoteZe njemu topolosk:
konjugovanog DS.

Dokaz. Ako su DS topoloski konjugovani, h odgovaraju¢i homeomorfizam
za koji vazi i ako je z* PR DS (2)-(i), a y* = h(z*), pokazacemo da je y*
PR DS (2))-(ii). Naime, ako je ¢' tok DS (2))-(i), ¢' tok DS (2)-(ii), tada kako je

o' (x*) = x* za svako t, bice
V) =0 (b)) = b @) =h@) =y O

Lema 2 Periodicne trajektorije DS preslikavaju se u periodicne trajektorije njemu
topoloski konjugovanog DS, pri ¢cemu su periodi tih trajektorija jednaks.

Dokaz. Neka su DS topoloski konjugovani i h odgovarajué¢i homeomorfizam
za koji vazi (). Neka je xg € X, h(zo) = yo 1 ¢'(x0) periodiéna trajektorija DS
[2)-(i) sa periodom T, tj. ¢'(zy) = ¢ (xy). Pokazimo da je trajektorija DS
(2))-(ii) koja polazi iz yy = h(xg) takode periodi¢na trajektorija sa periodom T, tj.
da je ' (yo) = " (o). Zaista,

(o) = ¢ (h(x0)) = h(¢'(w0)) = (™" (o)) = " (yo) . O

Treba napomenuti da periodi periodi¢nih trajektorija topoloski ekvivalentnih
DS ne moraju biti jednaki.

Linearizacija nelinearnog DS - I deo

Neka su funkcije f,g € 0(2)(R2) i neka u dovoljno maloj okolini polozaja
ravnoteze (zg, yp) nema drugih polozZaja ravnoteze sistema . Razvojem funkcija
f(z,y) ig(x,y) u Tejlorov red oko tacke (xg,yy) do prvog izvoda imamo

f(x,y) = fr(zo, y0) - (x —20) + fy (w0, 90) - (v — y0) + Ra(z,y),

9(z,y) = g, (0, 90) - (x — x0) + gg;(x():y()) (Y —yo) + Ra(z,y),
jer je f(xo,y0) = g(xo,y0) = 0. Kako su Ry(z,y) = O(r?), Ro(x,y) = O(r?), gde
jer = \/(33 —x0)? + (y — 0)? imamo

T

— 0, :=1,2 kada r — 0.

Odbacivanjem nelinearnih ¢lanova dobija se linearan sistema DJ sa konstantnim
koeficijentima:

z' = fi(xo,y0) - (¥ — o) + fg;(x())yO) (Y —yo) = F(z,y)
y = gly(x()?y()) (z — o) + gg;(x();y()) (¥ —yo) = G(z,y).
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Smenom X = x — xg, Y = y — 1o, polozaja ravnoteze (zg,yo) transliramo u
koordinatni pocetak (0,0), pa mozemo posmatrati linearan DS sa konstantnim
koeficijentima

(5) x' = fi(zo,y0) - = + fy(0,v0) -y
y' = g,(x0,%0) -  + gy (0, Y0) - ¥ -

Sistem (5] se naziva linearizovan sistem odgovarajudi polozaju ravnoteze (g, yo)
nelinearnog sistema . Matrica linearizovanog sistema je

(6) ﬂmww=<ﬂ@MmLW%ww>

9. (0, o) g?;(fﬁm Yo)
i naziva se JAKOBIJEVA MATRICA POLOZAJA RAVNOTEZE (g, yy) nelinearnog DS
)k

PrtanJE: Da li linearizovan sistem daje kvalitativno korektnu sliku faznog
portreta u okolini polozaja ravnoteze, odnosno da li su fazni portreti ta dva DS
topoloski ekvivalentni ili topoloski konjugovani u okolini polozaja ravnoteze?

U opstem slucaju da li linearizovan sistem

(7) X'=AX, X eR"
gde je 5 5
fi« i«
(@) o 1<>\
1
A= 6—35(33*) = DF(a*) = g ' 83:”
Ofn O &
SR FeC
daje kvalitativno korektnu sliku faznog portreta nelinearnog DS
(8) @ =F@), F@) =(fi) @), . fuz), 1€ECR,

u okolini PR z*7

Odgovor na prethodno postavljeno pitanje daje Hartman-Grobmanova teo-
rema, koja predstavlja jedan od najznaznijih rezultata u kvalitativnoj analizi
nelinearnih DS i daje uslove pod kojima je lokalni fazni portret nelinearnog DS
u okolini hiperboli¢nih polozaja ravnoteze topoloski konjugovan faznom portretu
linearizovanog sistema.



Definicija 2 PoloZaj ravnoteze x* nelinearnog DS naziva se hiperbolicki
ako je realni deo svake sopstvene vrednosti Jakobijeve matrice J(x*) = D f(x*) ra-
Zlicit od nule. Ako je realni deo neke sopstvene vrednosti Jakobijeve matrice J(x*)
jednak nuli, poloZaj ravnoteZe x* nelinearnog DS se naziva nehiperbolicki.

Slika 2: Hartman-Grobmanova teorema

Teorema 1 [Hartman-Grobmanova teorema] Neka je E otvoren podskup od
R", takav da 2* € E, F € CYE), F(z*) = 0 i neka je @' tok DS ([§). Neka
je 0 = (0,0,...,0) hiperbolicki poloZaj ravnoteZe linearizovanog DS (7). Tada
postoje okoline U,V C R", x* € U, 0 € V i homeomorfizam h : U — V', takav da
za svaku pocetnu tacku xog € U, postoji otvoren interval Iy C R, t =0 € Iy tako
da za svako t € Iy vazi

ho ®'(x) = eh(z)
odnosno da je tok DS topoloski konjugovan toku et linearnog DS @

Homeomorfizam h preslikava trajektorije DS u trajektorije DS (7)), cuva
orijentaciju trajektorija i parametrizaciju vremena duz trajektorija.

Primer 3.1. Ispitati stabilnost polozaja ravnoteze DS

dx

e
di v
dy 92 2
aw Y

RESENJE. ReSenja sistema f(z,y) = 1 —y = 0, g(x,y) = 2> —y*> = 0 su
polozaji ravnoteze DS: (1,1) i (—1,1). Jakobijeva matrica je

0 -1
J_<2:1: —2y>
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Za PR imamo

L:ﬂLD:<

Za PR (1,1) je
g=detJ;=2>0, p=trJ; =-2<0, A:p2—4q:—4<0

(sopstvene vrednosti matrice J; su \j2 = —1 £ i), pa je PR STABILAN FOKUS
linearizovanog DS.

Za PR (=1,1) je ¢ = det J, = —2 < 0 ( sopstvene vrednosti matrice Jy su
Ao = —1 £ /3, a sopstveni vektori su vy 9 = ((—1 F \/§) /2, 1)T), pa je PR
SEDLO linearizovanog DS.

Primenom Teoreme HG zakljucujemo da ¢e hiperboliéni PR (1, 1) biti stabilan
PR datog nelineanog DS, a hiperboli¢cni PR (—1,1) ¢e biti nestabilan. Fazni
portret datog nelinearnog sistema prikazan je na Slici 3 X

0 —1
2 =2 )7

Jo = J(—1,1

I
=

N

~—
P~ >

T

/{1

/ /]
Wy /f
% Y
é/ y
e

0 2

Primer 3.2. Ispitati stabilnost polozaja ravnoteze DS

RESENJE. Resenja sistema f(x,y) = 0, g(x,y) = 0 su polozaji ravnoteze sistema:

dv

a Y

d

d—j = 2(l—2H)+y.

(—=1,0), (0,0) i (1,0). Jakobijeva matrica je

J(ﬂf,y)=(1

0 1
— 322 1

6

Slika 3: Fazni portret nelinearnog sistema u Primeru 3.1.



Za PR (—1,0) i (1,0), A12 = (1 £iv/7) su sopstvene vrednosti matrice

T = J(=1,0) = J(1,0) = ( o )

g=detJ; =2>0, p=trJ;=1>0, A=p*—4g=-7<0.

Oba PR su NESTABILNI FOKUSI linearizovanog DS.

15 / A

/
1.0 /

/
RN

LGNS

AR
-05 /h

//

| /)
-15 SIS S //

-15 -10 -05 0.0 05 10 15

Slika 4: Fazni portret nelinearnog sistema u Primeru 3.2.

Za PR (0,0) je

ngJ(0,0):<§) 1) = g=detJo=-1<0

(sopstvene vrednosti matrice Jy su Ao = %(1 + /5)), tako da je PR SEDLO
linearizovanog DS.

Sva tri PR su hiperboli¢ni PR, pa primenom Teoreme HG zakljucujemo da
¢e sva tri PR (—1,0), (1,0),(0,0) biti nestabilni PR datog nelineanog DS. Fazni
portret datog nelinearnog sistema prikazan je na na Slici [, X

Polozaji ravnoteze nelinearnog DS u ravni

TRANSFORMACIJA DS PRELASKOM NA POLARNE KOORDINATE: Vrlo
¢esto u cilju analize nelinearnog DS, kao i lakSeg resavanja prelazimo na polarne
koordinate

x=rcosf, y=rsind, r=r(t), 0 =0(t).
Kako je 22 4+ y> = r? i 0 = arctg y, imamo
x
ot vy —yx'  xy —ya'
T a2 g2 22 - 2

(9) xx' +yy = rr, 0’

9
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odakle je

~

r" = f(rcosf,rsinf)cosd + g(rcosf,rsinf)sinf = f(r,0)
rf’ = g(rcosf,rsinf)cosf — f(rcosf,rsinf)sinf = g(r,0)

Pretpostavimo u nastavku da je smenom X = z — zy, ¥ = y — yp, polozaj
ravnoteze (g, yo) transliran u koordinatni pocetak (0,0).

Definicija 3 PR (0,0) je CENTAR nelinearnog DS ako postoji 6 > 0 tako da
svaka fazna trajektorija DS u okolini N5((0,0)) \ {(0,0)} je zatvorena trajek-
torija unutar koje se nalazi PR (0,0).

Definicija 4 PR (0,0) je STABILAN FOKUS nelinearnog DS ako postoji 6 > 0
tako da za svako 0 < ry < 9 i 6y € R je r(t,ro,00) — 0 i |6(t,7r0,00)| — oo kada
t — 0o0. PR (0,0) je NESTABILAN FOKUS nelinearnog DS ako postoji 6 > 0
tako da za svako 0 < 19 < 6 i 6y € R je r(t,19,600) — 0 i |0(t,r9,00)| — o0 kada
t — —o0. Svaka trajektorija DS koja zadovoljava r(t) — 0 i |0(t)| — oo kada
t — +00 kaZemo da se spiralno priblizava PR kada t — 400.

Definicija 5 PR (0,0) je STABILAN CVOR nelinearnog DS ako postoji 6 > 0
tako da za svako 0 < ry < d i 6y € R je r(t,ro,6p) — 0 kada t — oo i
limy o0 O(t, 19, 09) < 00, tj. svaka trajektorija u okolini PR se priblizava PR tan-
gentno na neki pravac kada t — co. PR (0,0) je NESTABILAN CVOR. nelinearnog
DS ako postoji 6 > 0 tako da za svako 0 <1y < 9 16y € R je r(t,rg,0y) — 0
kada t — —oo i limy,_o 0(t,r0,6p) < o0, tj. svaka trajektorija u okolini PR
"izlazi” iz PR tangentno na neki pravac 1 udaljava se od njega kada t — oo.

Definicija 6 PR (0,0) je SEDLO nelinearnog DS ako postoji dve trajektorije
[y, Ty koje se priblizavaju (0,0) kada t — 0o (nazivaju se stabilne mnogostrukosti
sedla) i dve trajektorije I's, T'y koje se pribliZavaju (0,0) kadat — —oo (nazivaju se
nestabilne mnogostrukosti sedla) i ako postoji 0 > 0 tako da svaka trajektorija koja
polazi iz okoline Ns((0,0))\ {(0,0)} napusta tu okolinu kada t — +o0, pri éemu
kada t — 400 trajektorije su paralelne sa stabilnim mnogostrukostima sedla, dok
kada t — —oo trajektorije su paralelne sa nestabilnim mmnogostrukostima sedla.
Trajektorye I';, © = 1,2, 3,4 nazivaju se 1 separatrise sedla.



Primer 3.3. Ispitati tip i stabilnost polozaja ravnoteze DS

dz Lo
— = 1+
dt Y
dy

dt v

RESENJE. Polozaj ravnoteze sistema je (0,0). Jakobijeva matrica je

(1 2y . (10 _ o
J_(O—l) = J(O,O)—J1—<O_1) = qg=detJ; =—-1<0,

pa je koordinatni poc¢etak SEDLO linearizovanog sistema sa stabilnim pravcem duz
y—ose 1 nestabilnim pravcem duz x—ose. Fazni portret linearizovanog sistema
prikazan je na Slici [5}(a).

Posmatrajmo sada nelinearan sistem. Njegovo resenje koje zadovoljava pocetni
uslov 2(0) = zg, y(0) = yo je:

Y Y
x(t) = (a:o + §0> el — 306%, y(t) = yoe .

Za yo = 0, imamo kao i u linearnom slucaju pravolinijsku trajektoriju z(t) = xoe’,
y(t) = 0, koja predstavlja nestabilnu mnogostrukost nelinearnog sedla. Ipak, za
razliku od linearnog slucaja, y—osa ne sadrzi resenja koja teze ka (0,0). Zaista,
vektor (a2, —a)T je vektor vektorskog polja u proizvoljnoj tacki (0, a) y—ose.

Slika 5: Primer 3.3. ~ (a) (0,0) je SEDLO linearizovanog DS ; (b) fazni portret nelinearnog sistema

Sa druge strane, postoji kriva duz koje sva resenja teze ka (0,0), tj. stabilnu
mnogostrukost nelinearnog sedla. Naime, neka je (zg, yo) proizvoljna tacka sa krive
C:z+ y; = 01 neka je (xz(t),y(t)) resenje datog sistema koje zadovoljava pocetni

uslov z(0) = zg, y(0) = yo. Kako je zg + %3 = 0, to resenje je

y(t)?

3 = (0 zasvako t.

2
2(t) = =2e Y =pe = @)+




Dakle, resenje koje polazi iz tacke (xg,yo) sa krive C ostaje na krivoj C' u ma
kom vremenskom trenutku t. Stavise, kada t — oo, to resenje tezi ka (0,0),
tako da kriva C' predstavlja STABILNU MNOGOSTRUKOST sedla (0,0) datog DS
- stabilna trajektorija duZ koje svako resenje tezi ka (0,0). Primetimo, da je
y—osa (stabilan pravac sedla linearizovanog DS) tangenta stabilne mnogostrukosti
nelinearnog sedla DS.

Fazni portret nelinearnog sistema prikazan je na Slici [f}(b). X

Definicija 7 Lokalna stabilna mnogostrukost poloZaja ravnoteze xy je skup
Wi (z0) = {x : lim ®'(z) = 2}
t—o00
Lokalna nestabilna mnogostrukost poloZaja ravnoteze xz je skup

Wi(ao) = {z ¢ lim @'(z) = a0}

Neka je vy = ajp + 1b; generalisani sopstveni vektor odgovaraju¢i sopstvenoj
vrednosti A\ = ay. + 10, linearnog DS

(10) .%'/ = AI, A= [az'j]nxn .

Definicija 8 [Stabilan, nestabilan i centralni podprostor linearnog DS]
E° = span{ay, by|ap <0}
E" = span{ay, by|ar > 0}
E° = span{ay, by|ar =0}

su, redom, stabilan, nestabilan i centralni podprostor linearnog DS .

E?, B¢, E" su podprostori vektorskog prostora R"” ¢ije baze ¢ine realni i imag-
inani delovi generalisanih sopstvenih vektora vy odgovarajué¢ih sopstvenim vred-
nostima Aj sa, redom, negativnim, jednakim nula i pozitivnim realnim delom i
vazi:

R"=FE°¢ E°® E"

Teorema 2 [Teorema o stabilnoj i nestabilnoj mnogostrukosti PR]| Neka
jelE C R™ otvoren i xg € E hiperbolicki PR DS () i neka je F € CH(E). Neka ma-
trica A = D f(xq) ima s sopstvenih vrednosti sa negativnim realnim delom in — s
sopstvenih vrednosti sa pozitivnim realnim delom. Tada postoji s—dimenzionalna
diferencijalna mnogostrukost Wi . tangentna na stabilan podprostor E° linearnog
DS @ u tacki xy. Takodje, postoji (n — s)—dimenzionalna diferencijalna mno-
gostrukost W;. . tangentna na nestabilan podprostor E* linearnog DS @ u tack:
Zg-
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Slika 6: Stabilne i nestabilne mnogostrukosti sedla (0,0) tangente u toj tacki na stabilne i nesta-
bilne pravce linearnog sedla

Linearizacija nelinearnog DS - II deo

Naredni primer, pokazuje da linearizovani sistem ne daje uvek tacan zakljucak
o tipu PR (0,0) nelinearnog DS ~ u sluc¢aju kada je (0,0) centar linearizovanog
sistema - nehiperbolicki PR.

Primer 3.4. Ispitati tip polozaja ravnoteze DS

dx ) )
— = —y+ax(x” +:
T y+ax(z” +y°)
d

d_?L{ = z+ay(z® + %) .

RESENJE. Polozaj ravnoteze sistema je (0,0). Jakobijeva matrica je

0 —1
s00 = (1),
¢ije su sopstvene vrednosti A\ = =£.
Kako je Re(A12) = 0, (0,0) je centar linearizovanog sistema, dakle nehiper-

bolicni PR datog sistema.
Da bi analizirali nelinearan sistem, prelazimo na polarne koordinate i dobijamo

prema @

rr' = a(—y+az(2® +y%) +y(e+ay(@® +y°) = a(@® +y°)? = ar!

— ' =ar’.
i
G ay(z® +vy*)) — y(—y + azx(2® + y?))

=1.
r2
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Slika 7: Fazni portret nelinearnog sistema u Primeru 3.4. za a <0, a=0,a > 0

Dakle, u polarnim koordinatama dati nelinearan sistem ima oblik
r=ar’, 0 =1,

¢ije resenje koje zadovoljava pocetni uslov r(t) = rg, 0(t) = 6y za a > 0 je:

r(t)=r0(1—27“§at)_1/2 zat < o 0=t+0o,

0

dok za a < 0 je:

r(t) =ro(1— 2r§at)71/2 za t > %, 0=t+0o.
2rja
Sistem u ovom obliku moze se lako analizirati. Sve trajektorije rotiraju oko (0, 0)
sa istom ugaonom brzinom 6’ = 1.
* ako je a < 0, tada r(t) — 0, 6(t) — oo kada t — oo, a PR je stabilan fokus
nelinearnog DS (prema Definiciji 4));

*x ako je a =0, tada r(t) = ry za svako t, a PR je centar;

* ako je a > 0, tada r(t) — 0, 8(t) — oo kada t — —o0o, a PR je nestabilan
fokus nelinearnog DS (prema Definiciji 4)).

Dakle, dodavanjem nelinearnog c¢lana centar linearnog sistema transformise
se u fokus (stabilan ili nestabilan) nelinearnog DS, pa ne mozemo koristiti

linearizaciju sistema za odredjivanje faznog portreta u okolini nehiper-
bolicnog PR. KX

Naredni primer pokazuje da pretpostavka F' € C'(E) nije dovoljna da za-
klju¢imo da ¢e tip PR nelinearnog DS i linearizovanog DS ostati isti, odnosno da
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nelinearan DS bude topoloski C!—ekvivalentan linearizovanom DS (videti Primer
2.6. gde je pokazano da su za linearni DS u ravni stabilna zvezda i stabilan fokus
topologki ekvivalentni, ali da nisu topologki C!—ekvivalentni).

Primer 3.5. (stabilna zvezda — nelinearan stabilan fokus) Posmatrajmo
DS

o= —x—— Y~ f(zy), (x.y) £ (0,0)

In /2% + y?

/ X

Yy = —y—ng(fc,y), (z,y) # (0,0)

i definisimo F(0,0) = (f(0,0),¢(0,0)) = (0,0). Primetimo da je F € C'(R?), ali
F ¢ C*(R?).

PR (0,0) je stabilna zvezda linearizovanog sistema, jer je

J(0,0) = < _01 _01) .

Dakle, prema Teoremi HG hiperolicni PR (0,0) ¢e biti stabilan PR datog nelin-
earnog sistema, ali da bi odredili tip PR transformisemo DS prelaskom na polarne
koordinatame

v =—r 0 =-—
Inr

¢ije resenje koje zadovoljava pocetni uslov r(t) = rg, 0(t) = 0y je

r(t) =ree ", 0(t) =0y —In (1 — ﬁ) :
Kako je r(t) — 0, |0(t)| — oo kada t — oo, prema Definiciji [f] koordinatni pocetak
je stabilan fokus nelinearnog DS.

Dakle, ako je F' € CYE), zvezde i degenerisani ¢vorovi linearizovanog sis-
tema mogu biti transformisani nelinearnim izrazima u DS u fokus ili ¢vor (videti
Primer 3.6), ali za razliku od centra linearizovanog sistema (koji moze preéi bilo
u stabilan bilo u nestabilan fokus ili ostati nelinearan centar), NJIHOVA STABIL-
NOST SE NE MENJA. Na primer, stabilna zvezda moze se tranformisati u stabilan
fokus (kao u prethodnom primeru), ali ne i u nestabilan fokus. Ovaj zakljucak
je verodostojan klasifikaciji polozaja ravnoteze prikazanom na Slici 2.26: sta-
bilna (nestabilna) zvezda i stabilan (nestabilan) degenerisani ¢vor lezi u stabilno]
(nestabilnoj) oblasti pg— ravni, dok se centar nalazi na granici izmedu stabilne i
nestabilne oblasti pg— ravni.
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Naredna teorema garantuje da je pod pretpostavkom F' € C?*(E), nelinearan
DS () topoloski C!'—konjugovan linearizovanom DS ([7)).

Teorema 3 [Hartmanova teorema] Neka je E otvoren podskup od R", takav da
¥ € E, F € C*(E), F(2*) =0 i neka je ®" tok DS (§). Neka je 0 = (0,0,...,0)
hiperbolicki poloZaj ravnoteze linearizovanog DS @ Tada postoje okoline U,V C
R" 2* € U, 0 € V i C'—difeomorfizam H : U — V, takav da za svaku pocetnu
tacku xy € U, postoji otvoren interval Iy C R, 0 € I, tako da za svako t € Iy vazi

H o ®'(z0) = e H(x)
odnosno da je tok DS topoloski C'—konjugovan toku et linearnog DS .

Naredna teorema daje potreban i dovoljan uslov da sedlo linearizovanog DS
bude sedlo nelinearnog DS.

NELINEARNO SEDLO <— LINEARNO SEDLO :

Teorema 4 Neka je E otvoren podskup od R?, takav da (0,0) € E i neka je
F e CY(E), F(0,0) = 0. Neka je 0 = (0,0) hiperbolicki PR DS (1]). Tada je 0
nelinearno sedlo DS ako 1 samo ako je sedlo linearizovanog DS @

Na osnovu Primera 3.5. stabilna zvezda linearizovanog DS moze postati stabi-
lan fokus, ali takode moze postati i stabilan ¢vor nelinearnog DS. Koriste¢i vrlo
uobicajenu klasifikaciju PR linearnog DS

e "SINK” = stabilan ¢évor + stabilan fokus + stabilna zvezda 4+ stabilan de-
generativni ¢vor

e "SOURCE” = nestabilan ¢vor + nestabilan fokus + nestabilna zvezda +
nestabilan degenerativni ¢vor

e "SINK NODE” = stabilan ¢vor (stable node) + stabilna zvezda (stable star
node) + stabilan degenerativni ¢vor (degenerative node) — dve negativne
sopstvene vrednosti matrice sistema

e "SOURCE NODE” = nestabilan ¢vor (unstable node)+ nestabilna zvezda
(unstable star node) + nestabilan degenerativni ¢vor (degenerative node) —
dve pozitivne sopstvene vrednosti matrice sistema
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Teorema Hartman-Grobmana garantuje da ¢e ”sink” (”source”) linearizovanog DS
ostati ”sink” (”source”) nelinearnog DS. Naredna teorema kaze da pod malo jac¢im
pretpostavkama od pretpostavke F' € C1(E) hiperbolicki PR koji je stabilan fokus
linearizovanog DS ostaje stabilan fokus nelinearnog DS, dok stabilan évor (”sink
node”) linearizovanog DS ostaje stabilan ¢vor nelinearnog DS, odnosno nestabilan
¢vor ("source node”) linearizovanog DS ostaje nestabilan ¢vor nelinearnog DS.

Teorema 5 Neka je E otvoren podskup od R?, takav da (0,0) € E i neka je
F e C*(E), F(0,0) =0. Neka je 0 = (0,0) hiperbolicki PR DS ([I).

(1) O stabilan (nestabilan) fokus DS ako i samo ako je stabilan (nestabilan)
fokus linearizovanog DS .

(11) O stabilan (nestabilan) évor DS ako i samo ako je stabilan (nestabilan)
cvor linearizovanog DS .

(A) NELINEARAN CVOR <= LINEARAN CVOR

v N\

”SOURCE NODE” ”SINK NODE”

NESTABILAN NELINEARAN CVOR  STABILAN NELINEARAN CVOR
(B) NELINEARAN FOKUS <= LINEARAN FOKUS

Primer 3.6. (nestabilna zvezda — nelinearan nestabilan ¢vor) Posma-

trajmo DS

dx dy
— = — — = 21 .
7 T — xy, 7 Y+ 2xy

: . . (1=-y —x
PR su (0,0) i (—1/2,1). Jakobijeva matrica je J(z,y) = ( 2 1+ % > :
Za tacku (—1/2,1) je

1
JQIJ(—l/Q,l):(g 1é2> = q:detJ1:—§<0,

odnosno (—1/2,1) je SEDLO linearizovanog sistema ( sopstvene vrednosti matrice

JQ su )\172 = :|:1)
10
= -(10)

Za tacku (0,0) je
= qg=det;=1>0, p=trJ;=2>0, A=p>—4g=0
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tako da je koordinatni pocetak NESTABILNA ZVEZDA linearizovanog sistema.
Kako je F(z,y) = (v — zy,y + 22y), F € C*(R?), prema Teoremi || (—1/2,1)
je sedlo datog nelinearnog DS, a prema Teoremi [5| (0,0) je nestabilan ¢vor nelin-
earnog DS. Fazni portret datog nelinearnog sistema prikazan je na Slici[§] X
U Primeru 3.5. dat je primer DS kada centar linearizovanog DS moze biti centar
nelinearnog DS ili stabilan (nestabilan) fokus nelinearnog DS. Medjutim, centar

linearizovanog DS moze postati jos jedan tip PR nelinearnog DS koji nazivamo
centar-fokus.

Definicija 9 PR (0,0) je CENTAR-FOKUS nelinearnog DS ako postoji niz
zatvorenih trajektorija Iy, tako da se I, 1 nalazt unutar oblasti ogranicene zatvore-
nom trajektorijom I',, @ da I';, — 0 kada n — oo, pri ¢emu svaka trajektorija koja
se nalazi 1zmedu 1"y, © 1", 1 se spiralno pribliZava ili Uy, il Ty q kada t — F00.

Slika 8: Fazni portret nelinearnog sistema u Primeru 3.6.

Primer 3.7. (centar — centar-fokus) Posmatrajmo DS

—y 4+ z(z* 4 y*) sin

z + y(z? + y?) sin

™

/0

o=

i definisimo f(0,0) = 0,9(0,0) = 0, tako da je za F(z,y) = (f(z,y),9(x,y)),

- f(a:,y)

g(x,y).

F € C'(R?). Sistem u polarnim koordinatama je oblika

(11)

dr T
— = rsin —

dt r
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DS ima PR (0,0) i niz zatvorenih trajektorija I, : » = £, n € N. Pored
toga,

,_d7“>0 1 e 1
(7 2 o1 S oy
, dr<0 1 e 1

" om > S om— 1

za m € N. Dakle, za Wlﬂ < 1 < 5, refenje r = r(f) monotono raste kada
0 — oo, dok za 5 < 1 < 53— reSenje r = r(¢) monotono opada kada 6 — oo.
Sve fazne trajektorije izmedju zatvorenih trajektorija I'g,,41 1 I',; spiralno se
udaljavaju od I'y,,41 1 priblizavaju krivoj I'y,,, dok sve fazne trajektorije izmedju
zatvorenih trajektorija 'y, i I'9y, 1 spiralno se priblizavaju krivoj I'y,, i udaljavaju
od krive I'y;,,—1. PR (0,0) je centar-fokus, pri ¢emu je (0,0) centar linearizovanog
DS.

Teorema 6 Neka je | otvoren podskup od R?, takav da (0,0) € E i neka je
F e CYE), F(0,0) = 0. Ako je O centar linearizovanog DS (7)), onda je centar
ili centar-fokus ili fokus nelinearnog DS.

Medjutim, centar-fokus ne postoji u analitickim DS, odnosno imamo

Teorema 7 Neka je E otvoren podskup od R?, takav da 0 = (0,0) € E i neka je
F(0,0) =0 i F je analiticka funkcija v E. Ako je (0,0) centar linearizovanog DS
@, tada je O ili nelinearan centar ili nelinearan fokus DS .

LINEARAN CENTAR — NELINEARAN CENTAR ILI NELINEARAN FOKUS
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