3.1. Skiciranje faznog portreta dvodimenzionalnog
nelinearnog DS

Uputstvo za skiciranje faznog portreta nelinearnog DS

Za obicnu DJ prvog reda y' = f(x,y) IZOKLINA je geometrijsko mesto tacaka
u kojima polje pravaca ima istu vrednost, odnosno

{(z,9) « flz,y) =k, k= const}
Analogno tome za DS

dx dy
]_ _— = _— =
(1) o=@y, =gy
gde je f,g € CYR?), t € R, definisu se pojmovi:
e ©—NULA-IZOKLINA je skup tacaka u faznoj ravni za koje je dx/dt = 0, tj.

flz,y) =0
— geometrijski duz x—nula-izokline je tangentni vektor (f,g) = (0,v), pa
su zato vektori vektorskog polja u faznom portretu paralelni sa y—osom:
T akojey >0
L akojey <0
e y—NULA-IZOKLINA je skup tacaka u faznoj ravni za koje je dy/dt = 0, tj.
g9(z,y) =0
— geometrijski duz y—nula-izokline je tangentni vektor (f,g) = (2/,0), pa
su zato vektori vektorskog polja u faznom portretu paralelni sa x—osom:
— ako je 2’ >0
+ ako je ' <0

U delovima fazne ravni izmedu nula-izoklina vektore vektorskog polja odredujemo
na slede¢i nacin:

/ N N 7

>0,y >0 <0,y >0 >0,y <0 <0,y <0
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f(x,y)>0 | f(x,y)=0 | f(x,y)<0

g(x.y)>0 / ¢ \\

gxy)=0 | g o -

g(x.y)<0 \ ¢ ,/

Primer 3.8. Skicirati fazni portret DS

dx g
— = x+e!
dt

dy

= = —q.
dt 4

RESENJE. Jedini polozaj ravnoteze sistema je (—1,0). Matrica Jakobijana je

J(z,y) = ((1) __iy)

J1:J(—1,O):<(1) j) = g=detJ,=—-1<0

(sopstvene vrednosti matrice J; su Ay = —1, Ay = 1 i sopstveni vektori su v; =
(1,2)T i vy = (1,0)T). Dakle, PR je sedlo linearizovanog sistema, odnosno prema
Teoremi 3.4. PR je nelinearno sedlo, ¢ija je stabilna mnogostrukost tangentna
u PR na pravac vektora v;, a nestabilna mnogostrukost je tangentna u PR na
T—OsU.

Kako je yy =0 & y =0, x—osa je y—nula-izoklina. Za y = 0 je

e/ =24+1>0zaax>-1: —
e =2+1<0zax<—1: «

Dakle, y = 0, > —1 iy = 0,z < —1 su pravolinijske trajektorije, odnosno
ako podemo iz bilo koje tacke x—ose, izuzev PR (—1,0), ostajemo na z—osi i
udaljavamo se od PR (poluprave su nestabilne mnogostrukosti sedla).

Dalje, 2’ = 0 < y = —In(—x), ta kriva je x—nula-izoklina i duz gornjeg
dela krive za = > —1 je ¢ = In(—x) < 0, a duz donjeg dela krive za x < —1 je
Yy =In(—z) > 0:
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x>0
x<0 / \ y<0
)'z<0/
T~a
<0 - y=0 i
y>0 /
©=0 >0
y>0

Slika 11: Primer 3.8. ~ (a) nula-izokline i vektorsko polje; (b) fazni portret

ezax>—ljey =ln(—z)<0: |
ezax < —ljejey =In(—z)>0: 1

Nula-izokline dele ravan na oblasti u kojima se menja znak od ' iy (Slika
(a)). Fazni portret DS prikazan je na Slici [L1H(b) i Slici [12]

122NN
g///jj///zi\\\\\\g\\\
=\ —
E =) g

=

Slika 12: Primer 3.8. ~ fazni portret nelinearnog DS

Primer 3.9. Skicirati fazni portret DS

dx 9
— = y—z
a Y

dy

= — r—_9
a "

RESENJE. x—nula-izoklina je parabola y = 22, a y—nula-izoklina je prava x = 2.
Presek nula-izoklina je PR (2,4). Matrica Jakobijana je

—2x 1
J-( : O).

20



Za tacku (2,4) je

J1:J(2,4):<_14 (1)) = qg=detJ;=-1<0

(sopstvene vrednosti matrice J; su A\ = —2 — V5, s = —2 + /5 1 sopstveni
vektori su v; = (=2 ++/5,1)T, vy = (=2 —+/5,1)7). Dakle, PR je sedlo linearizo-
vanog sistema, odnosno prema Teoremi 3.4. PR je nelinearno sedlo, sa stabilnom
mnogostrukosti koja je tangentna u PR na pravac vektora vs i nestabilnom mno-
gostrukosti koja je tangentna u PR na pravac vektora v;.

Duz x—nula-izokline y = 2?2 je

ey =x—-2>0zax>2: 1
ey =x—-2<0zax<2: |
Duz y—nula-izokline x = 2 je
e/ =y—4>0zay>4: —
e/ =y—4<0zay<4: «

Smer strelica u faznom portretu prikazan je na Slici [13]
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Slika 13: Primer 3.9. ~ nula-izokline i vektorsko polje

Nula-izokline dele R? na éetiri oblasti A, B, C, D. Sve trajektorije koje polaze
iz neke tacke oblasti B ostaju u toj oblasti i teze oo kada t — oo u severoistoénom
pravcu  (Slika[13}(c)). Sve trajektorije koje polaze iz neke tacke oblasti D ostaju
u toj oblasti i teze —oo kada t — oo u jugozapadnom pravcu /. Sve trajektorije
koje polaze iz neke tacke unutar oblasti A i C' mogu da ”biraju” : mogu preseci
nula-izoklinu i uéi unutar oblasti B ili D gde ostaju, ili se priblizavaju sedlu (2, 4)
do nekog vremenskog trenutka, nakon cega pocinju da se udaljavaju od nestabilnog

21



10 —f

-10 -~ —

Slika 14: Primer 3.9. ~ fazni portret nelinearnog DS

PR u pravcu njegove nestabilne mnogostrukosti. Fazni portret prikazan je na Slici

14 X

Primer 3.10. Ispitati tip polozaja ravnoteze DS

dx

dy
— = y2—-—x—v).
— y(2—2—1y)

RESENJE. Polozaji ravnoteze sistema su: Pi(0,0), P»(0,2), P3(3,0) i Py(1,1).
Matrica Jakobijana je

3—2x — 2y —2x
—q 2—x—2y

J(flf,y):<

Za PR P;(0,0): sopstvene vrednosti matrice

J2:J(0,O):(g g)

su A\ = 3, g = 2, a sopstveni vektori su v; = (1,0)7, v, = (0,1). PR (0,0) je
NESTABILAN CVOR linearizovanog sistema, odnosno prema Teoremi 3.5. PR je
nelinearan nestabilan ¢vor. Fazni portret linearizovanog sistema je prikazan na
Slici (a). Trajektorije "napustaju” koordinatni pocetak tangentno na pravac
odredjen sporim sopstvenim vektorom v, tj. tangentno na y—osu. Fazni portret
nelinearnog sistema u okolini (0, 0) izgleda kao na Slici [I5}(b).
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Slika 15: Primer 3.10. ~ PR (0,0) je nestabilan ¢vor

Za PR P,(0,2): sopstvene vrednosti matrice

J1=J(0,2) = ( :; _02>

su A\ = —2, Ay = —1, a sopstveni vektori su v; = (0,1)7, v, = (=1,2)T. PR (0,2)
je STABILAN CVOR linarizovanog sistema, odnosno prema Teoremi 3.4. (0,2) je
NELINEARAN STABILAN CVOR. Fazni portret linearizovanog sistema je prikazan
na Slici[L6}(a). Trajektorije se priblizavaju PR (0,2) tangentno na pravac odreden
sporim sopstvenim vektorom v,. Fazni portret nelinearnog sistema u okolini (0, 2)

izgleda kao na Slici [L6}(b).
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Slika 16: Primer 3.10. ~ PR (0,2) je stabilan ¢vor
Za PR P5(3,0): sopstvene vrednosti matrice

Jy=J(3,0) = ( _03 :f)

su A\ = —3, s = —1, a sopstveni vektori su v; = (1,0)T, vo = (=3,1)T. PR (3,0)
je STABILAN CVOR linearizovanog sistema, odnosno Prema Teormi 3.4. (3,0) je
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Slika 17: Primer 3.10. ~ PR (3,0) je stabilan ¢vor

NELINEARAN STABILAN CVOR. Fazni portret linearizovanog sistema je prikazan
na Slici (a). Trajektorije se priblizavaju stabilnom ¢voru tangentno na spori
pravac odreden sopstvenim vektorom wvs. Fazni portret nelinearnog sistema u

okolini (3,0) izgleda kao na Slici [L8(b).

Za PR (1,1): sopstvene vrednosti matrice

J3:J(1,1):(j :f)

su A = —1—1+/2, Ay = =1+ /2, a sopstveni vektori su v; = (v/2,1)7, vy =
(—=v2,1)T. PR (1,1) je SEDLO linearizovanog sistema, odnosno prema Teormi
3.4. (1,1) je NELINEARNO SEDLO. Pravci odredeni sopstvenim vektorom vy su
stabilni, a pravci odredeni sopstvenim vektorom wvs su nestabilni pravci sedla.
Fazni portret linearizovanog sistema i fazni portret nelinearnog sistema u okolini

(1,1) je prikazan na Slici [17H(b).

2

v

Slika 18: Primer 3.10. ~ PR (1,1) je sedlo
Duz xr—nula-izokline x = 0 je
oy =y2—-y) >0zal<y<2: 7
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oy =y2—y)<O0zay<0iy>2: |
Duz xr—nula-izokline x 4+ 2y = 3 je

ey =yly—1)>0zay<0iy>1: 7

ey =yly—1)<0zal<y<l1l: |
Duz y—nula-izokline y = 0 je

o' =z(3—2)>0zal<z<3: —

o' =2(3—2)<0zax<0iz>3: «
Duz y—nula-izokline z +y = 2 je

e =zx(rx—1)>0zaz<0iz>1: —

e =z(r—1)<0zal<z<1l: «

Kako su sva ¢etiri PR nehiperboli¢na fazni portet nelinearnog DS bice u okolini
tih PR topoloski konjugovan faznom portretu odgovarajuceg linearizovanog sis-
tema. Koris¢enjem sve Cetiri slike mozemo skicirati fazni portret (Slika [19H(a).)
Primetimo da koordinatne ose sadrze pravolinijske trajektorije, jer je ' = 0 za
x =011y =0zay=0. Dalje prema ose¢aju mozemo dopuniti ostatak faznog
portreta (Slika [I9F(b).). Pre svega, trajektorije koje polaze iz neke tacke u okolini
(0,0) koji je nestabilan PR, priblizavace se stabilnom ¢voru Ps(3,0) na xz—osi, a
neke se priblizavaju stabilnom ¢voru P, (0,2) na y—osi. U sredini mora postojati
trajektorija koja kao da "ne moze da se odlu¢i” na koju stranu da krene, tako da
zavrsava u sedlu (1,1). Te dve trajektorije su stabilne mnogostrukosti sedla,

prikazane na Slici [19-(b).

granica oblasti privlacenja =
¥ stabilna mnogostrukost sedla

prva
vrsta

stabilna mnogostrukost

oblast privlacenja
za ¢vor (3,0)

T > T »
1 2 3 druga
X vrsta

Slika 19: Primer 3.10.

Dati DS ima dva stabilna PR P, P3. Takvu karakteristiku DS nazivano bista-
bilnost DS. U slucaju bistabilnosti DS od posebnog interesa je odrediti oblasti
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priviacnosti B(P;), i = 2,3, za dva stabilna PR, odnosno za dva atraktora DS.
Oblast privlacnosti stabilnog PR sadrze sve tacke fazne ravni za koje vazi da tra-
jektorija koja polazi iz te tacke se priblizava PR kada ¢ — oo. Trajektorije koje
polaze ispod stabilne mnogostrukosti sedla priblizavaée se stabilnom ¢voru Ps(3,0)
na r—osi, dok sve trajektorije koje polaze iznad stabilne mnogostrukosti sedla pri-
blizavace se stabilnom ¢voru P»(0,2) na y—osi. Dakle, stabilne mnogostrukosti
sedla predstavljaju separatrise izmedu oblasti privlacnosti B(FP,) i B(P;). X

e S
s
A/ =
J /”,« g o ;
20 '// / / ‘///
Y =
NS
"IN
Wz
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Slika 20: Primer 3.10. ~ fazni portret nelinearnog DS

Primer 3.11. Skicirati fazni portret DS

dx 9
— = -1
dt

dy

— = —xy.
dt Y

RESENJE. x—nula-izokline su prave x = £1, a y—nula-izoklina su prave x = 0,
y = 0. Polozaji ravnoteze su (1,0), (—1,0).
Matrica Jakobijana je
g ( 2¢ 0 ) .

J(1,o):((2) _01>, J(—LO):(_O2 ?)

Dakle, oba PR su sedla linearizovanog DS, pa i nelinearna sedla datog DS. Za
sedlo (1,0) z—osa je nestabilan pravac, a y—osa je stabilan pravac, dok za sedlo
(—1,0) z—osa je stabilan pravac, a y—osa je nestabilan pravac.

Duz xr—nula-izokline x =1 je

Za PR je

oy =—y>0zay<0: 1
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Slika 21: Primer 3.11. ~ (a) nula-izokline i vektorsko polje; (b) fazni portret

oy =—y<0zay>0: |

Dakle, x = 1,y < 0ix = 1,y > 0 su pravolinijske trajektorije, odnosno ako
podemo iz bilo koje tacke prave x = 1, izuzev PR (1,0), ostajemo na toj pravoj i
priblizavamo se PR (poluprave su stabilne mnogostrukosti sedla).

Duz x—nula-izokline x = —1 je

ey =y>0zay>0: 1
ey =y<0zay<0: |

Dakle, z = —1,y < 0ixz = —1,y > 0 su pravolinijske trajektorije, odnosno ako

podemo iz bilo koje tacke prave z = —1, izuzev PR (—1,0), ostajemo na toj

pravoj i udaljavamo se od PR (poluprave su nestabilne mnogostrukosti sedla).
Duz y—nula-izokline x = 0 je

e ' =—1<0zasvako x : <«

Duz y—nula-izokline y = 0 je
o =2’-1>0zar<—-liz>1: —
e/ =2 —-1<0zaxe(—1,1): «+

Dakle,
y=0, z<-1, y=0, —1<z<l, y=0,z>1

su pravolinijske trajektorije. Ako podemo iz bilo koje tacke r—ose, za r < —1
ostajemo na toj pravoj i priblizavamo se PR (—1,0) (poluprava je stabilna mno-
gostrukost sedla). Ako podemo iz bilo koje tacke r—ose, za x > 1 ostajemo na
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toj pravoj i udaljavamo se od PR (1,0) (poluprava je nestabilna mnogostrukost
sedla). Deo z—ose za © € (—1,1) pripada stabilnoj mnogostrukosti PR (—1,0)
ali i nestabilnoj mnogostrukosti PR (1,0), odnosno sve trajektorije koje polaze
sa neke tacke r—ose za © € (—1,1) udaljavaju se od PR (1,0) i priblizavaju
se PR (—1,0). Takvu trajektoriju nazivamo heterociklicna trajektorija odnosno
heterociklicna veza PR (—1,0) i (1,0).

Nula-izokline i smer strelica u faznom portretu, kao i fazni portret prikazani

su na Slici 2111 SliciR2. X
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Slika 22: Primer 3.11. ~ fazni portret nelinearnog DS

L'y

(a) (b)

Slika 23: (a) homocikli¢na trajektorija PR z%; (b) heterocikliéna trajektorija PR ! i 2.

Definicija 9 [Heterocikli¢cna trajektorija] Neka su 7y i @5 poloZaji ravnoteze
DS. Trajektorija v, = {®'(xo), t € I} kroz tacku xo € E naziva se hetero-
cikli¢na veza izmedu polozaja ravnoteze &y i o (Slika 23— (b)) ako je

lim &' (xq) = 25, lim @ ()

71
t—00 t——00
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Trajektorija ., C WU(Z1) @ V2, C W?3(22), gde je W'(z1) nestabilna mno-
gostrukost PR 1, a W?*(23) stabilna mnogostrukost PR 5.

Primer 3.12. Skicirati fazni portret DJ 2" + 2% — 2 = 0.
RESENJE. Datu DJ mozemo da napiSemo u obliku DS

d—x—y
dt

2

(2) dy
dt '

PR su (0,0), (+1,0). Matrica Jakobijana je

0 1
J_<1—3:L'2 O)'

0 1

L:J&Lm:<_20

) = gqg=detJ; =2>0, p=trJ; =0,

JQZJ(O,O):<(])_3) = qg=detJo,=—-1<0

(sopstvene vrednosti matrice J(#1,0) su #iv/2, a sopstvene vrednosti matrice
J(0,0) su +1 i odgovarajuéi sopstveni vektori su vy 2 = (£1,1)7). Dakle, (0,0) je
sedlo linearizovanog sistema, pa kako je F' € C1(R), PR (0,0) je nelinearno sedlo
sa stabilnom mnogostrukosti tangentnom u PR na pravac vektora (—1,1)T i nesta-
bilnom mnogostrukosti tangentnom u PR na pravac vektora (1,1). PR (£1,0)
su centri linearizovanog DS. O stabilnosti nehiperboli¢nih PR (£1,0) ne mozemo
do¢i do zakljucka primenom teoreme Hatman-Grobmana. Napominjemo da prema
Primeru 3.4. dodavanjem nelinearnog ¢lana centar linearizovanog sistema moze
biti transformisan u stabilan ili nestabilan fokus, tako da u ovom slucaju treba biti
pazljiv. U ovom primeru se to nece desiti i centar linearizovanog sistema ostace
centar nelinearnog sistema (dati DS je DS Hamiltona i prema Teoremi |10 centar
linearizovanog sistema ostace centar nelinearnog sistema - videti Primer 3.12A.).
r—nula-izoklina je x—osa, a y—nula-izokline su prave r =0, x = +1.
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Slika 24: Primer 3.12. ~ (a) nula-izokline i vektorsko polje; (b) fazni portret

Duz x—nula-izokline y = 0 je
ey =x(l—2°)>0zax<—1lilize (0,1): 1
oy =x(l-2*)<0zaxe(-1,0)iliz>1: |
Duz y—nula-izoklina z = 0, x = £1 je
e/ =y>0zay>0: —

o' =y<0zay<0: «

Slika 25: Primer 3.12. ~ fazni portret nelinearnog DS

Svaki od centara okruzen je zatvorenim trajektorijama koje odgovaraju peri-
odi¢nim resenjima. Postoje takode vece zatvorene trajektorije unutar kojih se
nalaze sva tri PR. Specijalno, imamo dve trajektorije koje izgledaju kao da polaze
iz sedla u koordinatnom pocetku u pravcu nestabilne mnogostrukosti, ali se nakon
izvesnog vremena vracaju i priblizavaju koordinatnom pocetku u pravcu stabilne
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mnogostrukosti sedla. Taé¢nije te trajektorije se priblizavaju (0,0) kada t — 400,
Takve trajektorije se nazivaju homociklicne trajektorije PR (0,0). X

Definicija 10 [Homocikli¢na trajektorija] Neka je 71 poloZaj ravnoteze DS.
Trajektorija vz, = {®'(xo), t € I,,} kroz tacku xo € E naziva se homocikliéna
trajektorija poloZaja ravnoteze @y (Slika 23— (a)) ako je

lim (I)t (.1’0)

11
t—+o0

Trajektorija v, C W"(21) i vz, C W?3(21), gde su W?*(21) i W(21) stabilna 1
nestabilna mnogostrukost PR 1.

Primer 3.13. Skicirati fazni portret DJ 2" — 2% + 2 = 0.
RESENJE. Datu DJ mozemo da napiSemo u obliku DS

d—m—y
dt

3

(3) w_.
dt

PR su (0,0), (£1,0). Matrica Jakobijana je

0 1
J_(3x2—1 0)'

01

Jy = J(£1,0) = (2 )

) = qg=detJ; =-2<0,

JQZJ(O,O):<_01 é) = gqgq=deto=1>0, p=trJy=0.

(sopstvene vrednosti matrice J(%£1,0) su /2 i odgovarajuéi sopstveni vektori
su (£v/2/2,1)T, a sopstvene vrednosti matrice J(0,0) su £i). Dakle, (+1,0) su
sedla, a (0,0) je centar linearizovanog DS. PR (£1, 0) su nelinearna sedla. Za oba
sedla stabilne mnogostrukosti tangentne su u PR na pravac vektora (—v/2/2,1)7,
a nestabilne mnogostrukosti su tangentne u PR na pravac vektora (v/2/2,1)7.

Koordinatni pocetak iako je nehiperbolicni PR o ¢ijoj stabilnosti ne mozemo
do¢i do zakljucka primenom teoreme Hatman-Grobmana ostac¢e nelinearan centar
(videti Primer 3.13A. - dati DS je DS Hamiltona).

r—nula-izoklina je x—osa, a y—nula-izokline su prave z = 0, x = +£1.
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Slika 26: Primer 3.13. ~ fazni portret nelinearnog DS
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Duz x—nula-izokline y = 0 je
oy =x(2?-1)>0zaxe(-1,0)iliz>1: 7

ey =x(x*-1)<0zax<-1lilize (0,1): |

NS 1N /!

N

RN A
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Slika 27: Primer 3.13. ~ nula-izokline i vektorsko polje

Duz y—nula-izoklina z = 0, x = £1 je
o' =y>0zay>0: —
o ' =y<0zay<0: «

Imamo dve heterociklicne trajektorije odnosno heterocikli¢ne veze izmedu PR
(—=1,0) i (1,0), duz gornje se sve trajektorije udaljavaju od PR (—1,0) i pri-
blizavaju PR (1,0), dok se duz donje heterocikli¢cne trajektorije sve trajektorije
udaljavaju od PR (1,0) i priblizavaju PR (—1,0). X

32



\
\
J
/
\

|
N

\;\\\
[/
|
\
)

-2

I
.
wl — S

-3 -2 -1 0 1 2

Slika 28: Primer 3.13. ~ fazni portret nelinearnog DS

Primer 3.14. Skicirati fazni portret DS
dx

2 2
— = Y+ —1

a 7 /
dy

— = —x —2xy.
dt Y

1 1
—?,—5» P4<\/g ——). Matrica Jako-

27 2
_ 2x 1 —2y
J_(—1—2y —2x )

J1:<]<O,O):(_01 (1)) = qg=detJ1=1>0, p=trJ;1 =0

RESENJE. PR su P;(0,0), P5(0,1), P3<

bijana je

Koordinatni pocetak je centar linearizovanog sistema, dakle nehiperbolicni PR
o Cijoj stabilnosti ne mozemo doé¢i do zakljucka primenom teoreme Hartman-
Grobmana. Dati DS je DS Hamiltona (videti Primer 3.14A.), pa ¢e P; biti nelin-
earan centar.

JQZJ(0,1)=<_03 _01) = q=detJ,=-3<0.

A= —V3, v = (? 1)T, Ao = V3, vy = (-? 1>T

PR P, je sedlo linearizovanog sistema, pa ¢e biti nelinearno sedlo, ¢ija je stabilna
mnogostrukost tangentna u P, na pravac vektora wv; i nestabilna mnogostrukost
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tangentna na vektor vs.

e

(5

\/§> = gqg=detJ3=-3<0.

3 \T
)\3 = —\/g, V3 = (1,0)T, )\4 = \/g, Vg = (%7 1)

PR P; je sedlo linearizovanog sistema, pa ¢e biti nelinearno sedlo, ¢ija je stabilna
mnogostrukost tangentna u P3; na pravac vektora v i nestabilna mnogostrukost
tangentna na vektor vy.

= R

27 2
3 \T
A5 = —V/3, Usz(—%,l) , A =V3, v5=(1,0)"

PR P; je sedlo linearizovanog sistema, pa ¢e biti nelinearno sedlo, ¢ija je stabilna
mnogostrukost tangentna u P, na pravac vektora vs i nestabilna mnogostrukost

) = qg=detJ,=-3<0.

tangentna na vektor vg.

x—nula-izokline su krive z = ++/9? — y, a y—nula-izokline su prave z = 0,
1

?J:E-

Duz z—nula-izokline = \/y? — y je
1
. y’:—\/yQ—y(1+2y)>0zay<—§: 0

1
oy’:—\/yQ—y(1+2y)<Ozay>—§: )

Duz z—nula-izokline © = —\/y? — y je
1

. y’:\/y2—y(1+2y)>0zay>—§: 0
1

oy’:\/y2—y(1+2y)<0zay<—§: {

Duz y—nula-izokline z = 0 je
o =y—1y*>0zal<y<l: —

o' =y—1y*<0zay<0izay>1: ¢
1
Duz y—nula-izokline y = —5 je
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, 3 V3 V3

o1/ =1 —Z>Ozax<—Tizax>7: —
ox’:$2—§<0za—£<x<§: —
4 2 2
Dakle,
151 y:—1 :1:<—£
2’ 2’
to y_—1 —£<$<£
2’ 2 2’
l3 y:—1 x>Lg
2’ 2

su pravolinijske trajektorije. Ako podemo iz bilo koje tacke poluprave t; osta-
jemo na toj pravoj i priblizavamo se PR P3 (poluprava je stabilna mnogostrukost
sedla). Ako podemo iz bilo koje tacke poluprave t3 ostajemo na toj pravoj
udaljavajuéi se od PR Py (poluprava je nestabilna mnogostrukosti sedla). Deo
prave y = —1/2 za x € (—v/3/2,v/3/2) pripada stabilnoj mnogostrukosti PR Py
ali 1 nestabilnoj mnogostrukosti PR P;, odnosno sve trajektorije koje polaze sa
neke tacke koja pripada to udaljavaju se od PR Pj i priblizavaju se PR P5. Dakle,
o je heterociklicna trajektorija, odnosno heterociklicna veza PR P31 Pj.
Nula-izokline i fazni portret prikazani su na Slici 29

N F TN
/ /1 \\\ ‘ D /l’{ &\\\ ! | ‘
1// \ﬁ\"// \s 1
/N
: A s Nann
KNGS
/,/ *\/:.
v N
Wl RSN N\

Slika 29: Primer 3.14. ~ (a) nula-izokline i fazni portret DS; (b) fazni portret i tri heterocikli¢ne
veze izmedu sedla

Primetimo da je v = vg, odnosno da se stabilan pravac vs sedla P3; poklapa
sa nestabilnim pravcem vg sedla Py, Sto ukazuje na postojanje heterociklicne veze
izmedu ova dva sedla. Kako je takode v; = vy 1 v9 = vs, ispitajmo da li postoje i
heterociklicne veze izmedu sedla P i P3, kao i izmedu sedla P i P,. Naime, prava
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kroz Py i P3 je y = v/3x + 1 i sadrzi stabilan pravac sedla P, odreden vektorom
v1 1 nestabilan pravac sedla P3 odreden vektorom v,. Pokazimo da su

e V3

3r+1, v < ———,

2
V3

t53 y:\/gx—l—l, —7<ZC<O,
te: y=vV3x+1, >0

ty : Yy =

pravolinijske trajektorije DS, odnosno da je y = v/3x + 1 redenje obi¢ne DJ

dy ¥ —x(1+2y)

dx_%_y%—x?—gﬂ

& z(l1+2y)de + (y+2* —y*)dy =0

Zaista,
x(3+2\/§x)daz+ (—2x2 — \/gzc)\/gdx = x(3+2x/§x)daz —x(2\/§x+3)d:v =0.

Dakle, t4,15,ts su pravolinijske trajektorije DS. Poluprava t; je nestabilna mno-
gostrukost sedla Pj3, poluprava tg je stabilna mnogostrukost sedla P, dok je t5
heterociklicna veza izmedu sedla P, i P3 i sve trajektorije koje polaze sa neke
tacke koja pripada t; udaljavaju se od PR Ps i priblizavaju se PR P,. Analogno
se moze pokazati da je

3
t7:y:—\/§x+1, 0<x<§,

heterociklicna veza izmedu sedla P, i P, i sve trajektorije koje polaze sa neke
tacke koja pripada t; udaljavaju se od PR P i priblizavaju se PR P;. X

Sistemi Hamiltona

Definicija 11 Dvodimenzionalni nelinearni DS naziva se SISTEM HAMILTONA
ako postoji funkcija H € C*(E), E C R? tako da se sistem moZe predstaviti u
obliku

dv  O0H dy oH
(@ -2 2

dt 9y’ dt Oz

Funkcija H(x,y) naziva se HAMILTONIJAN DS.
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Teorema 7 Dvodimenzionalni nelinearni DS

dx dy
(5> _:f(l*y>7 _:g<l,y)a fagECd(E)? tERa
dt dt
je sistem Hamiltona u povezanoj oblasti E ako 1 samo ako
of dg
(6) ) =Ly, @y ek

Ox y

DokAz. (=:) Ako je dvodimenzionalni nelinearni DS sistem Hamiltona,
postoji funkcija H € C%*(F), tako da je

") Faw) = 5o ma) gl == o).

Kako su f,g € CY(E), diferenciranjem prve jednakosti u po z, a druge po y
dobija se

Of(z.y) _OH*(w,y) Oglx,y)  OH(x,y)

Ox Oxdy ' oy oyoxr (z.9)
Kako je H € C*(E) sledi jednakost mesovitih parcijalnih izvoda, odnosno ().
(«<:) Obrnuto, ako vazi relacija @ moguce je efektivno odrediti funkciju
H ¢ CP(E), tako da vazi (7, pa je DS sistem Hamiltona.
Neka je (xg,y0) € F proizvoljna tacka. Kako je E povezana oblast, iz %Z’y) =
f(z,y) za svako (z,y) € E, sledi

cb.

Mawzfﬁuwﬁ+mm

Yo

gde je 1 proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija. Funkciju v odredjujemo
iz relacije

o ([’ oy OH(zy)

o ([ rna) + o) = 20— —gtay

Yo

Zbog neprekidnosti funkcija f i % i uslova ([6)) dobija se
V() = —ge) - o ([ fla
- g ) y ax o 9

v o
= —g(x,y) - / féi’t) dt

Y0g(x,t
Yo
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odakle sledi da je
vie) =~ [ otwde+ o
Dakle,

®) <m%w=/ZWMﬁ—/Z@mMHﬁ

Kako je f,g € C1(E)

OH

%:f(xay%
OH(z,y)  [YOf(x,1) __ ["og(at)
Tl = | Tt a e =~ [ RS gte

= —g(x,y) + g(x,yo) - g(x,yo) = —g(x,y),

funkcija H odredjena sa (§) zadovoljava (7) i H € C®(E), pa je DS sistem
Hamiltona. X

Teorema 8 Hamiltonijan DS Hamiltona koji nije identicki jednak konstanti je
integral tog sistema.

Dokaz. Neka je (z(t),y(t)) proizvoljno resenje DS ().

dH(x(t),y(t)) OH od , = O0HOH OH oH\
dt _8xx(t>+8y <t)_8x 8y+6y Ox =0

= H(xz(t),y(t)) = const.

Dakle, Hamiltonijan ima konstantnu vrednost duz proizvoljnog resenja (x(t), y(t))
i kako je H € C*(E), H # const., H(z,y) predstavlja integral DS (). O

U primenama sistemi u kojima energija nije funkcija vremena nazivaju se
konzervativni. Sistem Hamiltona je zapravo konzervativni sistem. Posma-
trajmo pravolinijsko kretanje ¢estice mase m, duz xr—ose pod dejstvom nelin-
earne sile F'(x). Diferencijalna jednacina kretanja, prema II Njutnovom zakonu,
je ma” + F(z) = 0. Ako je V(z) potencijalna energija odredena sa F(z) =
—dV (z)/dz, imamo

1
mx" + F(x) =0 = ma"z' - d‘gix)x' =0 = %[—m(m’)z + V(:r:)} =0
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Dakle, ukupna energija sistema koja je zbir kineticke i potencijalne energije ima
kao funkcija vremena konstantnu vrednost:

= %m(x’)2 +V(z)=c.

Definicija 12 Polozaj ravnoteze x* nelinearnog DS =’ = f(x) naziva se nede-
generativni ako matrica D f(x*) nema sopstvene vrednosti jednake nula. Ako
je bar jedna sopstvena vrednost matrice Jakobijana D f(x*) jednaka nuli, poloZaj
ravnoteze x* nelinearnog DS se naziva degenerativni.

Dakle, nedegenerativni PR nelinearnog DS u ravni je ili hiperbolicni PR ili
centar linearizovanog sistema. Degenerativni PR nelinearnog DS su neizolovani
PR linearizovanog sistema.

Teorema 9 Svaki nedegenerativnt PR DS Hamiltona je sedlo ili centar odgo-
varajuceq linearizovanog DS.

DokAz. Matrica Jakobijana linearizovanog sistema u PR M (g, yo) je

32H( ) 82]—]( )
X0, Yo ) X0, Yo
(9) Jo = J(wo,90) = 8:559]% %yzH

—W(xo,yo) —ayax(xo,yo)

Kako je PR nedegenerativni

O*H O*H O*H 2
D = det(Jy) = W(ﬂﬁo, yo)a—yQ(xo,yo) — (m(ﬂfo,yo)) # 0,
pa uzevsi u obzir da je
0*H 0*H
T = tr(‘]()) = axay<x07y0) o 8xay(x07y0) = 07

PR je sedlo akko je D < 0, odnosno PR je centar akko je D > 0. [

Primetimo da je svaki PR (g, y9) DS Hamiltona (4]) stacionarna tacka Hamil-
tonijana H (z,y) tog sistema.

Lema 1 Ako je polozaj ravnoteze 0 = (0,0) DS Hamiltona nelinearan fokus,
tada tacka (0,0) ne predstavlja ni strogi lokalni minimum niti strogi lokalni mak-
simum Hamiltonijana H(x,y) tog sistema.
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DokAz. Ako je 0 nelinearan fokus DS Hamiltona , prema Definiciji 3.4. postoji
0 > 0 tako da za svako 0 < rg < 0 i 0y € R za resenje DS u polarnim koordi-
natama koje zadovoljava pocetni uslov r(0) = 1o, 8(0) = 0y vazi r(t,r9,600) — 0 i
10(t,r0,6p)] — oo kada t — +o0, odnosno za svako (xg,y9) € Ns(0) \ {0} je

(10) x(t, xo,y0) — 0, y(t,x0,v0) — 0, t — +o0.

Pretpostavimo da je 0 strogi lokalni minimum Hamiltonijana H(zx,y), tj. da
za svako (z,y) € Ns(0) \ {0} je H(z,y) > H(0,0). Medjutim, prema Teoremi
je

lim H(x(t7 Zo, y0)7 y(ta Zo, yO)) = H(l'Oa yO) )

t—00

a prema je
lim H(ﬂj’(t, Lo, y0)7 y(ta Lo, yO)) = H(07 0) )

t—o0

za svako (g, y0) € N5(0) \ {0}, sto je kontradikcija. O

Teorema 10 Svak: nedegenerativni PR analitickog DS Hamiltona je ili ne-
linearno sedlo ili nelinearan centar.

(1) PR 0 = (0,0) je nelinearno sedlo DS Hamiltona ({4]) ako i samo ako tacka
(0,0) nije tacka lokalnog ekstremuma Hamiltonijana tog DS.

(ii) ako je (0,0) tacka lokalnog ekstremuma Hamiltonijana tog DS, onda je PR
0 = (0,0) nelinearan centar DS Hamiltona (4)).

DoKAZ. Pretpostavimo da je 0 = (0,0) nedegenerativni PR DS Hamiltona ({4]).
Tada je D # 0. Prema Teoremi[§|0 je sedlo ili centar odgovarajuéeg linearizovanog
DS. Tacka 0 je stacionarna tacka funkcije H(x,y) (objasniti zasto?).

(I) Stacionarna tacka 0 funkcije H (z, y) nije tacka lokalnog ekstremuma funkcije
H(x,y) akko je D < 0 akko je PR 0 sedlo linearizovanog sistema akko je PR 0
nelinearno sedlo DS Hamiltona ({)) (prema Teoremi 3.3. jer je H € C1(E)).

(IT) Ako je 0 tacka lokalnog ekstremuma Hamiltonijana tog DS, onda je D > 0
odnosno onda 0 je centar linearizovanog sistema. Prema Teoremi 3.6., kako je H
analiticka u F, zakljucujemo da je O nelinearan fokus ili nelinearan centar DS
Hamiltona ({)). Ako pretpostavimo da je 0 nelinearan fokus DS (), prema Lemi
(0,0) nije lokalni ekstremum funkcije H(x,y), §to je kontradikcija. Dakle, PR
0 mora biti nelinearan centar DS Hamiltona . ]

U pogledu odredivanja faznog portreta DS Hamiltona, znacajno je prepoznati
oblik sistema zbog ¢injenice da za crtanje faznog portreta je dovoljno nacrtati
krive H(x,y) = const, jer H(z,y) = const predstavlja implicitnu jednacinu fazne
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Slika 30: Krive H(z,y) =4 -4 +% =4 H(z,y) =5 -5 +L =2 Hz,y) =45 - +% =%

2F 2F

-2 (i I I I = -2 (i I
-2 -1 0 1 2 -2 -1
4 2 2

3 X x X X 2 x x
Slika 31: (a)H(z,y) =4 —5+%5 =0, (b) H(z,y) =5 -5 +% = -5, Ha,y) =T -5 +% =

_1 N T A §
12,H(x,y)—4 s T3 = "3

.
»

trajektorije DS. Orjentaciju faznih trajektorija odredujemo preko odgovarajuceg
vektorskog polja.

Primer 3.12A. Posmatrajmo DS (2)) iz Primera 3.12. Hamiltonijan ovog sistema
je
4 2 2
t x

2 2
Na Slici 0] i Slici BI] prikazane su krive H(z,y) = ¢

Jf 11 1 11
¢ 5 12" 30" '30°8°3

sto ¢e zajedno sa orjentacijom vektorskog polja dati upravo fazni portret na Slici
241

za vrednosti
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PR (£1,0) su centri linearizovanog DS. Kako je

P H 02 H 02 H ’
D(foyyo) = W(foyyo)a—yg(xo,yo) - (w(ﬂfo, yo)) - 3$3 —1

imamo da je D(£1,0) = 2 > 01 H,,(£1,0) = 2 > 0, pa su tacke (£1,0)
tacke lokalnog minimuma funkcije H (z, y), odakle prema Teoremi [l 0 predstavljaju
nelinearan centar. X

Primer 3.13A. Posmatrajmo DS iz Primera 3.13. Hamiltonijan ovog sistema

je
R Y
Hlry) == -2 42
(0,0) je centar linearizovanog DS. Kako je D(xg,30) = 1 — 3z, imamo da je

D(0,0) =1 > 0,1 H,,(0,0) =1 > 0, pa je (0,0) tacka lokalnog minimuma
funkcije H(z,y), odakle prema Teoremi [10| predstavlja nelinearan centar. X

Primer 3.14A. Posmatrajmo DS iz Primera 3.14. Hamiltonijan ovog sistema je

22yt P
Hay) = 4L % 4 2y
(0,0) je centar linearizovanog DS. Kako je D(wg,yo) = —4x3 + (1 + 2y0)?, imamo
da je D(0,0) =1> 0,1 H,,(0,0) =1 > 0, pa je (0,0) tacka lokalnog minimuma

funkcije H(z,y), odakle prema Teoremi [10| predstavlja nelinearan centar. X

Gradijentni sistemi

Definicija 13 Ako postoji funkcija G € C*(E), E C R" tako da se nelinearan
DS moze predstaviti u obliku

T
v = -VG(x), VG = (8G (9G’>

61:1"..781.”

DS naziva se GRADIJENTI DS sa potencijalnom funkcijom G.

Teorema 11 Dvodimenzionalni nelinearni DS

dx dy
(11) - =@y, =gy, [fgeCUE), teR,
je gradijentni u povezanoj oblasti E ako i samo ako
of dg
12 — = = E.
(12) @mw 5, (@), (zy) €
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DokAz. (=:) Ako je dvodimenzionalni nelinearni DS gradijentni, postoji
funkcija G € C*(E), tako da je

(13) flz,y) = —g—i(%y% g(w,y) = —g—j(x,y)-

Kako su f,g € C(E), diferenciranjem prve jednakosti u (13]) po y, a druge po
dobija se

Of(r,y)  0G*(w,y) Og(x,y)  0G*(x,y)

oy oyox ' or Oxdy ' (z.9)
Kako je G € C?*(E) sledi jednakost meSovitih parcijalnih izvoda, odnosno (12)).
(«<:) Obrnuto, ako vazi relacija ((12)) moguce je efektivno odrediti funkciju
G € CY(E), tako da vazi (13), pa je DS gradijentni.
Neka je (9, yo) € E proizvoljna tacka. Kako je F povezana oblast, iz —% =
f(z,y) za svako (x,y) € E, sledi

eb.

—G(r,y) = /x f(t,y)dt +(y),

gde je v proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija. Funkciju v odredjujemo

iz relacije
a ([ oy 0G(z,y) _
o ([ i) i) = =225 < gt

Zbog neprekidnosti funkcija f i g—i i uslova dobija se

W) = ﬂxw)—§%< xf@yMﬁ)

= g(fvay)—/ afg;,y) dt

* Ag(t,
= g(:tf,y)—/ ggty) dt = g(xo,y)

odakle sledi da je
Y
o) = [ gl t)de+ o

Yo

Dakle,

(14) G(z,y) = —/xf(t,y) dt — /yg(xg,t) dt + c.

Y
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Kako je f,g € C1(E)
0G(z,y) _

ox

aGéz,y) _ /300 8fg;y) dt — gl y):_/; aggfgy) dt — g(z0,y)

= —g(z,y) + 9(z0,y) — 9(0,y) = —g(z,y),
funkcija G odredjena sa zadovoljava, i G € C*(E), paje DS gradi-

jentni. X
Matrica Jakobijana linearizovanog sistema u PR M (g, yo) gradijentnog DS

dx oG dy 0G

_f(x7y)a

(15) E:_a_x(x7y)a %Z_a_y(xay)a GEC2(E)7 tERa
je
9*G 0*G
—w(xo,yo) _8 By (xo,yo)
J(ivo,iyo) = 92 (92G ;

—&an(ﬂﬁo,yo) —a—yQ(ﬂfo,yo)

sto predstavlja simetricnu matricu, odakle zakljuc¢ujemo da su sve njene sopstvene
vrednosti realne. Dakle, nedegenerativni PR gradijentnog DS je ili sedlo ili stabi-
lan (nestabilan) ¢vor linearizovanog DS. Za matricu Jy = J(0,0) je

D = det(Jp) = 62G(o 0)62G(0,0) - (82G (0,0)) :

Ox? Oy? 0x0y
0°q 0?G
T = () = = 5.7(0,0) = 55(0,0).

Svaki PR gradijentnog DS je stacionarna tacka potencijalne funkcije G(z,y).

Teorema 12 Svaki nedegenerativni PR gradijentnog DS je ili nelinearno
sedlo il1 nelinearan cvor.

(1)) PR 0 = (0,0) je nelinearno sedlo gradijentnog DS akko (0,0) nije
tacka lokalnog ekstremuma potencijalne funkcije G € C?*(E).

(1i) ako je (0,0) tacka lokalnog minimuma (maksimuma) potencijalne funkcije
G € C3(E), onda je PR 0 = (0,0) nelinearan stabilan (nestabilan) ¢vor DS (L5)).

DokAz. Pretpostavimo da je 0 = (0, 0) nedegenerativni PR DS (15). Tada je 0
ili sedlo ili stabilan (nestabilan) ¢vor ili stabilna (nestabilna) zvezda ili stabilan
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(nestabilan) degenerisani ¢vor odgovarajuceg linearizovanog DS. Dakle, D > 0 ili
D < 0.

(I) Stacionarna tacka 0 funkcije G(z, y) nije tacka lokalnog ekstremuma funkcije
G(x,y) akko je D < 0 akko je PR 0 sedlo linearizovanog sistema akko je PR 0
nelinearno sedlo DS (prema Teoremi 3.3. jer je G € C1(E)).

(IT) Ako je 0 tacka lokalnog ekstremuma funkcije G(x,y) onda je D > 0. Ako
je T = tr(Jy) < 0, PR 0 je stabilan ¢vor ili stabilna zvezda ili stabilan degenerisani
¢vor linearizovanog sistema, a ako je T' = tr(Jy) > 0, PR 0 je nestabilan ¢vor ili
nestabilna zvezda ili nestabilan degenerisani ¢vor linearizovanog sistema. Prema
Teoremi 3.4., kako je G € C3(E), zaklju¢ujemo da je PR 0 stabilan (nestabilan)
nelinearan ¢vor DS (15).

Kako je

G, 9°G 9°G ?

D>0 = w(o,O)ﬁ—yQ(o,O) > ((9:1:—83/(0’0)) > 0,
zakljucujemo da su G4;(0,0) i G,(0,0) istog znaka. Dakle, ako je G,,(0,0) <0
= G,(0,0) < 0, (0,0) je tacka lokalnog maksimuma funkcije G(z,y), i kako
je u tom slucaju T' > 0, PR 0 je nestabilan nelinearan ¢vor DS . Ako je
G2:(0,0) > 0 = G,(0,0) > 0, (0,0) je tacka lokalnog minimuma funkcije
G(z,vy), 1 kako je onda T' < 0, PR 0 je stabilan nelinearan ¢vor DS ([15). O

Primer 3.15. Nelinearan DS

dz

d—z = —2z(z—1)(2z — 1)
dy

Yo oy,

dt Y

je gradijentni sa potencijalnom funkcijom G(z,y) = z*(x — 1)?> + y*>. PR su
(0,0),(1/2,0),(1,0) ~ (0,0), (1,0) su stabilne zvezde linearizovanog DS, a (1/2,0)
je sedlo linearizovanog DS. Prema Teoremi 3.4. (0,0), (1,0) su stabilni nelinearni
¢vorovi, a prema Teoremi 3.3. (1/2,0) je nelinearno sedlo posmatranog DS.

Medjutim, koris¢enjem Teoreme [12] do zakljucka o tipu PR mozemo doé¢i bez
linearizacije. Naime, kako je

Goe(0,0) = Goo(1,0) =2 >0, Gy(1,0) = G,y (1,0) = 2 > 0,
Goy(0,0) = Gay(1,0) = 0,

imamo da je
D90) = G2z(0,0)Gyy(0,0) — (Gy(0,0))* =4 >0,  G.,(0,0) =2 >0,
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D10) = Gua(1,0)Gyy(1,0) — (Gyy(1,0))* = 4 > 0, G.r(1,0) =2 > 0,

pa su tacke (0,0) i (1,0) tacke lokalnog minimuma funkcije G(z,y), odnosno
prema Teoremi [12] stabilni nelinearni ¢vorovi datog DS. S druge strane, kako je

Gra(1/2,0) = =1, Gy(1/2,0) =2, Gypy(1/2,0) =0
imamo da je
D1/20) = Ga(1/2,0)Gyy(1/2,0) — (G4y(1/2,0))* = =2 < 0,

tako da tacka (1/2,0) nije tacka lokalnog ekstremuma funkcije G(x,y), i prema
Teoremi [12] je nelinearno sedlo datog DS.
Fazni portret DS prikazan je na slici B2} X

=N -
=N =
=N E
AN N
S ///\\\ //\§ —
s INS==
:/ 7 I \\‘\\:
10 /;'/ u :s‘\\\
-, S | A\pay

Slika 32: Primer 3.15. ~ fazni portret gradijentnog DS

Primer 3.16. Posmatrajmo funkciju H(z,y) = 2° + 2y — 2 + 9y = G(z,y) i
formirajmo odgovaraju¢i DS Hamiltona i gradijentni DS

dac_@H

dx
—=——=x+2y — =——=1-322—y
dt 0 t
(DSH) @__g_H_l_gg_ (GDS) @:_g_gg:_x_%
a - x0T at oy

Oba DS imaju iste PR (—1/2,1/4), (2/3,—1/3). Linearizacijom utvrdujemo
da jeza (DSH) : PR (—1/2,1/4) sedlo, dok je PR (2/3, —1/3) centar (Slika[33}(a)),
dok je za (GDS) : PR (—1/2,1/4) takode sedlo, a PR (2/3,—1/3) je stabilan ¢vor
(Slika33}(b)). Primetimo da su fazne trajektorije DS Hamiltona i gradijentnog DS
iste funkcije (Hamiltonijan (DSH) i potencijalna funkcija (GDS) je ista funkcija)
medusobno ortogonalne (Slika [34]).
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Slika 33: Primer 3.16. ~ fazni portret i nula izokline (a) DS Hamiltona; (b) gradijentnog DS
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Slika 34: Ortogonalnost faznih trajektorija DS Hamiltona i gradijentnog DS iste funkcije - Primer
3.16.

Reversibilni sistemi

Mnogi mehanicki sistemi imaju svojstvo simetrije u odnosu na vreme, tj. di-
namika sistema je ista bez obzira da li vreme tec¢e unapred ili unazad. Dvodimen-
zionalni nelinearni DS ([11)) je REVERSIBILAN ako je ili funkcija f neparna po y, a

g parna po vy, tj,
f@,—y) = =f(z,y), 9(z,—y) =g(z,y)
ili funkcija f parna po x, a g neparna po z, tj,
fl=x,—y) = f(z,y), g(—z,—y) = —g(z,y)

U prvom slucaju trajektorije su simetricne u odnosnu na x—osu, dok u drugom
slucaju trajektorije su simetri¢ne u odnosu na y-osu.
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Teorema 13 Svaki nedegenerativni PR reversibilnog DS koji je centar lin-
earizovanog DS je nelinearan centar.
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Slika 35: Fazni portret reversibilnog DS : (a) Primer 3.17. ; (b) Primer 3.18.

Primer 3.17. Nelinearan DS
dx

— = 4y(1 —2?
- y(1—a7)
dy 2
LA
dt 4

je reversibilan. PR su (1,1),(1,—1),(—1,1),(=1,—1) ~ (1,1) je stabilan ¢vor,
(1,—1) je nestabilan ¢vor, a (—1,—1),(—1,1) su sedla DS. Fazni portret DS
prikazan je na slici B5}H(a).

Primer 3.18. Nelinearan DS

de

aw Y

d
d_i:x_lQ.

je reversibilan. PR su (0,0), (1,0) ~ (0,0) je sedlo, (1,0) je centar linearizovanog
DS (nehiperbolicni PR). Prema Teoremi [13| (1,0) je nelinearan centar posmatra-
nog DS. Fazni portret DS prikazan je na slici B5}(b).
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