3.2. Primena nelinearnih DS u ravni

Matematicki modeli predstavljaju korisno sredstvo za opisivanje dinamike sloze-
nih ekologkih sistema u biologiji (ekologiji). Populacija je grupa jedinki iste vrste
koja naseljava odredeni prostor i mogu medusobno da se razmnozavaju dajuci po-
tomstvo. Populaciju ¢ine sve jedinke jedne vrste, koje naseljavaju jedno staniste,
uspostavljaju odredene medusobne odnose i odnose sa spoljasnjom sredinom. Sve
bioloske vrste postoje u prirodi u obliku populacija, pri ¢emu je svaka vrsta pred-
stavljena odredenim brojem populacija. Veli¢inu populacije odreduje broj jedinki
populacije.

Najznacajniji ekoloski odnosi izmedu razli¢itih vrsta u nekom ekosistemu koji
regulisu veli¢inu populacije (tj. uti¢u na rast populacije i njeno prezivljavanje) su:

e predatorstvo, koje predstavlja odnos ishrane izmedu predatora i plena
kojim se predator hrani;

e kompeticija se dogada kada dve ili viSe vrsta koriste zajednicke resurse
(hrana, voda, svetlost, prostor) ¢ija je koli¢ina ogranicena. Kada dva ili vise
konzumenta koriste isti resurs (raspoloziva koli¢ina resursa zavisi od stope konzu-
macije), a koliCina resursa utice na stope rasta i umiranja konzumenata, tada se
moze kazati da su oni u kompeticiji.

Kompeticija i predatorstvo smanjuju stopu rasta populacije, ali to ne znaci
da je to Stetno za nju sa stanovista dugorocnog prezivljavanja i evolutivnog
stanovista. Zapravo, negativne interakcije mogu povecati stopu prirodne selek-
cije Sto kao rezultat ima nove adaptacije. Predatori ¢esto mogu biti od koristi
populacijama kojima nedostaje samoregulacija u smislu prenamnozavanja koje
moze ugroziti opstanak populacije. Takode u ekologiji je poznat ”princip kompet-
itivnog iskljucivanja” da dve ili vise vrsta sa istim ili slicnim navikama i zahte-
vima u pogledu zZivotne sredine (¢ime se hrane, kako raspodeljuju resurse, kako
se ponasaju u datoj sredini, itd.) ne mogu koegzistirati - kao rezultat kompeti-
cije dolazi do iskljucivanja jedne populacije od strane druge, odnosno do njihovog
ekoloskog razdvajanja. Naravno moze doc¢i i do koegzistencije dve vrste u kom-
peticiji, ali u tom slucaju jedinke koriste razlicitu hranu ili su aktivne u potrazi
za hranom u razli¢ito vreme, odnosno dolazi do selektivne adaptacije vrste koja
¢e omoguciti koegzistenciju vrsta.

U nastavku bice formirana i detaljno ispitana dinamika dva deterministicka popu-
laciona modela sa dve vrste, tzv. modeli tipa Lotka-Voltra, u kojima se pojavljuje
interakcija dve populacije:

e model predator-plen

e model dve populacije u takmicenju (kompeticiji).
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MODEL PREDATOR—PLEN

MODEL PREDATOR—PLEN (engl. Predator-Pray Model) je nelinearan dinamicki
sistem koji se koristi za opisivanje dinamike ekosistema u okviru kojeg zive dve
populacije od kojih je jedna PREDATOR, a druga PLEN (lisica-zec, lav-zebra, vuk-
los, ajkula-foka, orao-riba, grizli-riba, pauk-muva)

dx dy

(1) - = ax =Py, — =p8axy—yy, @, fB,7,0" € RT.

dt

Slika 1: Predator-plen odnos dve populacije

Model su nezavisno jedan od drugog postavili Alfred Lotka (1880-1949, Americki
matematicar i biofizicar) i Vito Volterra (1860-1940, Italijanski matematicar i
fizicar) dvadesetih godina XX veka.

Slika 2: Predator-plen odnos dve populacije

Ovaj model je formulisan na osnovu niza pretpostavki o zivotnoj sredini i evolu-
ciji dve populacije:



* ne postoji ni jedan drugi faktor koji uti¢e na stopu smrtnosti populacije plena
izuzev lova (npr. jedinke u populaciji plena nalaze dovoljno hrane sve vreme, ne
umiru zbog bolesti, itd.)

* predatori love svoj plen, i na taj nacin smanjuju brojnost populacije plena
* veli¢ina populacije plena raste eksponencijalno ako nema predatora;

* velicina populacije predatora opada eksponencijalno ako nema plena;

* predatori se hrane iskljuc¢ivo plenom i imaju neogranicen apetit;

* reprodukcija predatora je direktno proporcionalna broju jedinki plena koji
pojedu (odredeni broj jedinki plena koji je ulovljen rezultira¢e pove¢enjem broja
predatora za jedan);

* zivotna sredina se ne menja u korist ma koje od populacija i genetske promene
populacija su suviSe spore da bi uticale na rast (pad) populacije

OZNAKE I PARAMETRI:
e x(t) — veli¢ina populacije plena u vremenskom trenutku ¢ > 0;
e y(t) — velicina populacije predatora u vremenskom trenutku ¢ > 0;

e o — stopa rasta populacije plena, @« = pu — v, p je stopa nataliteta plena, v
je stopa smrtnosti plena

e [ — koeficijent efikasnosti predatorstva - koeficijent efikasnosti predatora da
pronadju i ulove plen

e 7 — stopa smrtnosti (mortaliteta) predatora

e 0* — stopa efikasnosti u pretvaranju hrane (odredenog broja jedinki popu-
lacije plena) u populacioni rast predatora

e ) = 0* — stopa rasta populacije predatora (tkz. produktivnost predatora)

BIOLOSKI SMISAO SABIRAKA NA DESNOJ STRANI JEDNACINA:

® lzraz acr: u odsustvu predatora (y = 0) rast populacije plena proporcionalan
je veli¢ini populacije, odnosno rast populacije plena je eksponencijalan; rast popu-
lacije predatora nema uticaja na natalitet u populaciji plena, pa u prvom sabirku
koji opisuje rast populacije plena ne postoji y

® Izrazi —Pxy i dxy predstavljaju uzajamno dejstvo populacija. Pri medu-
sobnim susretima broj jedinki populacije plena se smanjuje (negativan sabirak
—Bxy), dok se broj jedinki populacije predatora povecava (pozitivan sabirak dzy).
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Konstante $ 1 0 su u opstem slucaju razlicite, jer je d = - 0* tj. na stopu rasta
populacije predatora utice stopa efikasnosti predatorstva (3, ali i stopa efikasnosti
reprodukcije predatora 0*;

e —[xy negativan sabirak - pri interakciji predatora i plena broj jedinki pop-
ulacije plena se smanjuje;

v’ §to je veca populacija plena to je lovcima lakSe da nadju zrtvu;

v’ sto je veca populacija predatora to je populaciji plena viSe ugrozen op-
stanak;

Broj jedinki plena koju ulovi jedan predator u jedinici vremena je propor-
cionalan veli¢ini populacije plena = (koeficijent proporcionalnosti (), pa je
ukupan broj ulovljenog plena jednak Sxy.

e +oxy pozitivan sabirak - pri interakciji predatora i plena broj jedinki popu-
lacije predatora se povecava; populacija predatora hrani se iskljucivo plenom,
pa je reprodukcija predatora direktno proporcionalna broju plena koji po-
jedu (odredeni broj ulovljenog plena rezultirace povecenjem broja predatora
za jedan).

® lIzraz —~vy prikazuje stopu mortaliteta u populaciji predatora u nedostatku
hrane (plena) tj. za z = 0.

Eksperimentalni uslovi i neki primeri iz prirode ukazuju na ciklicnu dinamiku
populacija uslovljenu predatorstvom. Predator loveci plen smanjuje njegovu bro-
jnost. Kao posledica toga, predatori postaju gladni zbog prethodno proredjene
populacije plena, pa zato i njihova brojnost pocinje da opada. Ostatak pop-
ulacije plena zbog smanjenog broja jedinki predatora pocinje da se uvecava. Sa
povecanjem broja jedinki plena, predatorima se uvec¢ava kapacitet sredine u smislu
izvora hrane, i njihov broj takode pocinje da raste. Promene veli¢ina populacija
predatora i plena u toku odredjenog vremena su periodi¢ne (videti Sliku @

WOLFRAM DEMONSTRATIONS PROJECT: Predator-Prey Equations

K VALITATIVNA ANALIZA MODELA (1): PR su O(0,0) i P(v/6,a/p).

Primetimo da iz oblika drugog PR P mozemo zakljuciti da stacionarno stanje
populacije plena ne zavisi od sopstvene stope nataliteta ili stope mortaliteta, veé
isklju¢ivo od karakteristika populacije predatora ( stope smrtnosti i stope rasta
populacije predatora - konstanti vy i 9).


http://demonstrations.wolfram.com/PredatorPreyEquations/

Stabilnost koordinatnog pocetka moze se odrediti linearizacijom sistema. Jako-

bijan je
_(a-By —Be
san = (50 )

Sopstvene vrednosti matrice linearizovanog sistema za PR, (0, 0)

2 s = (5 °)

su A\ =a>0> )\ = —v. Dakle, (0,0) je SEDLO.
Za drugi PR P sopstvene vrednosti matrice

v a 0
I(53) = %;g

su A\j2 = +i,/ay. Dakle, PR P je nehiperbolicni, pa se do zakljucka o sta-
bilnosti PR ne moze doci linearizacijom, odnosno primenom Teorema Hartman-
Grobmana.

For Prey For Predators
- T 4 g Ao g T s
z il z & o
£ o=t 2 ] -
= 2 g £ v
5 = 5 s ¢ ‘ S /
-k 2 27 z¥ /‘
 rd [l w wr ‘
5 = B - =
4 £ o a
g g L B B
B sy v Pl g | ¥y g Y ~a
o o
o o
& g 2
fa fa fa
Frey Density or Number (M) Frey Density or Mumber (M) Prey Density or Number () Prey Density or Number (i)

Slika 3: Nula-izokline i vektorsko polje modela predator-plen sa eksponencijalnim rastom popu-
lacije plena

Na Slici 3]i[4] skicirane su nula-izokline i vektorsko polje DS (1). z—nula izokline
(na slici "prey isocline”) su x = 01y = o/, a y—nula izokline (na slici "predator
isocline”) su y = 01 x = /. Populacija plena raste u tackama ispod prave

o,
Yy = 5, Jerje

5
o
/8 )

dok sa druge strane, populacija predatora raste u tackama desno od prave x = %

¥ =yd(a—yB) >0 akoje y<

jer je

vy =x(0r —7) >0 ako je x>%.
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Slika 4: Nula-izokline i vektorsko polje modela predator-plen sa eksponencijalnim rastom popu-

lacije plena

Fazne trajektorije odredujemo iz DJ koja razdvaja promenljive

S [ [ e

Iny*+Ine ™ =mIne”+lnz 7 +C = 27y% "% =K = const.

!

fazne trajektorije su zatvorene krive oko PR P
polozaj ravnoteze P je CENTAR
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Slika 5: Dinamika modela predator-plen sa eksponencijalnim rastom populacije plena

Na Slici [f] prikazan je fazni portret DS (1) zaa = 1, 8 = 0.1, v = 0.5, § = 0.02,
dok su integralne krive veli¢ina populacije plena z(t) i populacije predatora y(t),
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sa pocetnim uslovima x(0) = 5, y(0) = 20, prikazane na Slici [f} PR za date
vrednosti parametra je P(25,10). Fazne trajektorije su date za razlicite vrednosti
pocetnih uslova (40, 15), (30, 20), ,(5,20). Dakle, cikli¢nost odnosno peri-
odi¢nost (u broju jedinki obe populacije) je tipi¢na dinamika sistema (1). Period
integralnih krivih je jednak 27 (\/ay)~! (odreden je imaginarnim delom komplek-
sne sopstvene vrednosti matrice linearizovanog sistema). Dakle, Sto je veca stopa
rasta populacije plena « ili sto je vec¢a stopa mortaliteta populacije predatora -,
period je manji, odnosno dolazi do brze oscilatornosti u broju jedinki populacije
plena i predatora.

— Plen

— Predator

10 20 30 40 50

Slika 6: Integralne krive x(t), y(¢) DS (1)) sa pocetnim uslovima x(0) = 5, y(0) = 20;

WOLFRAM DEMONSTRATIONS PROJECT: Predator-Prey Model

Kao sto je dobro poznato, u ekosistemima sa jednom populacijom, eksponen-
cijalnim modelom rasta populacije (kada je stopa rasta populacije proporcionalna
veli¢ini populacije) nije realno opisan rast populacije. Model koji mnogo realnije
opisuje dinamiku rasta populacije je logisticki model. Jednodimenzionalna DJ
kojom se opisuje logisticki rast populacije je

P'(t) = kP (1 — %)

gde je k = u—v stopa rasta populacije, i je stopa nataliteta, v je stopa smrtnosti, a
K je maksimalni kapacitet sredine - nosivi kapacitet populacije u datom okruzenju
definisan kao maksimalni broj jedinki populacije koji se u zivotnoj sredini moze
zadrzati na neodredeno vreme. Veli¢ina populacije P(t) u pocetku raste ekspo-
nencijalno sa stopom rasta k, ali se taj rast smanjuje kako se velicina populacija
priblizava maksimalnom kapacitetu K. Kada populacija postane dovoljno velika
dolazi do kompeticije za resurse zbog ¢ega stopa radjanja s vremenom pocinje
opadati, a stopa smrtnosti raste. Zato je Verhulst predlozio zavisnost stope natal-
iteta od same velic¢ine populacije (ali ne i od vremena t), odnosno da je u = pu(P),
pri cemu je fukcija pu(P) opadaju¢a po P. Ovo je pretpostavka koju namecéu
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sami prirodni sistemi, jer kako veli¢ina populacije raste, manje je pozeljna dalja
reprodukcija jedinki te populacije jer se prirodni resursi smanjuju, Sto ukazuje na
smanjenja stope nataliteta sa porastom velicine same populacije.
Najjednostavnija opadajuca funkcija koju mozemo koristiti za ovaj model je
linearna funkcija oblika pu(P) = pug — u1 P, gde su pg, 1 pozitivne konstane.

STOPA SMRTNOSTI KONSTANTNA: vV =1y,

STOPA NATALITETA LINEARNO OPADA SA VELICINOM POPULACIJOM P :
n = o — /L1P.
Tako dolazimo do DJ:

P’:(uo—ulP—V)P:(,uo—V)P<1— a P)
Mo —V

4

(L) P(t)=kP(1) ( — %) = %P(t) (K — P(t)) — LOGISTICKA DJ

Ako je pocetni broj jedinki populacije mali, P(t)/K je u poc¢etku malo, tako
da je vrednost 1 — P(t)/K na desnoj strani DJ (L) bliska 1 i desna strana DJ se
ponasa kao kP(t) - ako je k > 0, rast velicine populacije je prema tome na pocetku
eksponencijalni. Medutim, kako se veli¢ina populacija povetava, koli¢nik P(t)/K
se povectava. Sve dok je broj jedinki populacije manji od K, koliécnik P(t)/K je
manji od 1, tj. 1 — P(¢)/K > 0. Prema tome, desna strana DJ je pozitivna, ali
se vrednost u zagradi smanjuje, tako da brzina rasta veli¢ine populacije opada.
Velic¢ina populacije sve vreme raste prema svom maksimalnom kapacitet u datom
okruzenju K, ali nikad ne dostize tu vrednost, ve¢ P(t) — K kada t — co. Ako
je P(t) = K, desna strana DJ je jednaka nuli, pa se broj jedinki populacije ne
menja.

U dvodimenzionalnom sluc¢aju, Lotka-Voltera predator-plen model u kome se
pretpostavlja da populacija plena raste po logistickom modelu je oblika:

i
~— P 1__)_%),./
x (LUL( T

(3)

Yy = cry—dy

gde je a stopa rasta populacije plena, K je maksimalni kapacitet sredine koji
predstavlja maksimalan broj jedinki u populaciji koji moze opstati na odredenom
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prostoru, uzimajuéi u obzir veli¢inu samog prostora kao i odgovarajucih resursa
(hrane, svetlosti), b je koeficijent efikasnost predatorstva, ¢ je stopa rasta popu-
lacije predatora i d je stopa smrtnosti predatora.

KVALITATIVNA ANALIZA MODELA (3): Analizirajmo najpre model graficki
skicirajuéi nula-izokline i odgovarajuce polje pravaca (Slika[7]). Iz jednacine 2/ = 0
7 . Populacija plena
raste u tackama ispod ove prave (jer je ' > 0 ako je y < ¢ — 7% x). 1z jednacine
y" = 0 nalazimo y—nula izokline: x—osa (y = 0) i prava = = %. Populacija

predatora raste desno od ove prave (jer je y' > 0 ako je x > ‘El)

nalazimo r—nula izokline: y—osa (z = 0) i prava y = 7 —

¥ ¥
+ o
tfa 4 tfa
\ (5" un
+ —N +
m'h K X K mh x
@ ®

Slika 7: Nula-izokline i polja pravaca modela predator-zrtva sa logistickim rastom populacije plena

Od interesa su samo PR (z*,y*) koji pripadaju prvom kvadrantu, odnosno za
koje je z* > 0iy* > 0. PR (2*,y*) za koji je z* > 01 y* > 0 naziva se unutrasnji
PR. Za K > d/c sistem ima tri PR

d (cK —d)a

0(0,0), Q(K,0), R(E’bc—K> —  R(xr,yr),

dok za K < d/c sistem ima samo dva PR O i @, dok R vise nije PR od bioloskog
interesa. Smer vektora ukazuje da je tre¢i PR R(xg,yg) fokus, ali bez detaljnog
ispitivanja ne mozemo zakljuciti da li je stabilan ili nestabilan.

2a
T(z,y) = (a?xby —bzx >

cy cr—d

Jakobijan je

(i) Koordinatni pocetak je sedlo, jer je i u ovom slucaju J(0,0) dato sa (Z2).
(ii) Drugi PR Q(K,0) je ravnotezno stanje samo za populaciju plena koja
dostize svoju maksimalnu vrednost, dok je populacija predatora u izumiranju.
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Sopstvene vrednosti matrice

—a —-bK
COR (e
su realne \{ = —a, Ay = c K —d.

d : . :
e za K < K, = — obe sopstvene vrednosti su negativne — () je STABILAN
5 c
CVOR

d . s :
e za K > K, = — sopstvene vrednosti su razlic¢itiog znaka — () je SEDLO
c

KRITICAN NIVO ZASICENOSTI POPULACLJE PLENA K, jednak je ravnoteznom
stanju populacije plena u unutrasnjem PR R. Za K < K, PR R nije od bioloskog
znacaja, jer je tada ravnotezni polozaj populacije predatora negativan. Drugim
recima, ako je broj jedinki populacije plena manji od potrebnog za prezivljavanje
predatora, ravnotezno stanje populacije predatora u unutrasnjem PR (PR R) je
negativno, te samim tim beznacajno u ekologiji. Za K < K, ravnotezno stanje
populacije plena @) je stabilno i konacno ¢e biti postignuto bez obzira na pocetne
vrednosti modela. Cim ravnotezno stanje populacije predatora u unutrasnjem
PR (PR R) postane pozitivno (za K > K,,), samim tim bioloski zna¢ajno, PR @
postaje nestabilan PR, odnosno sedlo.

(iii) Za unutrasnji PR R matrica linearizovanog sistema je

ad bd

B d (cK —d)a B oK e

JR_J(E’ bk )‘ af 4y
b K

c K

Za K > K, = d/c kada je PR R od biloskog interesa je det Jp > 01 tr Jgp < 0.
Dakle, PR R je stabilan PR. Da bi ispitali da li je PR stabilan fokus ili stabilan
¢vor, ispitujemo znak za

ad\%  ad d ad \ 2 ad
a=r-u= () ~4¢ (%)= (&) -4 %)

Ako posmatramo A kao funkciju A(ad/cK) imamo A(u) = u? + 4du — 4ad. Nule
funkcije A(u) su ux = —2d £ 2v/d? + ad. Zato je A(u) > 0 za

ad / a
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odnosno zakljuc¢ujemo da je A pozitivno za

d a
K< —|1 1+- ) =K.
<20< Iy +d)

K, je KRITICAN NIVO ZASICENOSTI POPULACIJE PLENA, ispod koje je vrednost
A pozitivna, odnosno obe sopstvene vrednosti su realne i negativne. Dakle, za
K < K, polozaj ravnoteze R je STABILAN CVOR. S druge strane, za K > K je
A < 0, tako da su sopstvene vrednosti konjugovano-kompleksne. Njihov realni
deo je negativan, pa zakljucujemo da je polozaj ravnoteze R STABILAN FOKUS.
Takode, kako je 1 4+ a/d > 1, imamo da je

a d a d
IL+4/14+-=>2 Ki=—(1+4/1+- K, =—
+ +d> = 26( + +d)> P=7

Iz svega navedenog izvodimo sledece zakljucke o dinamici modela predator-plen
sa logistickim rastom populacije plena:

o za K < K,: maksimalan broj jedinki populacije plena je nedovoljan da
obezbedi opstanak predatora i dolazi do odumiranja populacije predatora dok
broj jedinki populacije plena tezi ka svom maksimalnom kapacitetu.

Ravnotezno stanje populacije predatora u unutrasnjem PR R je negativno, i
samim tim beznacajno u ekologiji. PR () koji je ravnotezno stanje samo za
populaciju plena je stabilan ¢vor.

o za K, < K < K;: maksimalan broj jedinki populacije plena je dovoljan da
obezbedi opstanak predatora 1 broj jedinki obe populacije se pribliZava ka svom
stacionarnom broju, x(t) ka xp > 0 i y(t) ka yp > 0.

PR R(zg,yr) je ekologki ostvarljiv i predstavlja stabilan ¢vor. PR @ -
ravnotezno stanje populacije plena je sedlo, dakle nestabilan PR.

o za K > K: maksimalan broj jedinki populacije plena je dovoljan da obezbedi
opstanak predatora © promene velicina populacija predatora i plena u toku
odredjenog vremena su periodicne, pri cemu se broj jedinki obe populacije
periodicno pribliZava ka svom stacionarnom broju, x(t) ka xr > 0 i y(t) ka
yr > 0.

PR R(xg,yr) je jos uvek bioloski ostvarljiv i stabilan PR, ali postaje stabilan
fokus. PR @ je sedlo - ravnotezno stanje populacije plena je nestabilno
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Slika 8: Dinamika modela predator-plen sa logistickim rastom populacije plena za (a) K < K;
(b) K, < K < K
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Slika 9: Dinamika modela predator-plen sa logistickim rastom populacije plena za K > K,

Na Slici [§] i [9 prikazani su fazni portreti modela Lotka-Voltera (3) za a = 0.5,
b=1,¢c=0.5,d=0.1, pri cemu je K, = 0.21 K, = 0.345.

e slika[8-levo K =0.15: R nije PR u I kvadrantu, PR @ je stabilan ¢vor
e slika[8-desno K =0.3: PR R je stabilan ¢vor, PR @ je sedlo

e slika[9-levo K =1: PR R je stabilan fokus

o slika[d-desno K =10: PR R je stabilan fokus

Na Slici prikazane su velicine obe populacije u vremenskom periodu t €
[0,T),T = 150, za parametre a = 0.5, b = 0.3, ¢ = 0.5, d = 0.1, pri ¢emu je
K, =0.2, K, = 0.345 i za pocetne vrednosti z(0) = zp = y(0) = yo = 0.1
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Na Slici [I0}gore je K = 0.3 € (K, K;) i sa povecanjem t broj jedinki obe
populacije priblizava se asimptotski svom ravnoteznom stanju

z(t) > 02 =xp, y(t)—0.56=1yr, R(zr,yr) je stabilan évor

Na Slici [I0Fdole je K = 1.5 > K i sa pove¢anjem ¢ broj jedinki obe populacije
priblizava se periodi¢no svom ravnoteznom stanju

z(t) = 02=xg, y(t)—1.44=ygr, R(rg,yr) je stabilan fokus

— Plen
— Predator

— Plen

— Predator

20 40 60 80 100 120 140

Slika 10: Veli¢ine populacija u modelu predator-plen (3) za pocetne vrednosti xy = yo = 0.1, pri
cemu je (a) K =0.3 € (K,,Ky); (b) K=15> K,.
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MODEL DVE POPULACIJE U TAKMICENJU

MODELI DVE POPULACIJE U TAKMICENJU (engl. Lotka-Volterra model of com-
petition) je nelinearan DS koji se koristi za opisivanje dinamike biolosgkih sistema
u okviru kojeg zive dve vrste koje se takmice za istu hranu na istom prostoru
- dolazi do kompetitivne interakcije izmedu populacije dve vrste koja utice na
njihov rast i prezivljavanje. Kompeticija, kao i predatorstvo, jedan je od meha-
nizama prirodne selekcije. Usled kompeticije velicine obe populacije se smanjuju,
za razliku od predatorstva kada se smanjuje samo veli¢ina populacije plena, ali u
oba slucaja ne znaci da je to Stetno sa stanovista dugoro¢nog prezivljavanja tih
populacija. Zapravo negativne interakcije mogu povecati stopu prirodne selek-
cije. Analiza odgovarajuceg matematickog modela pokazace da kompeticija kao
rezultat moze imati ravnoteznu brojnost dve populacije ili pak iskljuc¢ivanje jedne
populacije od strane druge (dolazi do ekoloskog razdvajanja populacija).

“medved i yuk

Slika 11: Kompeticija dve populacije medved-vuk i lav-hijena

Neka je x1(t) velicina populacije medveda u vremenskom trenutku t i xo(t)
velicina populacija vukova u vremenskom trenutku f. Pretpostavlja se da je
kolicina hrane ogranic¢ena, jer ako se dve vrste u potpunosti preklapaju pri
koris¢enju zajednicke hrane na odredenom prostoru, do kompeticije nece doci
ukoliko koli¢ina resursa nije ogranicavajuca za prezivljavanje za obe populacije.
Postoje dva osnovna faktora koja ¢emo razmotriti:

1. Svaka od dve populacije raste do svog nivoa zasi¢enosti (kapaciteta sredine)
u odsustvu one druge populacije, odnosno veli¢ina svake od populacija ima
logisticki rast.

2. Kada dolazi do kompeticije izmedju jedinki dve populacije, vukova i medveda,
u potrazi za hranom, nekada vukovi dolaze do hrane, ali mnogo ¢esée u
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(4)

borbi za hranom pobeduju medvedi. Usled borbe za hranom, broj jedinki
obe populacije se smanjuje, pri cemu se broj jedinki jedne populacije vise
smanjuje u odnosu na broj jedinki druge populacije. Pretpostavlja se da se
velicina populacije smanjuje za broj jedinki koji je proporcionalan veli¢ini
svake od populacija (ako ima duplo vise medveda, Sanse da se sretnu sa
vukovima su duplo veée). Koeficijentima kompeticije iskazan je uticaj koji
jedna populacije ima na smanjenje druge populacije, usled borbe za hranom.

Dinamicki sistem Lotka-Voltera modela dve populacije u takmicenju je

T/ e 1 I (&} o T — T‘1£L’1(K1 — X1 — ()6121‘2)
ry = " — | — 77 Q120172 =
K Ky K
. oo [ 1 T2 ) ot T 7“2-?72(K2 — T2 — @211’1)
= T2X2 — | T Q211 Xy =
’ Ky) Ko K>

r1: stopa rasta populacije 1 (medved)

r9: stopa rasta populacije 2 (vuk)

K1:
KQ!

12+

91+

kapacitet sredine populacije 1
kapacitetu sredine populacije 2

koeficijent kompeticije koji pokazuje inhibitorni efekat populacije 2 na pop-
ulaciju 1

koeficijent kompeticije koji pokazuje inhibitorni efekat populacije 1 na pop-
ulaciju 2

Postavljaju se dva osnovna pitanja:

1.
2.

pod kojim uslovima dve populacije mogu da koegzistiraju?

pod kojim uslovima jedna populacija ”istiskuje” drugu odnosno pod kojim
uslovima dolazi do kompetitivnog iskljuc¢ivanja ?

Na slici [12] prikazani su "Tribolium confusum & Tribolium castaneum” - dve
vrste brasnenih moljaca, a u tabeli [13| pokazan je rezultat 7Tribolium Confusum
& Tribolium Castaneum” modela kompeticije, na osnovu eksperimenta ucinjenog
na Univerzitetu Cikago, koji kao ishod ima iskljucenje i koegzistenciju ove dve
populacije u zavisnosti od razli¢itih klimatskih uslova - vlaznosti i temperature.
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Slika 12: Tribolium Confusum & Tribolium Castaneum - vrste brasnenih moljaca

REZULTAT KOMPETICIJE
(%)
kuvaTser | e | viaz Tribolium Tribolium
REZIM | o | ew | QR
vruée — vlaino 34 70 100 0
vruée — suvo 34 30 10 20
toplo — vlaZno 29 70 86 14
toplo — suvo 29 30 13 87
hladno — vlazno 24 70 31 69
hladno - suvo 24 30 0 100

Slika 13: ”Tribolium Confusum & Tribolium Castaneum” model kompeticije

KVALITATIVNA ANALIZA MODELA : Sistem (4)) uvek ima tri polozaja ravnoteze:
Py(0,0), Pi(K1,0), B (0, K») .

Kao resenje sistema dobija se i

K1 — Kyano Ko — Khan
, L23 = 3
1 — ajpan 1 — ajpan

X3 =

P, (Kl — Kooy Ky — K10421>
1 —apag 1 — appan

je PR od bioloskog znacaja samo ako je 13 > 01 x93 > 0. Dakle, P5 je unutrasnji
PR za apa9; < 1 ako je 19 < Kl/KQ < 1/0&21, dok je za (oo > 1 P3 unutraénji
PR ako je 1/a9 < K1/Ky < ao.
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Jakobijan je
r r
%(Kl — 2x — Cklgy) _?105123j
J(«T;y): ! ) TQ(K : 9 )
——« — (K3 — anx —
e 21Y Ky 2 21 Y
(I) Za PR Py(0,0) sopstvene vrednosti matrice

Jo = J(0,0) = (“ 0)

07“2

suX =11 >0, \a =19 > 0. Dakle, PR F, je nestabilan ¢vor.
(II) Za PR Pi(K7,0) sopstvene vrednosti matrice

-7 . —Q2T
J1 = J(K1,0) = 0 —=(Ky— ank))
Ky

Su )\1 = —T, )\2 = %(KQ — &21K1).

K 1
ezaKy—ank; <0 & —=>-—"jel\ <0i) <0. Dakle, PR P je
_ Ky  ag
stabilan ¢vor

K 1
e za Ky —an K1 >0 & ?1 < —je A1 <01 Ay > 0. Dakle, PR P je sedlo
2 Q2]

(III) Za PR P»(0, K3) sopstvene vrednosti matrice

1
— (K| — K 0
—Q21T9 —T2

Ssu )\1 = %(Kl — ozngQ), /\2 = —TI9.
1
Ky : : :
e za K1 —appKy >0 & e > a9 je A1 > 01 A < 0. Dakle, PR P, je sedlo.
2

K
o za K| —apk, <0 & Fl<oz12je>\1<01)\2<0. Dakle, PR P, je
2

stabilan ¢vor.

(IV) Za PR P3<$13, $23) je

ao17o(Ko—a Ky) ro(Ko—ag1 Ki)
Ks(ar2001—1) Ks(aiza01—1)

r (K1 —02K>) a7 (K —a12K))
Js = J(x13, T23) = ( Kl((auom_l) K%(anazl_l) )
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riry (K1 — a9 Ks) (K — an K;)

= det J3 =
1 s KKy 1 — ajpa ’
(5) 1 K K K K
D= trJs = (7“1( 1 — 2 2)+7“2( 2 — Qg1 1))
i — 1 K, K,

Analizirajmo model graficki skicirajuci nula-izokline i odgovarajuéa polja prava-
ca. Iz jednacine x] = 0 nalazimo x1—nula izokline: x1 = 01 prava x1+ a1 = K
(Slika [14}(a)). Iz jednacine a5 = 0 nalazimo zo—nula izokline: zy = 0 i prava
Ty + anxy = Ky (Slika [14H(b)). Prava x1 + apoze = K sefe x1—osu u tacki
(K1,0) i z9—osu u tacki (0, Ky/aq2). Prava xo 4+ agizqy = Ky see x1—osu u tacki
(K3/a91,0) i xo—osu u tacki (K5, 0).

Veli¢ina populacija prve vrste raste u tackama levo od prave x1 + a2 = K7,
jer je

7 >0 akoje 1+ aprs < K,
dok sa druge strane, veli¢ina populacija druge vrste raste u tackama ispod prave
To + a1 = Ko, jer je

xy >0 akoje 3+ agr < Ko.

p iy species 2 decreases

Slika 14: x;—nulaizokline i x5—nulaizokline

Slika[I5], prikazuje medusobne odnose obe nula-izokline, opisujuéi moguce ishode.
Imamo cetiri scenarija sa dva ishoda : isklju¢ivanje jedne populacije od strane
druge (odnosno njihovog ekoloskog razdvajanja) ili koegzistencija dve populacije.

e r1—izoklina iznad i desno od x9—izokline ;
e r1—izoklina ispod i levo od x9—izokline;

e izokline se seku u I kvandrantu u polozaju ravnoteze P; , pri cemu je udesno
od tog PR z;—izoklina iznad xy—izokline, dok je ulevo od tog PR zs—izoklina
iznad x;—izokline;
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Species 2 (N2
Species 2 (W)

Species 2 (V)
Species 2 (W)

21

Species 1 (N Species1 (W)

Slika 15: Izokline i polozaji ravnoteze modela dve populacije u takmicenju (4)

e izokline se seku u I kvandrantu u polozaju ravnoteze Pj, pri ¢emu je udesno
od tog PR zs—izoklina iznad x;—izokline, dok je ulevo od tog PR z;—izoklina
iznad x9—1izokline.

Ky feuo

/
4

Kz \\
7

AN ’
/\'\\ /
7N

Koo Ky

Slika 16: Scenario 1 — iskljuc¢ivanje populacije 2 od strane populacije 1

SCENARIO 1 - ISKLJUCIVANJE POPULACIJE 2 OD STRANE POPULACIJE 1
Prvi scenario je onaj u kome se izokline ne seku u prvom kvadrantu i u kome

je r1—izoklina iznad i desno od zo—izokline (Slika[15}(a) i Slika [16)), Sto vazi kada
je

K K K 1
(6) K1>—2 i K2<—1 & —1>max{a12,—}.
Q91 12 Ko a1
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PR Pi(K1,0) je stabilan - stabilan nelinearan ¢vor, a PR P,(0, K3) je nestabilan -
nelinearno sedlo. Otvoren kruzi¢ u polozaju ravnoteze P; oznacava da je stabilan
PR.

Sve trajektorije koje polaze iz prvog kvadranta fazne ravni priblizavaju se sta-
bilnom PR P;(K7,0).

IsuoD 1: Populacija 1 istiskuje populaciju 2 i veli¢ina populacije 1 raste ka
svom kapacitetu sredine K.

Na Slici |17 prikazan je fazni portret modela dve populacije u takmicenju (4)
za vrednosti parametra

(7) r =Tr9 = 07, K1 = K2 = 10, 19 = 08, 91 = 15,
tako da je
Ky 1
— =1 — 2 =0.
e > max {0412, 0421} 0.8
h Yy,
. 1,
1y ///
/
8 /)

Slika 17: Fazni portret modela dve populacije u takmicenju (4) za parametre @

1. Za bilo koju tacku (x19, xog) fazne ravni ispod zo—izokline (videti Sliku

(a):

e velicina populacije x1(t) sa po¢etnom vrednosti z1(ty) = x19 se povecava
sve vreme priblizavajuéi se svom kapacitetu sredine K;

e veli¢ina populacije zo(f) sa potetnom vrednosti xo(ty) = x9y raste u
pocetku, ali zatim opada ka nuli;
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— Populacija1 — Populacija1

— Populacija2 — Populacija2

30 40 10 20 30 40

— Populacijat
— Populacija2

10 20 30 40

Slika 18: Veli¢ine populacija u modelu dve populacije u takmic¢enju (4) za parametre iza
pocetne vrednosti: (a) z19 =2, x99 =3; (b) 210 =7, 220 = 3; (¢) 10 =8, T2 =6

2. Za bilo koju tacku (x1g,z29) fazne ravni izmedu dve izokline (videti Sliku
(b):

e veli¢ina populacije 1 () sa po¢etnom vrednosti x1(ty) = x19 se povetava
sve vreme priblizavajuéi se svom kapacitetu sredine K7;

e veli¢ina populacije xo(t) sa pocetnom vrednosti xo(ty) = x99 opada sve
vreme ka nuli;

3. Zabilo koju tacku (19, x99) fazne ravni iznad z,—izokline (videti Sliku[I8}(c):

e velic¢ina populacije z1(t) sa pocetnom vrednosti z1(ty) = 19 opada neko
vreme, ali zatim se povecava priblizavajuci se svom kapacitetu sredine
Ki;

e velicina populacije xo(t) sa po¢etnom vrednosti xzy(ty) = x99 opada sve
vreme ka nuli;

SCENARIO 2 - ISKLJUCIVANJE POPULACIJE 1 OD STRANE POPULACLJE 2 : Drugi
scenario je onaj suprotan Scenariju 1, u kome se izokline takode ne seku u prvom
kvadrantu, ali u kome je x;—izoklina ispod i levo od zs—izokline (Slika [L5}(b) i
Slika [19)), Sto vazi kada je

K K K 1
(8) K1<—2 1 K2>—1 ~ —1<min{oz12,—} .
Q91 19 Ky Qo1
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Ky fouz

Slika 19: Scenario 2 — iskljucivanje populacije 1 od strane populacije 2

Otvoren kruzi¢ u polozaju ravnoteze P»(0, K3) oznacava da je stabilan poloza]
ravnoteze - stabilan nelinearan ¢vor. PR P;(K71,0) je u ovom slu¢aju nestabilan -

nelinearno sedlo.

Sve trajektorije koje polaze iz prvog kvadranta fazne ravni priblizavaju se sta-

bilnom PR P;(0, K5).

IsnoD 2: Populacija 2 istiskuje populaciju 1 i veli¢ina populacije 2 raste ka
svom kapacitetu sredine K.

Kz

Y
| K1/ oz

i
L F

f
N\
‘\,\\\
7 N v

v

N
/ /\\\\\ #

Kafoay

Ky

Slika 20: Uslovno iskljuc¢ivanje jedne populacije od strane druge

SCENARIO 3 - USLOVNO ISKLJUCIVANJE JEDNE POPULACIJE OD STRANE DRUGE:
Trec¢i scenario je onaj u kome se dve izokline seku u polozaju ravnoteze P koji
pripada prvom kvadrantu, pri ¢emu je udesno od tog PR x;—izoklina iznad

ro—izokline, dok je ulevo od

tog PR xs—izoklina iznad x;—izokline, (Slika
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(c) 1 Slika 20), sto vazi kada je

K. K 1 K
(9) K1>—21K2>—1 ~ —<—1<0512 = Qo091 > 1.

91 12 21 Ko
PR P,(K1,0) i P5(0, K3) su stabilni (obelezeni na slici 20| otvorenim kruzié¢ima)
- stabilni nelinearni ¢vorovi. Pri uslovima (9) PR Ps je od bioloskog interesa,
odnosno z13 > 01 x93 > 0. Iz (9), zakljucujemo da je

K1 — 0512K2 < 0, KQ — 0421K1 < 0, 1 — 19091 < 0

odakle je na osnovu , qg = det J3 < 0, pa je PR P5 nelinearno sedlo, odnosno
nestabilan PR (obelezen na slici 20| punim crvenim kruzi¢em).

granica oblasti privladenja =
stabilna mnogostrukost sedla

prva
vrsta
24
s
1- oblast privladenja
za ¢vor (3,0)
fo 48 >
i I2 § druga
vrsta
Slika 21: Fazni portret modela dve populacije u takmicenju z} = 1 (3 —x; — 2x9),2, =

T9 (2 —x1 — x2); P1(3,0) 1 P5(0,2) su stabilni ¢vorovi, P5(1,1) je sedlo. .

Dati DS ima dva stabilna PR P;, P,. Takvu karakteristiku DS nazivano bista-
bilnost DS. U slucaju bistabilnosti DS od posebnog interesa je odrediti oblasti
privlacnosti B(P;), i = 1,2, za dva stabilna PR. Oblast privlacnosti stabilnog PR
sadrze sve tacke fazne ravni za koje vazi da trajektorija koja polazi iz te tacke
se priblizava PR kada ¢ — oo. Neka su W’ , )W’ stabilne mnogostrukosti sedla
Py, a WX, WX nestabilne mnogostrukosti sedla. Fazne trajektorije koje polaze iz
tacke fazne ravni koja se nalazi ispod stabilne mnogostrukosti sedla P3 (u delu I
kvadranta fazne ravni izmedu W2, WX 1 x1—ose, kao i izmedu W7, i W{) pri-
blizavaju se stabilnom PR P;(K7,0) — ishod je kao u Scenariju 1 : istiskivanje
populacije 2 od strane populacije 1. Fazne trajektorije koje polaze iz tacke fazne
ravni koja se nalazi iznad stabilne mnogostrukosti sedla P3 (u delu I kvadranta
fazne ravni izmedu W, W 1 za—ose, kao i izmedu W?, i WX ) priblizavaju se
stabilnom PR P,(0, K3) — ishod je kao u Scenariju 2 : istiskivanje populacije
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1 od strane populacije 2. Dakle, stabilna mnogostrukost sedla P; predstavlja u

ovom slucaju granicu oblasti privlacenja B(P;) i B(P,) stabilnih PR P;(K73,0) i
P2 (07 K?)

IsHOD 3: Ishod zavisi od pocetnih vrednosti veli¢ina populacija - populacija

sa dovoljnom poc¢etnom prednoscéu u broju pobeduje u kompeticiji i istiskuje
konkurentnu populaciju.

Slika 22: Fazni portret modela dve populacije u takmicenju (4) za parametre ((10))

8 B/
6 6
4

— Populacijat

— Populacijat
— Populacija2 . — Populacija2

10 10 20
10
8/ B/
6 6
10 20

— Populacijat — Populacijal
4 — Populacija2

IS

— Populacija2

10 20 30 40

30 40

Slika 23: Veli¢ine populacija u modelu dve populacije u takmicenju (4) za parametre 1za
pocetne vrednosti: (a) 19 = 3, @90 = 1; (b) 210 = 6, T2 = 2; (¢) 19 = 1, x99 = 6; (d)
T10 = 4, Too = 8.

Na Slici prikazan je fazni portret modela dve populacije u takmicenju (4)
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za vrednosti parametra

(10) " = T9 = 07, K1 = KQ == 10, 19 = 1.8, 91 = 2,
tako da je
1 K
05=-—<—"=1<ap=18 i PR je P;3.08,3.85).
azr Ko

Na Slici 23] vidimo da za pocetne vrednosti (a) x19 = 3, 20 = 11 (b) x19 =
6, o9 = 2 za veli¢ine populacije vazi z1(t) — Ki, xo(t) — 0, t — oo, dok za
pocetne vrednosti (¢) x19 = 1, x99 = 61 (d) 19 = 4, x99 = 8 za veli¢ine populacije
vazi x1(t) — 0, x2(t) = Ky, t — 0.

7\\‘./
NN

/O,\/
//'K\\

Kafoa

Slika 24: Koegzistencija obe populacije

SCENARIO 4 - KOEGZISTENCIJA OBE POPULACIJE: I u ovom scenariju se dve
izokline seku u polozaju ravnoteze P5 koji pripada prvom kvandrantu, pri ¢emu
je udesno od tog PR xy—izoklina iznad x;—izokline, dok je ulevo od tog PR

x1—izoklina iznad xo—izokline (Slika [I5}(d) i Slika 24)), sto vazi kada je
K
(11) Ki<— i Kh<— < 0412<f1<— = Q09 < 1.

PR Pi(K1,0) i P»(0, K3) su nelinearna sedla - dakle nestabilni PR. Pri uslovima
PR P5 je od bioloskog interesa, odnosno x13 > 01 x93 > 0. Iz , za-
kljucujemo da je

K1 — 0[12K2 > 0, KQ — OéglKl > 0, 1 — 19091 > 0

odakle je na osnovu , g=detJs >01ip=trJ; <0, paje PR P; stabilan PR
(moze se pokazati da je stabilan ¢vor).

Obe vrste koegzistiraju u polozaju ravnoteze Ps(x13, x23) koji je stabilan (obelezeni
na slici 24] otvorenim kruziéem), odnosno

Zl?l(t) — 213, xz(t) — Loz, 1t — 0O.
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Sve trajektorije koje polaze iz bilo koje tacke u prvom kvadrantu fazne ravni
priblizavaju se stabilnom PR, P3(x13, z23).

IsuoD 4: Ishod je koegzistencija obe populacije, bez obzira na pocetne vred-
nosti velicina obe populacije.

Slika 25: Fazni portret modela dve populacije u takmicenju (4) za parametre (|12))

Na Slici prikazan je fazni portret modela dve populacije u takmicenju (4)
za vrednosti parametra

(12) T =T9 = 07, K1 = K2 = 10, 19 = 07, Q91 — 08,
tako da je
K, 1 ) .
0.7=a19< —=1<—=1.25 i PR je P3(6.82,4.54).
K Qi1

/k 6
6
4 — Populacija1 4 — Populacijat
out[231]
— Populacija2 — Populacija2
2 2

10 20 30 40 10 20 30 40

Slika 26: Veli¢ine populacija u modelu dve populacije u takmicenju (4) za parametre iza
pocetne vrednosti: (a) z19 = 6, z29 = 2; (b) 210 =2, 220 =6

Na Slici [26| vidimo da se velicine obe populacije, bez obzira na pocetne vred-
nosti, priblizavaju svom ravnoteznom stanju z1(t) — 6.82 i xo(t) — 4.54 sa
povecanjem t.
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WOLFRAM DEMONSTRATIONS PROJECT:
Population Dynamics with Two Competing Species

WOLFRAM DEMONSTRATIONS PROJECT:
The Lotka-Volterra Equations for Competition between Two Species
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