4. Zatvorene trajektorije i granicni cikl
dvodimenzionalnog nelinearnog DS

NELINEARAN SISTEM DJ:
dx dy
1 _— = _— =
(1) o f(z,y), y 9(x,y)
gde je f,g € CYE), ECR?* t e R.

Linearizacija nelinearnog DS je lokalni metod ispitivanja stabilnosti DS: ona
daje detaljnu informaciju o trajektorijama u blizini PR, ali ne pruza nikakvu
informaciju o ponasanju trajektorija kada one napuste okolinu PR.

Primer 4.1. Posmatrajmo, nelinearni DS

dx T T dy Yy Yy, 9 2
2 — == —y — — =g+ -= + 7).
(2) a2 Y73 a =Ty TR

Jedini polozaj ravnoteze sistema je (0,0). Jakobijeva matrica je

/2 -1
Cije su sopstvene vrednosti A\j o = %:I:i, pa je (0,0) nestabilan fokus linearizovanog
sistema, a prema Teoremi 3.4. (0,0) je nestabilan fokus nelinearnog DS (Slika

().
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Slika 1: Fazni portret nelinearnog DS u Primeru 4.1.

Da bi detaljnije analizirali nelinearan sistem, prelazimo na polarne koordinate:
xr =rcosf, y=rsinf i dobijamo nelinearan sistem oblika
dr  r(l1—r?) df

o rt=r) 4
(3) 7 RTINS



Cije je opste resenje
ot/2
r(t) = :I:—m . 0(t) =t + co,

Sledi da 0(t) — 400 ako i samo ako t — +o0. Sve trajektorije rotiraju oko
(0,0) u smeru suprotnom kretanju kazaljki na satu sa istom ugaonom brzinom
d/dt = 1.

Kako je v’ =0 za r =0 ili r = 1, sva reSenja koja polaze sa jedini¢ne kruznice
ostaju na njoj za svako t i kre¢u se periodi¢no po toj kruznici.

Ako je 0 <7 < 1, tada je dr/dt > 0, pa se rastojanje tacke od (0,0) povecava
sa porastom t. Kako 8 — oo kada t — oo, sve fazne trajektorije unutar jedini¢ne
kruznice spiralno se udaljavaju od (0,0) i priblizavaju krivoj r = 1 kad t — 4oc.
(Slika [1}(b).)

Ako je r > 1, tada je dr/dt < 0, pa se rastojanje tacke od (0,0) smanjuje sa
porastom ¢, odnosno sve fazne trajektorije koje polaze iz neke tacke oblasti izvan
jedini¢ne kruznice, spiralno se priblizavaju kruznici r =1 kad t - 400. X

Dakle, iako nam u prethodnom Primeru linearizacija daje ta¢nu sliku faznog
portreta posmatranog nelinearnog DS u okolini koordinatnog pocetka, zakljucak
o ponasanju trajektorija izvan te okoline, odnosno u okolini jedini¢ne kruznice
(graniénog cikla DS) ne mozemo izvesti ispitivanjem linearizovanog sistema, veé¢
samo analizom samog nelinarnog DS. Pored toga, primec¢ujemo da ovakav fazni
portret nema ni jedan linearan DS. Naime, egzistencija grani¢nog cikla je iskljuc¢ivo
nelinearna pojava.

Pojam granicnog cikla uveo je francuski matemati¢ar Poankardl]i dao neke
kriterijume egzistencije granicnih cikala.

Definicija 1 [Zatvorena trajektorija] Trajektorija o(t,x) DS kroz tacku x
je zatvorena ako postoji T > 0 tako da je o(t,z) = p(t +T,x) za svako t € R, a
minimalno takvo T naziva se period zatvorene trajektorije. Zatvorena trajektorija
DS naziva se CIKL.

Definicija 2 [Granic¢ni cikl] Neka je (t) periodicno resenje DS (1)) sa periodom
T > 0, koje opisuje zatvorenu faznu trajektoriju ~. Za trajektoriu v kaZemo da
je izolovana ako ma koje drugo resenje @(t,xz) ¢ija pocetna tacka x se nalazi u
e—okolini periodicnog resenja x(t), opisuje faznu trajektoriju koja nije zatvorena.
Trajektoriju T(t) izolovanog periodicnog resenja koje opisuje zatvorenu trajektoriju
zvacemo GRANICNI CIKL.

'"Henri Poincaré (1854-1912), francuski matematicat i fizicar
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Dakle, granicni cikl dinamickog sistema (|1|) je zatvorena fazna trajektorija I’
tog sistema, za koju postoji okolina sa faznim trajektorijama duz kojih se sve
tacke neograniceno priblizavaju krivoj I' kad ¢ — oo ili £ — —o0, odnosno okolina
za koju vazi da se svaka trajektorija koja polazi iz te okoline spiralno priblizava
ili udaljava od krive I'.

Primetimo da fazne trajektorije kod linearnih DS PR tipa centra jesu zatvorene,
ali ne predstavljaju grani¢ne cikle jer nisu izolovane. Zbog toga granicni cikl i
predstavlja reSenje tipi¢no za nelinearne sisteme. Primetimo takode da je centar-
fokus (videti Definiciju 3.8 i Primer 3.7) okruzen nizom grani¢nih cikla.

Definicija 3 Za resenje x(t) DS , gde je v mjegova trajektorija, kaZemo da je
orbitalno stabilno ako za svako € > 0, postoji 6 = d(e) > 0, tako da za bilo koje
resenje x(t) DS vazi

x(t()) €y = x(t) €Y, t >t

gde je 7,, o—okolina trajektorije 4 (skup tacaka fazne ravni ¢ije rastojange od
trajektorije v manje ili jednako o). Resenje koje nije orbitalno stabilno naziva se
orbitalno nestabilno.

Definicija 4 Ako je ¢' : E — E tok DS , za cikl I' kaZemo da je stabilan ako
za svako € > 0, postoji okolina Ut fazne trajektorye I', tako da za svako x € U
i svako t > 0 je d(¢'(x),T') < e. Cikl T je asimptotski stabilan, ako je stabilan i
ako za svako x € Ur vaZi lim;_, d(¢'(z),T) = 0.

Svaka zatvorena trajektorija koja okruzuje centar DS je stabilna, ali nije asimp-
totski stabilna.

Status granic¢nog cikla u pogledu orbitalne stabilnosti je vrlo specifican. Buducéi
da je predstavljen zatvorenom faznom trajektorijom, grani¢ni cikl deli faznu ravan
na dve oblasti: spoljasnjuiunutrasnju. Zbog pretpostavke o jedinstvenosti resenja
granicni cikl nije samopresecajuca kriva, pa su ove dve oblasti u topoloskom smislu
prosto povezane. Ovo je specificnost DS drugog reda. U faznim prostorima vece
dimenzije ovo ne vazi. Pretpostavka o jedinstvenosti resenja sistema ([1) nam
govori da fazne trajektorije ne mogu preci iz unutrasnje oblasti u spoljasnju, kao
ni obrnuto. Zato se o grani¢nom ciklu moze reé¢i sledece:

x  Ako se sve fazne trajektorije iz neke okoline granicnog cikla priblizavaju
granicnom ciklu kada ¢ — oo (sa spoljne i unutrasnje strane), grani¢ni cikl je

stabilan (Slika 2}(a));



x  Ako se sve fazne trajektorije iz neke okoline granicnog cikla priblizavaju
grani¢cnom ciklu kada t — —oo (sa spoljne i unutrasnje strane), grani¢ni cikl je
nestabilan (Slika [2H(Db));

x Ako se fazne trajektorije iz neke okoline grani¢nog cikla priblizavaju granicnom
ciklu sa jedne strane kada ¢t — oo, a sa druge strane kada ¢ — —oo, grani¢ni cikl je
polustabilan (Slika [2F(c)). Odnosno, fazne trajektorije se priblizavaju grani¢nom
ciklu iznutra (spolja), a udaljavaju od njega spolja (iznutra) kad ¢ — oo.

stabilni C)abllm polustabilni

graniéni ciklus grani¢ni ciklus grani¢ni ciklus
Slika 2

U Primeru 4.1. jedini¢na kruznica je stabilan granic¢ni cikl DS .

Primer 4.2. Ispitati da li sistem DJ

fl;/—y—i—.r(\/ +y —1) (\/TQ Y- —2)
y':—:x+y<\/x2+y2—1) (x/a?Q—i—yz—Q)

ima granicnih cikala.

RESENJE: Pre svega, tacka (0,

0,0) je jedini polozaj ravnoteze ovog sistema. Ali
kako dato vektorsko polje f(x,y

,9(2, )

0

)
fy) =y+o (Var 2 —1) (Va+ 2 —2)
g(x,y)=—w+y<\/m—1) (\/W_2>

nije diferencijabilno u (0,0) Teorema Hartman-Grobmana se ne moze primeniti i
ponasanje trajektorija u okolini PR ne moze se odrediti linearizacijom.

[zvrsimo transformaciju sistema DJ uvodenjem polarnih koordinata
xr=rcosf, y=rsinb:

(4) f; r(r—1)(r — 2), Z—f:—l.



Opste resenje ovog sistema DJ je
1
vV 1+ cle% 7

Odavde sledi da 6(t) — Foo ako i samo ako t — +oo. Sve trajektorije rotiraju oko
(0,0) u smeru kretanja kazaljki na satu sa istom ugaonom brzinom |df/dt| = 1.
[z opsteg resenja sledi da ovaj sistem ima dva grani¢na cikla: r = 1 (za ¢; = 00)
ir =2 (zac =0), koji okruzuju polozaj ravnoteze r = 0. Ostaje da se ispita
njihova stabilnost.
Dovoljno je ispitati stabilnost PR jednodimenzionalnog vektorskog polja r' =
r(r—1)(r—2), jer kretanje u smeru @ je rotacija sa konstantnom ugaonom brzinom.

r(t) =14+ O(t) = —t + cs.

PRsur=0,r=11ir =2. Odredjujemo znak za r’ i odgovaraju¢om strelicom
oznacavamo vektor vektorskog polja u proizvoljnoj tacki r - strelica je u smeru
nadesno ako je ' > 0 odnosno u smeru nalevo ako je r’ < 0:

—  akojer >0 +— akojer <0
Dakle,
r=0|0<r<lir=1|l<r<2|r=2|r>2
r’ + - +
o — ° — o —

Pri tome koristimo sledec¢e oznake:

e —> STABILAN GRANICNI CIKL

—— NESTABILAN GRANICNI CIKL

@® — POLUSTABILAN GRANICNI CIKL (stabilan sa unutrasnje strane)
— POLUSTABILAN GRANICNI CIKL (nestabilan sa unutrasnje strane)

Slika 3: Primer 4.2. ~ fazni portret nelinearnog DS



Sve fazne trajektorije koje polaze iz prstena 1 < r < 2 u blizini krive r = 1,
spiralno se priblizavaju toj trajektoriji kad ¢ — oo; sve fazne trajektorije koje
polaze iz neke tacke oblasti » < 1, u blizini krive » = 1, takodje se spiralno
priblizavaju toj trajektoriji kad ¢ — oo. Dakle, r =1 je stabilan granicni cikl.

Sve fazne trajektorije koje polaze iz prstena 1 < r < 2 u blizini krive r = 2,
udaljavaju se od ove krive kad t — oo; sve fazne trajektorije koje polaze iz neke
tacke oblasti » > 2, u blizini krive r = 2, udaljavaju od nje kad t — oo. Dakle,
r = 2 je nestabilan granicni cikl. X

Primer DS koji su topoloski ekvivalentni, ali nisu topoloski konjugovani:

Kao sto smo definisali u poglavlju &3 ako homeomorfizam h preslikava fazne
trajektorije jednog DS u fazne trajektorije drugog DS, pri ¢emu se ¢uva orjentacija,
trajektorija, ali i vremenska parametrizacija duz trajektorija, za DS kazemo da
su topoloski konjugovani. Pokazali smo i da se periodi¢ne trajektorije DS pres-
likavaju u periodi¢ne trajektorije njemu topoloski konjugovanog DS, pri ¢emu su
periodi tih trajektorija jednaki. S druge strane, periodi periodi¢nih trajektorija
topoloski ekvivalentnih DS ne moraju biti jednaki. U narednom primeru navedeni
su DS u polarnim koordinatama koji su topoloski ekvivalentni, ali nisu topoloski
konjugovani - oba DS imaju isti grani¢ni cikl (jediniénu kruznicu) ali razlicitih
perioda.

Primer 4.3. Posmatrajmo DS

o) r=r(l-r7), =1

(6) 70/ — 7(1 — T2>7 9/ =4

ili u Dekartovim koordinatama
dz J

(7) d—utL:.CL’—4y—.’IJ<:172—|—;I/2)7 d_i:x_|_y_y<92+x2)
d: J

(8) d—;:x—y—$<x2+y2>7 d—i:4$+’y—y(y2+x2)

Oba sistema imaju zatvorenu trajektoriju v : r = 1 (stabilni grani¢ni cikl), i
nestabilan fokus (0,0) (za r = 0) - videti Primer 4.1.

r=00<r<lir=1|r>1
! + —
o — ° —

I2 0 =k je O(t) = kt + c. Ako je 0(0) = 0, bice 0(t) = kt, k € {1,4}
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Slika 4: Primer 4.3. ~ fazni portreti nelinearnog DS i @

Za r = 1, resenje DS u Dekartovim koordinatama je
x(t) = cost, y(t) =sint,
dok je resenje DS @ u Dekartovim koordinatama
x(t) = cosdt, y(t) = sin4t.

Dakle, zatvorena trajektorija v : r = 1 je periode T = 27 za DS (), a za
DS @ perioda je T = 7/2. Prema tome, ako pretpostavimo da su ova dva DS
topoloski konjugovana, prema Lemi 3.2. ("periodicne trajektorije DS preslikavaju
se u periodicne trajektorije njemu topoloski konjugovanog DS, pri cemu su periodi
tih trajektorija jednaki”), dolazimo do kontradikcije, pa zakljucujemo da DS
i @ nisu topoloski konjugovani. Moze se pokazati da su ova dva DS topoloski
ekvivalentni.

Za DS u smislu kretanja tacke po faznoj trajektoriji r = 1, kako u po¢etnom
vremenskom trenutku polazimo iz tacke

(cos0,sin0) = (1,0)
doc¢icemo u tacku
(cosm,sinm) = (—1,0)

za vreme t; = 7 i kretanje je u smeru suprotnom kretanju kazaljki na satu.
Nastavljajuéi u istom smeru za vreme t, = 7, vracamo se u tacku

(cos 2w, sin 27w) = (1,0).

Dakle, ako je ¢! tok DS bice ©™((1,0)) = (=1,0) i ¢"((—1,0)) = (1,0),
odnosno
P (" ((1,0)) = (1,0) = ¢"™2((1,0)) = ¢*((1,0)).
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Za DS @, kako u pocetnom vremeskom trenutku na faznoj trajektoriji r = 1,

polazimo iz tacke
(cos0,sin0) = (1,0)

do¢i¢emo kretanjem u smeru suprotnom kretanju kazaljki na satu u tacku
(cosm,sinm) = (—1,0)

za vreme t; = 7w/4. Nastavljajuéi u istom smeru za vreme to = /4, vracamo se
u tacku
(cos 2w, sin 2m) = (1,0).

Dakle, ako je 1" tok DS ([) bice
YR(e"((1,0)) = (1,0) = " 2((1,0)) = ¥"2((1,0)).

002 MU
I R

-2 -2

=)

Slika 5: Primer 4.3. ~ resenja nelinearnog DS (7)) (levo) i DS (desno) za pocetne vrednosti

z(0) = v2/2, y(0) = v2/2

Na Slici | prikazana su priblizna (numericka) resenja DS @ i za pocetne
vrednosti (z9,y0) = (v/2/2,v2/2) - tacke sa jediniéne kruznice u faznoj ravni.
Vidimo da su reSenja periodicna, ali je evidentno perioda resenja DS () manja
od periode resenja DS @ Trajektorija koja u nekom pocetnom trenutku polazi
iz tacke fazne ravni na graniénom ciklu, ostaje na granié¢nom ciklu vy : 22 +y? =1
za svako t > t.

2 2

O MM -
PN A -

-2 -2

=)

Slika 6: Primer 4.3. ~ resenja nelinearnog DS (7)) (levo) i DS (desno) za pocetne vrednosti
z(0) = 0.5, y(0) = 0.5



Na Slici |§| prikazana su priblizna (numericka) resenja DS @ i za pocetne
vrednosti (xo,79) = (0.5,0.5) - tacke unutar jedini¢ne kruznice u faznoj ravni.
Trajektorija iz ove tacke fazne ravni priblizava se grani¢nom ciklu v : 22 +y? = 1.
Priblizavanje fazne trajektorije granicnom ciklu v zapravo oznacava da

- 2 2 -
tliglo(x ) +y°(t) =1.
Vrednosti 22(t)+y?(t) pribliznih resenja za pocetne vrednosti (2o, o) = (v/2/2,v2/2)
za oba DS, ali za razlicite vremenske trenutke ¢ € {0.5,1,3, 5,10} prikazani su u
narednoj tabeli:

t | 2*(t) + y*(t) za DS (@) | 2°(t) + y*(t) za DS (§
0.5 1 0.999998

1 1 1

3 1 1

5 1 1

10 1 1

Vrednosti z?(t) +y*(t) pribliznih regenja za pocetne vrednosti (g, yo) = (0.5,0.5)
za oba DS, ali za razli¢ite vremenske trenutke ¢ € {0.5,1,3,5,10} prikazani su u
narednoj tabeli:

t | 2%(t) + y*(t) za DS (@) | 2%(t) + y*(t) za DS (§
0.5 0.731059 0.731058

1 0.880797 0.880795

3 0.997527 0.997527

! 0.999954 0.999954

10 0.999999 0.999999

Na Slici [7| prikazana su priblizna (numericka) resenja DS @ i za pocetne vred-
nosti (g, yg) = (0.05,0.05) - tacke u okolini nestabilnog PR (0, 0). Trajektorija iz
ove tacke fazne ravni, iako vrlo blizu PR koji je nestabilan, takodje se priblizava
graniénom ciklu v : 2?24y* = 1. Vidimo kao i u prethodnom slu¢aju da su resenja
periodi¢na i da je perioda resenja DS manja od periode resenja DS @

Vrednosti 22(t)+y?(t) pribliznih reSenja za pocetne vrednosti (xg, yo) = (0.05,0.05)
za oba DS, ali za razli¢ite vremenske trenutke ¢t € {1,3,5,10} prikazani su u nared-



1 1
NN m m — x0) o — )
-1 -1

-2 -2

Slika 7: Primer 4.3. ~ resenja nelinearnog DS (7)) (levo) i DS (desno) za pocetne vrednosti
2(0) = 0.05, y(0) = 0.05

noj tabeli:
t | 2%(t) + y*(t)za DS (@) | 2*(t) + y*(t)za DS (§
1 0.0358016 0.0358015
3 0.669671 0.669669
5) 0.991045 0.991046
10 0.999999 1.0
U poredjenju sa reSenjima za pocetne vrednosti x(0) = 0.5,y(0) = 0.5 u

prethodnoj tabeli, sada se vrednost z*(t) + y*(t) o¢igledno sporije priblizava je-
dinici - u pocetku je vrednost z*(t) + y*(¢) dosta manja od jedinice. Trajektoriji
koja je krenula iz tacke (zg,1y9) = (0.05,0.05) (koja je udaljenija od grani¢nog
cikla), treba vise vremena da se priblizi grani¢nom ciklu, ali u svakom slucaju se
priblizava stabilnoj zatvorenoj trajektoriji.

2

1

— X(t)

Out[420] 0
2 0=y

-1

-2

Slika 8: Primer 4.3. ~ resenja nelinearnog DS () za pocetne vrednosti 2(0) = 0.005, y(0) = 0.005

Na Slici [§] prikazana su priblizna resenja DS (|§) za pocetne vrednosti (g, yo) =
(0.005,0.005) - priblizavanje je jos sporije i sada je npr. x?(5) 4+ 3%(5) = 0.524117.

U prethodnim primerima, prelaskom na polarne koordinate bilo je moguce
efektivno odrediti jednacine grani¢nih cikla. Medutim, u opsStem slucaju to nije
uvek jednostavno, a najces¢e nije ni moguce. Postoje mnogobrojni kriterijumi
kojima se utvrduje postojanje ili nepostojanje zatvorenih faznih trajektorija i
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grani¢nih cikala dinamickog sistema, Sto je od posebne vaznosti u primenama u
kojima je potrebno utvrditi stabilnost rezima rada nekog fizickog sistema.

4.1. Nepostojanje granicnog cikla DS

Predstavi¢emo sada cetiri razlic¢ita postupka za odbacivanje moguénosti pos-
tojanja zatvorenih trajektorija. Da bi pokazali da DS nema grani¢ni cikl u nekoj
oblasti, mozemo koristiti:

* Gradijentni sistem
* Dulacov kriterijum
* Funkcija Ljapunova

* Indeks polozaja ravnoteze

| GRADIJENTNI SISTEMI |

Ako postoji funcija G € C?*(E), E C R" tako da se DS moze zapisati u obliku
(9) X'(t) = =VG(X(), X(t)=(X1(t),...,Xa(t))
onda se DS naziva GRADIJENTI sa potencijalnom funkcijom G.

DS je gradijentni ako postoji funcija G € C*(E), E C R?, tako da je

flz,y) = —g—i(ﬂs,y), 9(x,y) = —(Z—j(%y), (z,y) €E.

Prema Teoremi 3.10. DS je gradijentni akko

0 0
o) = @), (e9) €E,

Teorema 1 U gradijentnim dinamickim sistemima ne postoje zatvorene trajek-
toruje.

DokAZ: Pretpostavimo suprotno, da postoji zatvorena trajektorija T kojoj odgo-

vara periodi¢no resenje X (t) sa periodom 7' > 0. Kako je X(T) = X (0), bice
G(X(T)) = G(X(0)), odnosno prirastaj funkcije G je tokom jednog perioda jed-
nak nuli

AG = G(X(T)) — G(X(0)) = 0.
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S druge strane, kako je

dG(X (1)) zn: 0G(X (1)) dXi(t)

_ _ . o
dt 0X, o = VGX() - X(t), 0<t<T,

0 = G(X(T)) — G(X(0)) = /0 wdt:[} VG(X(1) - X (t)dt

_ _/ 11X (1)]2dt < 0

0
sto je kontradikcija . [

Primer 4.4. Dokazati da ne postoje zatvorene trajektorije DS

v =yt 2wy = f(r,y), ¥=v+2"-y" =glzy).
RESENJE: Kako je 0f /0y = 1+ 2z = dg/0x, DS je gradijenti sa potencijalnom
funkcijom G(z,y) = y*/3 — vy — 2%y, jer je —0G/0x = y + 2xy i —0G /0y =
x + 2% — y%. Prema Teoremi [1| ne postoje zatvorene trajektorije datog DS. X

' DULACOV KRITERLJUM |

Teorema 2 (Dulacov Kriterijum) Neka je F = (f,g) € CY(E), gde je E jed-
nostruko povezana oblast u faznoj ravni. Ako postoji funkcija v € C(l)(E) , tako
da funkcija

div(vF) = %(vf) + (,%(vg)

ne menja znak u E, tada u oblasti E DS nema zatvorenih trajektorija (nema
periodicnih resenja u E).

DoOKAZ: Pretpostavimo suprotno da u [E postoji zatvorena trajektorija I' sa pe-

riodom T
F:z=2z1), y=yt), 0<t<T.

Neka je G C E oblast unutar krive I'. Primenom Grinove formule imamo

//G[%(Uf)ﬂL%(vg)] dedy = é(vfdy—vgdx)
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Sto je suprotno pretpostavci da div(vE') # 0 u G. Dakle, DS nema zatvorenih
trajektorija u E. [

NAPOMENA. Dulakov kriterijum vazi i za jednostruko povezana oblast E C R".
Naime, ako je f € CH(E) i postoji v € C(E) , tako da funkcija div(vf) ne
menja znak u E, DS ' = f(x) nema zatvorenih trajektorija koje se cele nalaze u
oblasti [E.

Nedostatak ovog postupka je Sto ne postoji algoritam za nalazenje funkcije
v(z,y), (z,y) € R% Pokazalo se da su funkcije ﬁ, et yrlo ¢esto dobro
probno resenje za funkciju v(zx, y).

Primer 4.5. Dokazati da dinamicki sistemi
(a) ¥=z2—1x—y) () r = 2zy — 2y
Ty =yldr —a® =3 y =2 =y —ay’

nemaju zatvorenih trajektorija u R2.

RESENJE: (A) DS ima cetiri PR:
e (0,0) - sedlo
e (3,—1) - stabilan fokus
e (2,0) - sedlo
e (1,1) - stabilan fokus

™

15 N 15 o

| [ \P\[]KI ' P ’

05 N \\: (2,00 05 ) 4 . .
™~

" (©0)

a5 s y e

.[\ o o

¥ o 4 \-j\ ¥ o o ¥
N, A

™

Slika 9: Nula-izokline i polozaju ravnoteze DS u Primeru 4.5.

r—nula-izokline su x = 0, x +y = 2, a y—nula-izoklinesu y =0, xr =1, x = 3.
Nula-izokline sa poljem pravaca i PR prikazani su na Slici @(a).

13



Ako izaberemo v(z,y) = 1/xy, © # 0, y # 0, dobijamo

div(vF) = %(vf)nL(%(vg)

0 (2—x—y 0 [(4x —a* -3 1
Y — | — | ==K =
593( y >+8y< z ) y S0 o7 020,

(i) prema Teoremi @ sistem nema zatvorenih trajektorija ni u jednom od cetiri
kvadranta.

Kakojezax =0: 2' =0,y = -3y < 0 za y = 0 pravac vektorskog polja je 1
duz negativne y—ose, a | duz pozitivne y—ose (SL. [9(a))

Kakojezay=0: 1y =0, 2/ = x(2 — z), duz z—ose pravac vektorskog polja je
—szal <z <2 a+zar<0iz>2(SL[O(a))

Dakle, koordinatne ose su invarijantni skupovi DS - sadrze pravolinijske tra-
jektorije DS. Prema tome, kako se trajektorije DS ne mogu seci
(ii) ne postoje zatvorene trajektorije koje bi presecale ma koju od koordinatnih osa.

Iz (i) i (ii) zaklju¢ujemo da ne postoji granicni cikl datog DS.

(B) DS ima samo jedan PR (0,0) koji je nehiperboli¢ni. Kako je

div(F):g—i g—z:—sx2y§o, r#0,y=0

prema Teoremi 2] sistem nema zatvorenih trajektorija ni u jednom od ¢etiri kvad-
ranta. Medjutim, duz o = 0 je 2/ = —2y* < 0, ¥ = —y?> < 0, tako da je
pravac vektorskog polja / duz y—ose. Zay =0jea’ =0iy = 2?2 > 0, pa je
pravac vektorskog polja 1 duz z—ose (Sl [9}(b)). Dakle, zatvorena trajektorija ne
moze presecati ni jednu od koordinatnih osa, odnosno dati DS nema zatvorenih
trajektorija u R?. X

Primer 4.6. Dokazati da dinamicki sistem

/
=y
/

y=—r—y+a’+y’

nema zatvorenih trajektorija u R2

RESENJE: Ako izaberemo v(x,y) = e~%*, dobijamo
div(vF) = —2e 'y + e (=1 +2y) = —e * <0, (x,9) € R%.

Dakle, prema Teoremi [2] sistem nema zatvorenih trajektorija u celoj faznoj ravni.
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Slika 10: Primer 4.6. : (a) Nula-izokline i polozaju ravnoteze DS (b) Fazni portret DS

DS ima dva PR: (0,0) je stabilan fokus, i (1,0) je sedlo. z—nula izoklina je
y = 0, a y—nula izoklina je

141 — 422 + 4o

Y= 5 = 4y2—4y+1+4x2—4x+1=2

= (2z-1)+2y—1)*=2

Nula-izokline sa poljem pravaca i PR prikazani su na Slici [10] X

' FUNKCIJA LJAPUNOVA]

Posmatrajmo DS
(10) o' =f(x), feCUE)

sa poloZajem ravnoteze v = z* € E. Za funkciju V € CY(E) izvod funkcije duz
proizvoljnog resenja x(t) je

(11
V() = Z Vi) dis 5 TV ey = oV g0), we B

1=

Definicija 5 Funkcija V() neprekidna i sa neprekidnim parcijalnim izvodima
prvog reda u E, naziva se funkcija Ljapunova PR x* DS ako je

(1) V(x*) =
(1) V(z) >0 za svako x € E, x # x*;

(iii) V(@:W <0, z€E,x#a"
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Uslov (iii) znaci da je funkcija Ljapunova nerastué¢a duz proizvoljne trajektorije
x(t). Uslovi (i) i (ii) znace da je funkcija V(x) pozitivno definitna.
Teorema 3 Pretpostavimo da DS ima samo jedan asimptotski stabilan PR
x*. Ako postoji funkcija Ljapunova PR x* za koju je V(:r) < 0 za svako x €
E\ {z*} (naziva se stroga funkcija Ljapunova), onda taj DS nema zatvorenih
trajektorija u E.

DokAz: Pretpostavimo suprotno, da postoji zatvorena trajektorija I DS
kojoj odgovara periodi¢no resenje x(t) sa periodom T > 0. Kako je V(z(T)) =
V(x(0)), prirastaj stroge funkcije Ljapunova V' PR z* je tokom jednog perioda
jednak nuli AV =V (x(T)) — V(x(0)) = 0. S druge strane, prema, je

0=V (x(T)) - V(z(0)) = /0 Wdt - /0 V{t)dt <0, z€E,

sto je kontradikcija. [J

X*

Slika 11: Funkcija Ljapunova

Egzistencija funkcije Ljapunova povla¢i da su sve trajektorije monotone duz
grafika V(x) prema PR 2* (Slika [I1). Metoda Ljapunova za ispitivanje stabil-
nosti polozaja ravnoteze x = 0 sistema DJ zasniva se na monotonosti pozi-
tivno definitne funkcije V (z). Cesto se ispitivanje stabilnosti zasniva na pozitivno
definitnoj funkciji

(12) v(z) = v(21, 29,...,2n) = UTT + QX3 + -+ + 22,

a; >0, 1=1,2,...n, oz%+oz§—|—---+ozi>0.

Specijalno, za ay = -+ = «a,, = 1, funkcija V(z) = y/v(z) je euklidska norma
u R". Rascenje ili opadanje rastojanja polozaja ravnoteze x = 0 od proizvoljne
tacke x sa trajektorije x = x(t), zavisi od znaka prvog izvoda V(z) odredjenog
sa . Ako je V(a:) < 0, ne povecava se rastojanje od polozaja ravnoteze do
tacke koja se krece trajektorijom kad se t povecava, pa je polozaj ravnoteze sta-
bilan; ako je V(x) < 0, tada ovo rastojane tezi nuli kad t — oo, pa je polozaj
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ravnoteze asimptotski stabilan; ako je V(:z:) > (), rastojanje se povecava sa rastom
t, Sto znaci da se tacke na trajektoriji udaljavaju od polozaja ravnoteze, koji je
u tom slucaju nestabilan. Ovo je samo gruba interpretacija metode Ljapunova i
motiv za ispitivanje stabilnosti polozaja ravnoteze sistema na osnovu znaka prvog
izvoda funkcije V' (x) duz proizvoljnog resenja sistema, ali i razlog zbog koga da
bi primenili Teoremu |3| za pokazivanje da dati DS nema grani¢nog cikla najcesce
trazimo funkciju Ljapunova u obliku ((12)).

Ako je (z*,y*) PR sistema (), funkciju Ljapunova V(z,y) tog PR
trazimo u jednom od oblika:

(1) V(z,y) = a(z —2*)* + b(y — y*)*, a,0 > 0
(2) V(z,y) =alzx —2*)® + b(x — ") (y — v*) + ey — %)% a >0, b¥? —dac < 0
(3) V(z,y) = a(z — %)™ +b(y — y*)*", a,b > 0
4) V(x,y) = a(as —x* — x*ln%) +b(y — Y — y*ln%), oy, y* >0
Primer 4.7. Dokazati da dinamicki sistem
= —x+4y 1 = —y — 323
(a) Y = —x — ¢ (0) Yy = b — 2

nema zatvorenih trajektorija u R2
RESENJE: (A) Jedini PR je (0,0), za koji linearizacijom utvrdjujemo da je stabilan
fokus nelinarnog DS. Posmatrajmo funkciju V (z,y) = ax® + by?. Tada je

V(z,y) = 2axx’+2byy’ = 2ax(—x+4y)+2by(—z—y°) = —2ax>+2(da—b)xy—2by* .

Ako izaberemo a, b tako da jeda—b=0 (npr. a=1,b=4), dobija se V(z,y) =
2?4+ 4% i Ve, y) = —22° — 8y, tako da je V(z,y) > 01 V(z,y) < 0 za svako
(z,y) # (0,0). Dakle, V(z,y) = 2? + 41? je funkcija Ljapunova datog DS koja
zadovoljava uslov da je V < 0, pa prema Teoremi [3| ne postoji grani¢ni cikl datog
DS.

(B) Jedini PR je (0,0), za koji linearizacijom utvrdjujemo da je stabilan fokus
nelinarnog DS. Posmatrajmo funkciju V(z,y) = az®™ + by?". Tada je

V(z,y) = 2amaz™ "2’ + 2nby®" 'y’
= 2amx2m 1( y — 3 )+2nby2"_1( 5 2y3)
= :6amx2(m+1) —2ama®™ 1y—|—21my2" Ly 4bny (n+1)

<0 <0 <0
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Ako izaberemo m,n tako da u izrazu neodredenog znaka stepeni za x,y budu
jednaki:
2m—1=5 = m =3, 2n—1=1 = n=1.

Tada je
V(x,y) = —18az® — 6az’y + 2byx® — 4by* = —18az® — 2(3a — b)x’y — 4by™.

Da bi neutralisali ¢lan neodredenog znaka treba izabrati da je 3a — b = 0, npr.
a = 1,b = 3. Dobijase V(z,y) = 2% + 3y% 1 V(z,y) = —18z° — 12¢*, tako da je
V(z,y) > 0i V(z,y) <0 za svako (z,y) # (0,0). Dakle, V(x,y) = 2% + 332 je
funkeija Ljapunova datog DS koja zadovoljava uslov da je V(z,y) < 0, pa prema
Teoremi |3 ne postoji grani¢ni cikl datog DS. X

| INDEKS POLOZAJA RAVNOTEZE DS|

INDEKS ZATVORENE KRIVE U ODNOSU NA VEKTORSKO POLJE:

Neka je F' = (P, Q) glatko vektorsko polje u faznoj ravni. Singularna tacka
ili kriticna tacka X* = (z*,y*) vektorskog polja je tacka za koju je F(X*) =
(P(z*,y%), Q(z*,y*)) = (0,0). Neka je C : [a,b] — R zatvorena glatka kriva bez
samoporeseka koja ne prolazi kroz singularnu tacku vektorskog polja. U svakoj
tacki X (z,y) krive C vektor vektorskog polja F' zaklapa sa pozitivnim delom
T—0se ugao

Q(r,y)

(13) O(z,y) = arctg Plz.y)

Slika 12: Indeks zatvorene krive u odnosu na vektorsko polje

Ako je F' € CYR?), to je dO/dt € C(R?). Kada se tacka X kreée po krivoj C
suprotno kretanju kazaljki na satu, ugao © menja se neprekidno (jer je vektorsko
polje glatko). Ako se tacka X = (z,y) kreée po krivoj C u smeru suprotnom
kretanju kazalji na satu (Slika ) i ponovo dode u pocetni polozaj, oznac¢imo
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sa A © ukupnu promenu ugla koji vektor vektorskog polja F, u tacki X =
(x,y) krive C, zaklapa sa pozitivnim delom z—ose. Ugao ©(z,y) dobija prirastaj

A O =2nm, n e Z. Ceo broj

ABO
Ie(F) = o

nazivamo INDEKS ZATVORENE KRIVE C U ODNOSU NA VEKTORSKO POLJE F' €
CH(R?) i oznacavamo sa I¢(F). Broj Io(F) je najveéi ceo broj okretaja u smeru
suprotnom kretanju kazalji na satu koji napravi vektorsko polje dok tacka X =
(x,y) prede jedan pun krug duz krive C u smeru suprotnom kretanju kazaljki na
satu.

Indeks zatvorene krive C u odnosu na vektorsko polje F' = (P,(Q) dobija se
preko krivolinijskog integrala. Naime,

B Q _ 00 00
@—arctgp = dO = 8Pdp+8QdQ
AG 1
= Io(F)=— 5 = 3 d@
1 1 Q
Ie(F) = or Cd@— 7 Cd(arctgﬁ)

1 P? PdQ—QdP_ideQ—QdP
- 27T CP2—|—Q2 P2 _27T C P2+Q2

Ako je zatvorena kriva C : [a,b] — R? zadata parametarskim jednacinama
C: w=ux(t), y=y(t), a<t<bh,
onda je indeks krive u odnosu na vektorsko polje F' jednak

1 PP, 0) (@), 9 () () + Qe (t), y () (1)
feE) = 2w” P, 30 + Qa0 y(D)?

.
Q). y(0) (Pula(t), y()2' () + By(a(t), y (1) (1)
(1) P(a(®), g0 + QD) y(1))? it

Da bi odredili indeks zatvorene krive nije neophodno poznavati vektorsko polje
u celoj ravni, ve¢ samo duz krive C.

Indeks krive C na Slici[13}(levo) i Slici [13}(desno) odredjujemo tako $to vrsimo
translaciju svih vektora (bez rotacije) tako da svi vektori imaju zajednicki pocetak,

¢ime dobijamo Slike [I13}(b). Indeks krive C na Slici [13}(levo) je Ip = +1, dok je
indeks krive C na Slici [13}(desno) Ip = —1.
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(@) ® (a) ()

Slika 13: Indeks zatvorene krive u odnosu na vektorsko polje

Primer 4.8. Za vektorsko polje F' = (f,g) = (z%y,2* — y?) nadi indeks I¢(F)
krive C : 22 +y? = 1.
RESENJE: Pravac vektorsko polja odredi¢emo u nekoliko karakteristicnih tacaka
(£1,0), (0, +1), (+2/2, £2/2).
e za (x,y) = (1,0) vektorsko polje je (f,g) = (0,1) i taj vektor je na Slici
14]-(a) oznacan sa #1,
e za (z,y) = (v/2/2,v/2/2) vektorsko polje je (f,g) = (v/2/4,0), oznaceno sa
72,

e za (x,y) = (0, 1) vektorsko polje je (f,g) = (0,—1), oznaceno sa #3, itd.

15,9

(@) (b)

Slika 14: Indekse krive 22 4+ y* = 1 u odnosu na vektorsko polje (z%y, z* — y?)

Translacijom svih vektora (bez rotacije) tako da svi vektori imaju zajednicki
pocetak dobijamo Sliku [I4}(b). Kretanjem od #1 do #9, vektori rotiraju najpre
za 180° u smeru kazalji na satu izmedu #1 i #3, zatim za 360° u smeru suprotnom
kretanju kazalji na satu izmedu #3 i #7 i konacno rotiraju opet za 180° u smeru
kazalji na satu izmedu #7 1 #9. Dakle, [o(F) =[Ol = -7+ 2r — 7 = 0.

Indeks krive C u odnosu na dato vektorsko polje mozemo izracunati i pomocu
. Kako su parametarske jednacine jedini¢ne kruznice x = cost, y = sint,
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0<t<2r1

P.(z,y) =2vy, P,(z,y) =12, Q.(z,y) =2x, Q,(r,y)=—2y
1mamo

1 [* cos®tsint(—4sintcost) — (cos’ t — sin®¢)(2costsin®t — cos® t)

2 J, cos2t + sin’ ¢
1 2T

= 5 (— cos tsin? 2t + cos® 2t cos t(cos? t — 2 sin t)) dt=0. X
T Jo

SVOJSTVA INDEKSA ZATVORENE KRIVE U ODNOSNU NA VEKTORSKO POLJE:

Ako se kriva C; neprekidnom transformacijom preslikava u krivu Cy koja ne
prolazi kroz kriticnu tacku vektorskog polja F', onda je I¢, (F) = Ic,(F).

Sa promenom orjentacije svih vektora vektorskog polja smenom ¢t — —t,

indeks zatvorene krive se ne menja.

Teorema 4 Neka je C zatvorena kriva i D ogranicena oblast ciji je rub 0D = C.
Ako je F neprekidno vektorsko polje koje nema singularnih tacaka uwD tj. F(X) #
0 za svako X € D, onda je indeks krive C u odnosu na vektorsko polje F' jednako
nuli.

Odnosno, ako je I¢(F) # 0, vektorsko polje F' ima u oblasti D ogranic¢eno]
krivom C (unutar krive C) singularnu tacku.

Indeks u odnosu na vektorsko polje zatvorene trajektorije C koja ne
okruzuje niti jedan polozaj ravnoteze DS je Io(F) = 0, tj. ako je Io(F) #
0, zatvorena fazna trajektorija C okruzuje neki polozaj ravnoteze DS.

Teorema 5 Granicni cikl DS okruzuje bar jedan poloZaj ravnoteze DS.

Iz Teoreme [ zakljucujemo:

e ako DS nema PR, onda nema ni grani¢nog cikla.
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INDEKS POLOZAJA RAVNOTEZE DS — INDEKS SINGULARNE TACKE VEKTORSKOG
POLJA:

Definicija 6 Neka je F' € CY(E), gde je E otvoren podskup od R? i neka je X* €
E izolovani PR vektorskog polja F' = (f,g). Indeksom poloZaja ravnoteze X* DS
, odnosno indeksom singularne tacke X* vektorskog polja F', nazivamo indeks u
odnosu na vektorsko polje ' proizvoljne zatvorene glatke krive C bez samopreseka
koja okruzuje poloZaj ravnoteze X*, ali ne i neki drugi poloZaj ravnoteze DS.

H1 B2

Slika 15

Posmatrajmo PR P i kruznice v i u sa centrom u tom PR i dokazimo da je
I(P) = I,(P). Na prstenu A je F(X) # 0 pa prema Teoremi [4] je indeks krive
0A u odnosu na vektorsko polje F' jednak nuli. Spojimo kruznice v i g duzima
c1 1 ¢ koje dele kruznice na polukruznice 1, v2 1 p1, pe (Slika . Tada je
DA; = uf Ul Ung Uel 10Ay = ug Uel Ury Ucy. Dakle, kako je I+ = —1 -,
1 = 1,2 imamo Z Z

0:]8A218A1+]3A2:Iﬂf—i_lﬁ_—l_]u;—f—[’b_: ,u+_17+ = ]M:I’Y'

Dakle, indeks polozaja ravnoteze X* DS je nezavistan od krive C i samim tim
je svojstvo samo polozaja ravnoteze, pa ¢e biti oznacen sa [p(X™*).

Primer 4.9. Odrediti indeks ¢vora, fokusa, centra i sedla.
RESENJE:

e Vektorsko polje u okolini stabilnog ¢vora (Slika [I7}(a)) je oblika kao na Slici
(levo), pa je I = +1.

e Vektorsko polje u okolini nestabilnog ¢vora je kao na Slici [I7H(b). Indeks
nestabilnog ¢vora je takode I = +1, jer je jedina razlika u orjentaciji vektora,
a prema svojstvu (B) indeks se ne menja.
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K O®0

Saddlepoint I1=-1 Center =1

Slika 16: Indeks polozaja ravnoteze vektorskog polja ~ (a) nestabilan ¢vor; (b) sedlo; (c) centar

e Vektorsko polje u okolini sedla (Slika[17}(c)) je oblika kao na Slici [13}(desno),
paje I = —1.
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A AR RRY FPryyvvy vy XXX S A

Slika 17: Vektorsko polje u okolini (a) stabilnog ¢vora; (b) nestabilnog ¢vora; (c) sedla

e Vektorsko polje u okolini stabilnog fokusa je kao na Slici(a), pajel = +1.
Indeks nestabilnog fokusa je takode I = 41, jer se prema svojstvu (B) indeks
se ne menja.

e Vektorsko polje u okolini centra je kao na Slici [18(b), pa je I = +1.

/ / N 2 S AA A 7Ny
ua%//////(f*\\‘ o AAA 7 e
NN RIS N N N AAA 7 vl OO

P I B A N wf A A A A NN
M RN A4 Sy
'RER R Ay v R ER
NN B IR R
RSN N LA S P A
N A T I | CTRX XN~ e s s S Yy
AAR = s g A A A S 'Y
\n»$,l////ff A S

Slika 18: Vektorsko polje u okolini (a) stabilnog fokusa; (b) centra

Indeks se moze odrediti izracunavanjem krivolinijskog integrala ((14)) uzimajuci
za proizvoljnu krivu koja okruzuje PR (0,0) jedini¢nu kruznicu

C: x=cost, y=sint, 0<t< 27w,

i za vektorska polja F'(x,y) = (f(z,y), g9(x,y)):
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za ¢vor: F(z,y) = (z,y)

za fokus: F(z,y) = (x +y, —x +y)

za centar: F(z,y) = (y,—x)

za sedlo: F(x,y) = (z,—y) X

Teorema 6 [Poenkareova indeksna teorema)] Neka je F € C1(E), gde je E
otvoren podskup od R? koji sadrzi zatvorenu krivu C i D ogranicena oblast ¢iji je
rub 0D = C. Ako su X{, X35, ..., Xy singularne tacke tog vektorskog polja unutar
oblasti D i ako je F(X) # 0 za svako X € C, onda vaZi

]C(F):Il+]2+"'+[N

gde je I, = Ip(X}) indeks singularne tacke X} vektorskog polja F.

Slika 19: Poenkareova indeksna teorema

SKICA DOKAZA: KonstruiSimo kruznice C; sa centrima u PR x;, 1 =1,2,..., N
(Slika, tako da unutar kruga nema drugih PR i duzi A;, i = 0,1,..., N koje
spajaju krivu C i kruznice C}, a kojima su kruznice C; podeljene na gornje i donje
polukruznice C;" i C;". Neka je

J=CTUAFUC] UATU---UCKUAL

Jy=C UAyUCyU---UAT UC] UA,

Tada prema Teoremi || je I;, = I;, = 0, odakle kako su C;" i C;” obe negativne
orjentacije bice

0:]J1+]J2:IC++IA(J)F_ICT—'_]AT—F“'_IC%—’_IA}
Hlo-+ 1y —Loo + o+ Lym — I + 1y
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odnosno kako je Aj = A; dobija se
N N
O=Ic—Y I, = Ie=)Y I.
k=1 k=1

Teorema 7 Indeks zatvorene trajektorije DS u odnosu na vektorsko polje F' =
(f,9) je jednak +1.

Iz Teoreme 6l i Teoreme [7 sledi:

Teorema 8 Zbir indeksa poloZaja ravnoteze DS unutar zatvorene trajektorije odnosno
granicnog cikla DS je jednak +1.

Iz Teoreme [8i Primera 4.9. sledi:

e Ako zatvorena trajektorija okruzuje samo jedan PR, onda PR nije
sedlo.

e Ako DS nema drugih PR izuzev sedla, taj DS nema ni zatvorenih
trajektorija.
Primer 4.10. Za dinamicki sistem
v =x(3—1x—2y)
y=y2-z—y)

dokazati da ne postoji granicni cikl.
RESENJE: DS ima cetiri PR:

e 0(0,0) - nestabilan ¢vor
e X;(0,2) - stabilan évor
e X1(3,0) - stabilan ¢vor
e X3(1,1) - sedlo

Kakojezaxz=0: 2" =0,y =y(2—1y), duz y—ose pravac vektorskog polja je
tzal<y<2alzay<0iy>2 Kakojezay=0:¢y =0,2" =2z(3—1x), duz
x—ose pravac vektorskog poljaje - za0 <z < 3,a <+ zax <01ix > 3. Dakle,
koordinatne ose su pravolinijske trajektorije. Indeksi PR prikazani su na Slici [20]
Ako bi postojao grani¢ni cikl, zatvorena trajektorija bi mogla da se nalazi u tri
kvalitativno razlicita polozaja Cy, Cy, C5 prikazana na Slici [20]
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Slika 20: Primer 4.10. - indeks polozaja ravnoteze

e zatvorena trajektorija C7 ne moze postojati, jer ne okruzuje niti jedan PR -
prema Teoremi [5]

e zatvorena trajektorija Cy ne moze postojati, jer zbir indeksa polozaja ravnoteze
unutar grani¢nog cikla mora biti jednak +1 (Teorema ;

e kako je 2’ = 0zax =01y = 0 za y = 0 koordinatne ose su invarijantni
skupovi DS i sadrze pravolinijske trajektorije. Zatvorena trajektorija C5 (koja
okruzuje jedan od PR X7, X5, O na koordinatnim osama) ne moze postojati,
iako je zbir indeksa polozaja ravnoteze unutar nje jednak +1. Naime, takva
bi zatvorena trajektorija uvek presecala neku od koordinatnih osa koje su
pravolinijske trajektorije, sto je u suprotnosti sa ¢injenicom da se trajektorije
DS ne mogu se¢i. Iz istih razloga ne moze postojati zatvorena trajektorija
koja okruzuje PR X7, X351 O ili X5, X31 O (iako bi zbir indeksa PR unutar
takve zatvorene trajektorije bio jednak +1). X
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