4.2. Invarijantan skup DS

Vrlo bitan pojam u ispitivanju egzistencije granicnog cikla je pojam invari-
jantnog skupa DS

(1) X'=F(X), Xe€FECR

Definicija 4 Neka je skup E C R" otvoren, F' € CH(E) i neka je ¢' : E — E
tok DS . Skup S C E je invarijantan skup u odnosu na tok ¢' DS,
ako je ¢'(S) C S za svako t € R. Skup S C E je pozitivno (negativno)
invarijantan skup u odnosu na tok ¢' DS, ako je ¢'(S) C S za svako
t>0(t<0).

y(to)

lrapping Yegion

Slika 17: (a) Pozitivno invarijantan skup DS; (b) ”trapping region”

Dakle, skup S je pozitivno invarijantan ako svaka trajektorija koja u po¢etnom
trenutku ¢t = 0 polazi iz S ostaje u S za svako ¢t > 0. Da bi proverili da je zatvoren
i ogranicen skup S pozitivno invarijantan, dovoljno je utvrditi da polje pravaca
DS na rubu oblasti "vodi” ka unutrasnosti skupa. Zatvoren, ogranicen, pozitivno
invarijantan skup S u engleskoj literaturi naziva se "trapping region”. Analogno,
da bi proverili da je zatvoren i ogranicen skup S negativno invarijantan, dovoljno
je utvrditi da polje pravaca DS na rubu oblasti "vodi” ka spoljasnosti skupa.
Zatvoren, ogranicen, negativno invarijantan skup S u engleskoj literaturi naziva
se “repelling region”.

1. Ako je X* PR DS, onda je skup {X*} invarijantan. Svaka trajektorija DS je
invarijantan skup;
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2. U Primeru 3.3. moze se pokazati da je skup

2

S:{(yc,y)E]R2 ; :z:—i—%:O}

(separatrisa, odnosno stabilna mnogostrukost sedla) invarijantan. Naime,
ako je Xo = (zo,40) €S, tj. zo = —y3/3, sledi da

_ Y2
¢t(XO) - 3 ¢ S S)
Yoe€
odakle zakljucujemo da ¢'(S) C S za svako t € R.

3. U Primeru 4.2 prsten II; = {(r,0)|1/2 < r < 3/2} pozitivno invarijantan
skup DS, dok je prsten Iy = {(r,0)|3/2 < r < 5/2} negativno invarijantan
skup DS (videti Sliku 23)). Krug II3 = {(r,6) |0 < r < 1} je invarijantan
skup DS.

Primer 4.11. Posmatrajmo dinamicki sistem

(2)

DS ima cetiri PR:

=x(l—x—y)
y' =y(4—Tr—3y)

e (0,0) - nestabilan évor
e (0,4/3) - stabilan évor
e (1,0) - stabilan ¢vor

e (1/4,3/4) - sedlo

X—NULA-IZOKLINE DS su prave t = 0ix +y = 1, a y—NULA-IZOKLINE su prave
y=01i7z+ 3y =4.

e r— nula-izoklina x = 0 i y— nula-izoklina y = 0 seku se u PR (0, 0)
e r— nula-izoklina x + y = 1 i y— nula-izoklina y = 0 seku se u PR (1,0)
e r— nula-izoklina x = 0 i y— nula-izoklina 7z + 3y = 4 seku se u PR (0,4/3)

e r— nula-izoklina x +y = 1 i y— nula-izoklina 7z + 3y = 4 seku se u PR
(1/4,3/4)

Odredimo vektorsko polje duz z—nula izoklina i y—nula izoklina u I kvadrantu:
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Slika 18: Primer 4.11. ~ (a) z—nula-izokline i y—nula-izokline; (b) fazni portret DS

® y—NULA-IZOKLINA y = 0:
(i)' =2z(1l—-2)>0zal0<z<l: —
(ii) 2’ =z2(1l—2)<0zax>1: <«
e y—NULA-IZOKLINA 7x + 3y = 4:
(i)x’—M>0zax>— —
(ii) 2/ = & 4x 1><0Z&O<l’<— —

e ©—NULA-IZOKLINA x = 0:
(i) Yy =y4-3y)>0zal0<y<jz:?
(i) ¥ =y(4—3y) <O0zay>3: |
® T—NULA-IZOKLINA = +y = 1:
(i) ¥ =y(dy—3)>0zay >3 4
(i) v = y(4y — 3) <Oza0<y<%: l
* {(2,0)]0 < x < 1} je invarijantan skup DS.
* {(z,0)|1/2 < x < 1} je pozitivno invarijantan skup DS.

* {(2,0)] 0 < x < 1/2} je negativno invarijantan skup DS.

Kako je ' = 0 za x = 0, duz y—ose tok DS je vertikalan i kako je ¢y = 0
za y = 0, duz x—ose tok DS je horizontalan. To zna¢i da su koordinatne ose
invarijantni skupovi DS.
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Slika 19: Primer 4.11. ~ skupovi I i III nisu invarijantni skupovi DS , dok skupovi IT'1 IV jesu
invarijantni skupovi DS

Ispitati da v su skupovi I, II, III i IV na Slict mvaryantni skupovi DS
(kriva C' je stabilna mnogostrukost sedla (1/4,3/4)).

1. Oblast I (Slika (19| - gore-levo) nije invarijantan skup DS, ali jeste negativno
invarijantan skup DS

(i) strelice u faznom portretu u svakoj tacki oblasti I su

(ii) sve trajektorije duz krive C' se priblizavaju sedlu (1/4,3/4) - deo krive
C u oblasti I je invarijantan skup

(iii) postoje trajektorije koje pocinju iz tacke desno od C, a koje izlaze iz
skupa I i zavrsavaju u oblasti IT privucene ka PR (1,0) (slika 201(b)) -

(iv) postoje trajektorije koje pocinju iz tacke levo od C, a koje izlaze iz
skupa I i zavrsavaju u oblasti IV privucene ka PR (0,4/3)

2. Oblast II (Slika[19]- gore-desno) je pozitivno invarijantan skup DS. Sve trajek-
torije koje polaze iz tacke oblasti II bi¢e privucene ka PR (1,0). Trajektorije
ne mogu izaéi iz skupa II ni kroj jednu stranicu tog trougla (polje pravaca
vodi ka unutrasnosti)

3. Oblast III (Slika - dole-levo) nije invarijantan skup DS, ali jeste negativno
invaijantan skup DS
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(i) strelice u faznom portretu u svakoj tacki oblasti I su
(ii) sve trajektorije duz krive C' se priblizavaju sedlu (1/4,3/4)

(iii) sve trajektorije koje pocinju iz tacke desno od C izlaze iz skupa III i
zavrSavaju u oblasti II privucene ka PR (1,0) (slika 20}(b))

(iv) sve trajektorije koje pocinju iz tacke levo od C izlaze iz skupa III i
zavrSavaju u oblasti IV privucene ka PR (0,4/3)

4. Oblast IV (Slika - dole-desno) je pozitivno invarijantan skup DS. Sve
trajektorije koje polaze iz tacke oblasti IV biée privucene ka PR (0,4/3).
Trajektorije ne mogu izac¢i iz skupa IV ni kroz jednu stranicu tog trougla

(polje pravaca vodi ka unutrasnosti).

S A
[Ea)
JNC

AR RN

0

Slika 20: Primer 4.11. ~ R je invarijantan skup DS

Pokazimo da je pravougaonik R = {(z,y)|0 <z < 1, 0 < y < 4/3} pozitivno
invarijantan skup DS (Slika[20. ).
e y=0,0<z<1: kakojez ' =x(1 —x)>02za0 <z <1, strelice u faznom
portretu usmerene su na desno —.
o y=4/3,0<z <1 kakojea' = —(z4+3)z <0,y =B <0za0 <z <1,
strelice u faznom portretu su .
e x=0,0<y<4/3: kakojey =y(4—3y) >0za0 <y <4/3, strelice u
faznom portretu su usmerene nagore 7.
er =1,0<y<4/3: kakojer' = -y < 0iy = -3yly+1) < 0 za
0 <y < 4/3, strelice u faznom portretu su /.
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Dakle, sve strelice u faznom portretu u tackama ruba pravougaonika R us-
merene su ka njegovoj unutrasnjosti ili u pravcu stranica pravougaonika. Prema
tome, sve fazne trajektorije koje polaze iz tacke pravougaonika Il ostaju ”zarobljene”
unutar pravougaonika, pa je R pozitivno invarijantan skup DS. KX

4.3. Egzistencija grani¢cnog cikla DS

Teorema 9 (Teorema Poenkare—Bendiksona) Neka vazi:
1. F e CY(R);
2. R je zatvoren i ogranicen podskup fazne ravni;

3. R ne sadrzi nijedan PR;

4. postogi fazna trajektoryya v koja u pocetnom trenutku ty polazi 1z neke tacke
oblasti R © ostaje u 'R za svako t > ty.

Tada je v ili zatvorena trajektorija, ili se spiralno pribliZava zatvorenoj trajek-
toriye DS . U oba slucaja, postoji granicni cikl u R.

Teoremu Poenkare-Bendiksona mozemo formulisati i na slede¢i nacin: Ako je
R zatvoren i ogranicen podskup fazne ravni, koji je pozitivno invarijantan za DS
1 ne sadrzi ni jedan PR, onda postoji granicni cikl u R.

Napomenimo, da vazi Teorema Poenkare—Bendiksona i u suprotnoj vremenskoj
orjentaciji, tj. ako pretpostavimo da postoji fazna trajektorija v koja u pocetnom
trenutku £y polazi iz neke tacke oblasti R i ostaje u R za svako t < ty, odnosno
ako je R zatvoren, ograni¢en podskup fazne ravni, koji je negativno invarijantan
za DS i ne sadrzi ni jedan PR, onda postoji grani¢ni cikl u R.

Slika 21: (a) Teorema Poenkare-Bendiksona (b) Princip prstena

Postavlja se pitanje kako proveriti da trajektorija v ostaje ”zatvorena” u ‘R,
odnosno kako odrediti zatvoren, ogranic¢en, pozitivno invarijantan skup R ("trap-
ping region”). Cesto se koristi slede¢i PRINCIP PRSTENA:
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Teorema 10 (Princip prstena) Neka u faznoj ravni postoji prsten R ograni-
cen dvema glatkim krivama Ly @ Lo, koji ne sadrzi poloZaj ravnoteze DS . Ako
sve fazne trajektoriyje, presecajuci Ly @ Lo ulaze u'R, za t > 0 ili za t <0, tada u
R postogi nagmanje jedan granicni cikl.

Ako je prsten R : rpin < T < Tmax trapping region” (“repelling region”), tada
postoji bar jedna trajektorija koja ako polazi iz R ostaje u R sve vreme (ili kada
t — 00, odnosno kada t — —o0).

>0, nar=runm 1 " <0, nar=run
" <0, nar="new " >0, nar="new

{ N‘ "trapping region"
k rrnin rn'|eu<

Slika 22: "trapping reagion”

The
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Slika 23: "trapping region” i grani¢ni cikl DS za: (a) Primer 4.1. (b) Primer 4.2.
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Primer 4.1A. Posmatrajmo, nelinearni DS (4.2) u Primeru 4.1. Prelaskom
na polarne koordinate x = rcos6, y = rsinf dobijamo nelinearan sistem oblika
(4.3). Kakojer" >0za0<r<lir <Ozar>1,skupR :1/2<r <3/2je
kompaktan, pozitivno invarijantan skup datog DS (Slika 23}(a) & zeleni prsten)
koji ne sadrzi ni jedan PR, pa se prema Teoremi Poenkare-Bendiksona u ‘R nalazi
grani¢éni cikl 7 = 1, odnosno z? +y* = 1. KX

Primeru 4.2A. Za DS u polarnim koordinatama (4.5) kakojer’ > 0za 0 < r < 1,
r"<O0zal<r<2ir >0zar>2, prsten
I ={(r,0)]1/2 <r <3/2}

je kompaktan, pozitivno invarijanatan skup DS (Slika R3}(b) & zuti prsten) koji
ne sadrzi ni jedan PR, pa se prema Teoremi Poenkare-Bendiksona u II; nalazi
granicni cikl r = 1. Prsten

Iy, = {(r,0)| V3 <r < V5}

je kompaktan, negativno invarijanatan skup DS (Slika[23}(b) & zeleni prsten) koji
ne sadrzi ni jedan PR, odnosno fazne trajektorije "ulaze” u Il, za t < 0, tj. izlaze
iz [Is za t > 0, pa zakljucujemo da se u prstenu Ils nalazi grani¢ni cikl r = 2. X

Primer 4.12. Za dinamicki sistem

t=x—y—2a’
y=z+y—y’
dokazati egzistenciju grani¢nog cikla.

RESENJE: Tacka (0,0) je jedini polozaj ravnoteze. Kako su sopstvene vrednosti

matrice
1 —1
r-00- (1)

A2 = 1 £ 4, koordinatni pocetak je nestabilan fokus nelinearnog DS.
Prelaskom na polarne koordinate DS se transformise u sistem

d

d—z = 7[1 — r?(cos® ¢ + sin* )]

d

d—f = 1 — r*(sin® ¢ cos p — cos® psin ).

Kako je cos ¢ + sin o = 1/2 4 1/2 cos?2¢p, to je 1/2 < cos o +sintp < 1. S
druge strane, iz identiteta

3

1 1
—(sin® p cos p — cos® @ sin @) = B sin 2 cos 2 = 1 sin 4,
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zakljuéujemo da je —1/4 < —(sin® ¢ cos p — cos® psin @) < 1/4. Dakle,

2 2 4 .4 r’ 2 r’ r?
1—r gl—r(cosgo—l—smgo)gl—g = 1—-r g—gl—g,
r

odakle zakljué¢ujemo da je 7’ >02za 0 <7 <1 =1, 17 <0zar > V2 = .
Dakle, prsten R : 1 < r < /2 je "trapping region”, jer je

% = 1 — (cos* ¢ +sin* ) >0, % — V2[1 — 2(cos* p + sin )] < 0.
N RN
WS N SN
= LT A =) =
VAN = S NS
0\ ~ i: / /’/‘/_:\\
L= i*\\'?';‘ )}\}\‘E — 0::\/ 1/17 /(Zi“jj/‘@}/h\ \’;\::
_ ~— 4 ~—= = P
IES NS N NS
— = IS I N AN
-2 :: \\\ ] :: N / \\
TN | (=== 717 \
R RN I o VRN SR IARN

Slika 24: Fazni portret i "trapping region” DS u Primeru 4.12.

Prema tome, polazedi iz oblasti r < 1, odnosno r > /2, sa rastom t sve fazne
trajektorije seku krivu 7 = 1, odnosno r = v/2, i ulaze u prsten 1 < r < /2.
Po Teoremi sledi da unutar prstena 1 < r < /2 postoji bar jedan grani¢ni
cikl ovog dinamickog sistema. Moze se dokazati da je to jedini grani¢éni cikl koji

je, jasno, stabilan. Fazni porteti datog nelinearnog sistema i ”trapping region”
prikazani su na Slici R4}(a) i (b). K

Primer 4.13. Za dinamicki sistem

v =y — 8xz*

y’:2y—4x—2y3

dokazati egzistenciju grani¢nog cikla.
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RESENJE: Jedini PR DS je koordinatni pocetak. Kako su sopstvene vrednosti
matrice

J:J((),()):<_04 ;) = Ao=1%iV3

= g=detJ=4>0 p=trJ=2>0, A=p*—4g=-12<0

koordinatni pocetak je nestabilan fokus nelinearnog DS.
Posmatrajmo pravougaonik II sa temenima (—1,2), (1,2), (1,-2), (=1,—-2),
tj. neka je
H={(z,y)| —1<x<1, —2<y<2}.

Na stranicama pravougaonika je:

ey=2lz|<1l:2/=2(1-42%) <0,y = -4 — 12 < 0;
pravac vektorskog polja je ~\,ili ,/;

ey=-2lz|<1l:a'=-2(1+42%) <0,y = —4x + 12 > 0;
pravac vektorskog polja je \_ili 7

ex=1ly <22 =y—-8<0,y =2y —4—2°<0;
pravac vektorskog polja je N\ ili /;

erx=—1|y<2: 2 =y+8>0,y =2y +4—2y°<0;
pravac vektorskog polja je 7 ili \.

Fazni portet datog nelinearnog sistema prikazan je na Slici 25, O¢cigledno ako
fazna trajektorija v u poc¢etnom momentu ¢y polazi iz neke tacke oblasti I, ostaje
u Il za svako t > ty, odnosno II je kompaktan, pozitivno invarijantan skup DS. Ali
ne moze se primeniti Teorema Poenkare-Bendiksona jer pravougaonik sadrzi PR
(0,0). Medjutim, kako je PR nestabilan mozemo posmatrati proizvoljnu okolinu
O oko koordinatnog pocetka - npr. rub okoline @ moze biti kruznica sa centrom u
(0,0) i proizvoljno malog poluprec¢nika. Fazne trajektorije presecajuci tu kruznicu
izlaze iz okoline @ i ulaze u pravougaonik II. Dakle, mozemo primeniti princip
prstena i zakljuciti da postoji granicni cikl unutar pravougaonika II i izvan okoline

0. K
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Slika 25: Fazni portret i "trapping region” DS u Primeru 4.13.

Primer 4.11A. Iako je pravougaonik R pozitivno invarijantan skup DS , Teo-
rema Poenkare-Bendiksona ne moze se primeniti, jer ako bi posmatrali kompaktan
skup
R={(z,y)|0<2<1, 0<y<4/3}

onda (0,0) € IR, (1,0) € OR,(0,4/3) € OR, odnosno tri PR pripadaju zatvorenom
i ograni¢nom skupu R. Primetimo, da analogno diskusiji u Primeru 4.10., koristeci
indeks PR, i u ovom primeru mozemo doé¢i do zakljucka da ne postoje zatvorene
trajektorije datog DS. X

Primer 4.14. Za dinamicki sistem (Selikov model glikolize):
© = —x+ay+ 2y
y = b—ay—ay,

odrediti vrednosti parametra a > 0, b > 0 za koje postoji grani¢ni cikl.

RESENJE: Odredimo nula-izokline:

x I b
a+ z?’ y= Y= a2

x, = 0 > y =
Nula izokline i odgovarajuée polje pravaca prikazani su na Slici [26}(a). Da bi

dokazali egzistenciju grani¢nog cikla, odredimo oblast u kojoj trajektorije ostaju
zatvorene (eng. ”trapping region”). Posmatrajmo oblast na Slici 26}(b) odredena
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Y|
y=blta+x")

x>0
/ \)‘-<0

x>0
>0

x:()\ y=x/(a+x?)

- 7<0,§<0

y>0

X

Slika 26: Primer 4.14. - nula izokline

pravama

b b
.ZCZO, y:07 y=—-, y:—$+—+b, T =K,
a

gde je M (k, ) tacka preseka prave p : y = —x+§+b sa izoklinom y = x/(a+2?).
Problemati¢an deo odredjivanja vektorskog polja je na pravoj p od tacke N(b,b/a)
do tacke M(k,u). Kako je ' +¢y = b — x, imamo da je ¢y < —2’ za x > b.
Kako se deo prave p izmedu tacaka N i M nalazi iznad x—nula izokline, to je
y > x/(a+ 2%), odnosno ' > 0. Kako je na delu prave p izmedu tacaka N i M
iz > b, bice y' /2’ = dy/dx < —1, odnosno vektor pravca je pod veéim nagibom
nego posmatrana prava p. Prema tome, vektor pravca je duz prave p usmeren
ka unutrasnosti oznacene oblasti. Ocigledno ako fazna trajektorija u pocetnom
trenutku ¢( polazi iz neke tacke posmatrane oblasti ostaje unutar oblasti za svako
t > tg.

Slika 27: Primer 4.14. - "trapping region”
Medjutim, jos uvek ne mozemo primeniti Teorema Poenkare-Bendiksona, jer
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oblast koju smo odredili sadrzi PR

b
a+b?
koji se nalazi u preseku odgovaraju¢ih nula-izoklina. Ako bi taj PR bio nesta-

bilan, moze se posmatrati proizvoljna okolina @ oko PR (rub okoline O moze
biti kruznica sa centrom u PR proizvoljno malog polupre¢nika) - fazne trajek-

E@@"y"), 2" =b y

torije tada presecajuci tu kruznicu izlaze iz okoline O i ulaze u "trapping region”
(Slika . Primenom Teorema Poenkare-Bendiksona mogli bi zakljuciti da pos-
toji granicni cikl unutar osencene oblasti.

Odredimo pod kojim uslovima PR FE je nestabilan. Imamo

e e (22 =1 a+ (a)?
A= J(.%’ Y ) - ( _Qx*y* _(a+ (.CL’*)Q)
b+ (2a — 1)V? + a + a?

_ _ 2 _ _
— gq=detA=a+0">0, p=trA=— T

Slika 28: Fazni portret DS u Primeru 4.14. zaa=0.11b=0.5

Dakle, PR je nestabilan ako je p > 0 i stabilan ako je p < 0. Kako je
1
b+ (20— 1) +a+a’ =0 = b2:§(1—2a:|:\/1—8a),

zaa<1/8jel—2a++1—8a>0,pajep>0za
1 1 1
\/5(1—2(1—\/1—8@) <b<\/§(1—2a+\/1—8a), a<s.

Za a = 0.1 biramo b € (0.352786,0.752786). Fazni portet sistema za b = 0.5
prikazan je na Slici 28, X

VIDEO: Nastajanje granicnog cikla kod Selkov modela)
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NEMA HAOSA U FAZNOJ RAVNI !! |

Teorema Poenkare-Bendiksona je vrlo bitan rezultat u nelinearnoj dinamici
- ukazuje da je dinamika dvodimenzionalnih DS predvidljiva. Pretpostavimo da
postoji zatvorena trajektorija C' u faznoj ravni (sl. . Tada bilo koja trajektorija
koja polazi iz oblasti unutar krive C' ostaje u unutrasnjosti, jer se trajektorije DS
ne mogu seéi. Sta se deSava sa tom trajektorijom? Ako postoje fiksne tacke
u unutrasnjosti C, tada trajektorija, naravno, moze da se priblizi nekoj od tih
fiksnih tacaka. Ako nema fiksnih tacaka u unutrasnjosti C, intuitivno je jasno da
trajektorije ne mogu da "lutati” unaokolo zauvek.

Slika 29

U faznoj ravni, teorema Poenkare-Bendiksona garantuje da ako je neka tra-
jektorija ograniCena u zatvorenoj, ogranicenoj oblasti koja ne sadrzi fiksne tacke,
onda se trajektorija mora priblizavati zatvorenoj trajektoriji (slozenije ponasanje
nije moguce !). S druge strane, za n > 3 Teorema Poenkare-Bendiksona se vise
ne moze primeniti, tako da trajektorija zatvorena u nekoj ograni¢enoj oblasti
moze "lutati” okolo zauvek, odnosno ne mora se priblizavati polozaju ravnoteze
ili grani¢cnom ciklu.

TEORIJA HAOSA opisuje ponasanje odredenih dinamickih sistema koji mogu
da ispolje dinamiku koja je veoma osetljiva na pocetne uslove, popularno nazvan
EFEKAT LEPTIRA:

"Ako leptir zamahne krilima w Pekingu, on moZe prouzrokovati uragan na

Floridi”.
To ne znaci da vetar koji nastaje mahanjem leptirovih krila uzrokuje uragan, vec
da mahanje leptirovih krila moze promeniti redosled dogadaja koji bi se desio da
leptir nije mahao krilima. Takode bi se moglo re¢i i kako ¢e zamah leptirovih krila
spreciti pojavu uragana na Floridi. Cak i kada bi uspeli uklju¢iti u matematicki
model sve moguce uticaje na pocetne uslove, pokazalo bi se da i dalje ne bi mogli
u potpunosti predvideti buduca zbivanja.

Glavni problem dugorocnog predvidanja ponasanja haoti¢nih sistema lezi u
velikoj osjetljivosti na pocetne uslove. To je zapravo susStina teorije haosa, a znaci
da i najmanja razlika u poc¢etnim uslovima dovodi do razli¢itih konac¢nih rezultata.
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Kao rezultat osetljivosti na pocetne uslove, ponasanje haoti¢nih sistema izgleda
slucajno. Ovo se dogada cak i ako su ti sistemi deterministicki, sto znaci da je
njihova dalja dinamika u potpunosti odredena pocetnim uslovima, bez sluc¢ajnih
faktora. Ovo ponasSanje je poznato kao deterministick: haos, ili prosto HAOS.

YOUTUBE VIDEO FAJL: Uvod u teoriju haosa ili
Zasto je dugorocna vremenska prognoza nepouzdana?

Haoti¢no ponasanje je uoceno u laboratoriji kod mnostva sistema, ukljucujuci
elektricna kola, lasere, osciluju¢e hemijske reakcije, dinamiku fluida, mehanicke
1 magnetno-mehanicke uredaje. Posmatranja haoticnog ponasanja u prirodi se
vrse i kod dinamike satelita Sunc¢evog sistema, vremena evolucije magnetnog polja
nebeskih tela, rasta populacije u ekologiji, dinamici akcionih potencijala kod neu-
rona i molekularnih vibracija. Primeri haoti¢nih sistema su i matematicki modeli
kojima se opisuje atmosferske prilike odnosno meteoroloske pojave koje se odi-
gravaju u atmosferi (temperatura vazduha, vode, zemljista, vazdusni pritisak,
vlaznost vazduha, oblacnost, vrsta i koli¢ina padavina, pravac, smer i brzina ve-
tra, itd.).

Jedan od najpoznatijih DS koji imaju svojstvo haoti¢nosti je Lorenzov DS:

a' = o(y—x)
"= pr—y—a2
7= —fBz+uwy

koji predstavlja jednostavan matematicki model konvektivnih strujanja u atmos-
feri. Iste jednacine pojavljuju se u modelima lasera, diname, elektri¢nih kola,
termosifonu (sistem sa prirodnim kruzenjem - najjednostavniji sistem solarnog
zagrevanja vode), DC motora (pretvaranje elektricne energije u mehanicku) itd.

4 attractor D

attractor C

attractor A

Nﬂor B

»

Slika 30: DS osetljiv na pocetne uslove ~ plavi kvadrati = pocetni uslovi, crni kruzici = atraktori

Lorenc je uocio da bi ovaj deterministicki sistem, jednostavan na prvi pogled,
mogao da ima izuzetno neobi¢nu dinamiku: za Sirok raspon vrednosti parametara
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https://www.youtube.com/watch?v=EF5Wvi_Iiy4
https://www.youtube.com/watch?v=EF5Wvi_Iiy4

o,r, 3, reSenja osciluju neregularno, nikad se ne ponavljaju, ali uvek ostaju u
ograni¢enoj oblasti fazne ravni. Kada je predstavio trajektorije u tri dimenzije,
Lorenc je otkrio da se priblizavaju komplikovanom skupu, koji se sada naziva
strant atraktor. Za razliku od stabilnih fiksnih tacaka i grani¢nih cikla, strani
atraktor nije ni tacka, ni kriva, ¢ak ni povrs - u pitanju je fraktal, sa fraktalnom
dimenzijom izmedu 2 i 3.

fazni portret Lorencovog sistema za p = 28, 0 = 101 § = 8/3 - Lorencov atraktor

Kod vise-dimenzionalnih DS bitan pojam je ATRAKTOR. - podskup faznog pros-
tora za koji postoji okolina sa osobinom da za svaku tacku x iz te okoline postoji
T > 0 tako da tok ®'(z) ostaje u okolini atraktora za svako ¢t > T - ondosno tacke
koje se nadu dovoljno blizu atraktora ostaju blizu kada ¢t — oco. Geometrijski,

atraktor moze da bude tacka, kriva, mnogostrukost, ili ¢ak fraktal - poznat kao
STRANI (NEOBICNI) ATRAKTOR (Slika [31]- Slika [32]).

Slika 32: Fraktali

Fraktali su geometrijski objekti ¢ija je fraktalna dimenzija strogo veéa od
topoloske dimenzije. Fraktale je moguce uvecavati beskonacno mnogo, a da se
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:A_Trajectory_Through_Phase_Space_in_a_Lorenz_Attractor.gif

pri svakom novom povecanju vide neki detalji koji pre povec¢anja nisu bili vidljivi,
i da kolicina novih detalja uvek bude otprilike jednaka. Fraktal se moze podeliti na
beskonactno mnogo delova koji su na razlicitim skalama veli¢ine sami sebi jednaki.
Oni su "priblizno” samosli¢ni (sastoje se od umanjenih verzija samih sebe), ali
isuvise nepravilni da bi se opisali jednostavnom geometrijom. Opisivanje atrak-
tora haotiénih DS je jedan od osnovnih zadataka nelinearne dinamike i teorije
haosa. YOUTUBE VIDEO FAJL: Best fractals zoom ever

4.4. Sistemi Lienarda

DJ drugog reda
(3) "+ f(z)r' + g(x) =0

naziva se DJ LIENARDA i ekvivalentna je odgovaraju¢em DS

(@) Yy Yoy o)

Ova jednacina sadrzi kao posebne slucajeve vise diferencijalnih jednacina kojima
se matematicki modeliraju zakoni kretanja mehanickih sistema. Poseban njen
oblik je JEDNACINA VAN DER PoLA (Van der Pole),

(5) " — pu(l —2*)2’ + 1 =0, p = const > 0,

kao matematicki model kretanja nelinearnog oscilatora.
Sledece tvrdenje, teorema Lienard daje dovoljne uslove jedinstvenog stabilnog
grani¢nog cikla DS (4).

Teorema 11 (Teorema Lienard) Neka su za DS ispunjent sledeci uslovi:
(1) g(x), f(x) su neprekidno-diferencijabilne za svako x;
(1i) g(x) je neparna funkcija i g(z) > 0 za x > 0;
(iii) f(x) je parna funkcija;
X
(i) Funkcija F(x) = | f(s)ds ima tacno jednu pozitivnu nulu r = a, pri

_ 0
cemu je

e F() <0 zax € (0,a),
o F(z)>0 i F rastuéa za x > a,

e ['(x) — o0, kada x — 0.
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https://www.youtube.com/watch?v=BTiZD7p_oTc

Tada DS ima jedinstven stabilan granicni cikl oko koordinatnog pocetka
kome se beskonacno priblizava svaka netrivijalna fazna trajektorija kad t — oo.

Teoremu su kasnije prosirili Levinson i Smith.

Teorema 12 (Teorema Levinson—Smita) Neka su za DJ (3)) ispunjeni sledeci
uslovi:

(i) f(x) je parna i neprekidna funkcija;

(ii) g(x) je neparna, neprekidna funkcija i g(x) >0 za x > 0;

(11i) G(x) = /0 g(s)ds, G(x) = 00, x — 00;

(v) Za neko a > 0 za funkciju F(x /f )ds je:

F(z) <0, za x € (0,a)
Flx)>04iF 7 zax>a
F(x) — oo, kada x — oo

Tada za DS vazi:
(i) ima jedinstvenu tacku mirovangja (0,0);
(ii) ima jedinstven stabilan granicni cikl C' oko koordinatnog pocetka;

(iii) sve trajektorije se spiralno pribliZavaju granicnom ciklu C'.

Primer 4.15. Pokazati da DJ Van der Pola ima jedinstven stabilni granicni
cikl za p > 0.
RESENJE. U DJ Van der Pola je funkcija g(x) = x neparna i pozitivna za z > 0,
a funkcija f(z) = p(2® — 1) je parna. Kako je

3

Pl =u (% - o) = -9

imamo za p > 0:

r) =0 akko z = £V/3iliz =0
) < <0zax<+V3
:c)>0zax>\/§
)

F(
o [(x
£(

F(z) je rastuca za x > /3

lim, , F(x) = 00

Dakle, prema Teoremi [11| DJ ima jedinstven stabilni grani¢ni cikl. X

44



